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Probleme der Grundlegung der Mathematik‘). 


Von 


David Hilbert in Géttingen. 


Fiir die mathematische Wissenschaft waren die letzten Jahrzehnte eine 
Periode héchster Bliite. 

Ich erinnere daran, wie in der Arithmetik, insbesondere in der Theorie 
der algebraischen Zahlkérper, die schwierigsten Probleme gelést wurden 
und die Vollendung dieses herrlichen Gedankengebaudes erreicht worden 
ist. Zugleich gelang die Entdeckung der lange gesuchten transzendenten 
Funktionen, die dem Zahlkérper zugehéren, und durch die mannigfache 
bisher verborgene zahlentheoretische Wahrheiten ans Licht gelangten. 
Andererseits wurden die Begrifisbildungen der Idealtheorie weit iiber die 
Grenzen der Zahlentheorie hinaus auf Algebra und Funktionentheorie mit 
bestem Erfolge iibertragen und dadurch ein groBer Komplex mathema- 
tischen Wissens zu einem einheitlichen Gefiige gemacht. 

Auch in der Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen 
sind in dem verflossenen Zeitraum nicht geringe Fortschritte gemacht 
worden. Der Ausbildung des Prinzips der konformen Abbildung insbe- 
sondere verdanken wir die herrlichen Methoden zur Gewinnung der auto- 
morphen Funktionen und die Lésung des Problems der Uniformisierung. 
Die so schwierigen Beweise der Existenzsitze haben durch Anwendung der 
Methoden der Variationsrechnung den héchsten Grad von Einfachheit und 
Durchsichtigkeit erreicht. 

Und welche Fiille der Gesichte liefert die Geometrie: Allein die Topo- 
logie ist so sehr durch neue Fragestellungen und Behandlungsmethoden 
bereichert worden, daB man darin die Entstehung eines neuen selbstandigen 
Wissenszweiges sehen mu. Und die alten der Geometrie nahestehenden 
Disziplinen, die Gruppen- und Invariantentheorie, sind zu einer ungeahnten 
Erweiterung und Vertiefung gelangt. 


1) Vortrag, gehalten auf dem Internationalen Mathematiker-KongreB in Bologna 
am 3. Sept. 1928. 
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D. Hilbert. 


Die Physik endlich lieS vor unseren Augen mathematische Gedanken- 
gebiude erstehen, deren Hallen von imponierender GroBartigkeit sind. Uber- 
haupt gedenken wir auch der Anwendungen: es sind nicht die schlechtesten 
Friichte, die die mathematische Forschung auf dem Felde der Anwendungen 
erntet, sei es, daB die Anwendungen benachbarten Wissensgebieten oder 
praktischen Bediirfnissen entsprungen sind. Und der Bezirk, in den die 
Mathematik eindringt, dehnt sich bestandig. 

Wegen dieser so erfreulichen Sachlage erwichst dem Mathema- 
tiker die besondere Pflicht, die Mathematik in ihren Fundamenten zu 
sichern. 

Wie ist doch die allgemein verbreitete Meinung tiber Mathematik und 
mathematisches Denken? Sie lautet: Die mathematischen Wahrheiten 
sind absolut sicher, denn sie werden auf Grund von Definitionen durch 
untriigliche Schliisse bewiesen. Sie miissen daher auch iiberall in der 
Wirklichkeit stimmen. Dieser populiren Meinung zufolge soll die Mathe- 
matik zum Vorbild fiir alle Wissenschaft iiberhaupt dienen. Wir wollen 
nun sehen, ob es so mit der Mathematik bestellt ist. Wie war der Stand 
der Grundlagenfrage im drittletzten Jahrzehnt? Die groBen Klassiker und 
Schépfer der Grundlagenforschung waren Cantor, Frege und Dedekind; sie 
hatten in Zermelo einen kongenialen Interpreten gefunden. Zermelo hatte 
die Annahmen, die zum axiomatischen Aufbau der Mengenlehre nétig sind, 
aufgestellt und damit die von Cantor und Dedekind nur unbestimmt und 
teilweise unbewuBt angewandten Mitte! prizisiert. Diese Zermeloschen 
Axiome sind zudem alle von der Art, da ein ernster Zweifel an ihrer 
Richtigkeit nicht aufkommen konnte. Das Vorgehen Zermelos war durch- 
aus berechtigt und entspricht der axiomatischen Methode. Doch die Zermelo- 
schen Bahnen wurden unter dem Druck maSgebender Kreise verlassen. 
Alte Einwiirfe Kroneckers gegen Cantor und Dedekind, die wir langst iiber- 
wunden glaubten und die Kronecker selbst in seinen Arbeiten nicht be- 
folgt hatte, wurden vorgesucht. Eine ungliickliche Auffassung Poincarés, 
betreffend den Schlu8 von n auf n-+-1, die bereits zwei Jahrzehnte friiher 
von Dedekind durch einen prizisen Beweis widerlegt worden war, ver- 
rammelte den Weg zum Vorwirtaschreiten. Ein neues Verbot, das Verbot 
der impridikativen Aussagen, wurde von Poincaré erlassen und aufrecht- 
erhalten, obwohl Zermelo sofort ein schlagendes Beispiel gegen dieses Verbot 
angab und dieses Verbot auBerdem gegen die Resultate Dedekinds verstieB. 
Leider auch die sonst so vortreffliche Logik Russells leistete in ihrer An- 
wendung auf Mathematik der Irrlehre Vorschub. So kam es, daB unsere 
geliebte Wissenschaft — was die Frage nach ihrem innersten arithmetischen 
Wesen und Grunde betrifit — zwei Jahrzehnte hindurch wie von einem 
bésen Traum heimgesucht wurde. 
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Ich begriiBe es als ein Erwachen, als ein leuchtendes Morgenrot, wenn 
in der letzten Zeit eine Reihe jiingerer Mathematiker wieder auf Zermelos 
Gedanken zuriickgehen; diese Mathematiker haben die Zermeloschen Axiome 
vervollstindigt und dazu eine Reihe sehr wichtiger tiefliegender Fragen 
erfolgreich behandelt. 


Freilich eine endgiiltige Lésung der Grundlagenprobleme ist durch 
dieses axiomatische Verfahren niemals méglich. Denn die von Zermelo 
zugrunde gelegten Axiome enthalten echte inhaltliche Annahmen, und diese 
zu beweisen ist, wie ich glaube, gerade die Hauptaufgabe der Grundlagen- 
forschung, war doch schon damals die Widerspruchsfreiheit der arith- 
metischen Axiome zu beweisen eine brennende Frage geworden. Wenn 
wir aber inhaltliche Axiome als Ausgangspunkte und Grundlagen fiir die 
Beweise benutzen, so verliert die Mathematik damit den Charakter des 
absolut Sicheren. Mit der Annahme von Voraussetzungen kommen wir 
auf das Gebiet des Problematischen, — beruhen doch die Meinungsver- 
schiedenheiten der Menschen meist darauf, daB von verschiedenen Voraus- 
setzungen ausgegangen wird. In einer Reihe von Vortrigen im Laufe der 
letzten Jahre habe ich daher einen neuen Weg zur Behandlung des Grund- 
lagenproblems betreten. Mit dieser Neubegriindung der Mathematik, die 
man fiiglich als eine Beweistheorie bezeichnen kann, glaube ich die Grund- 
lagenfragen in der Mathematik als solche endgiiltig aus der Welt zu schaffen, 
indem ich jede mathematische Aussage zu einer konkret aufweisbaren und 
streng ableitbaren Formel mache und dadurch den ganzen Fragenkomplex 
in die Domine der reinen Mathematik versetze. 


Freilich bedarf es zur vélligen Durchfiithrung dieser Aufgabe der hin- 
gebenden Mitarbeit der jiingeren Mathematikergeneration. 

In diesem Sinne méchte ich heute einige nahere Ausfiihrungen machen. 
Die wichtigsten Probleme konzentrieren sich simtlich auf das von mir 
aufgestellte sogenannte e-Axiom; dasselbe lautet 


A(a)-+ A(eA). 


Bei der Verwendung des Axioms hat man vor allem die Gattung von 
Variablen zu beachten, auf die « zu beziehen ist. Bei den Zahlen dient 
dasselbe zur Formulierung der iiblichen Schliisse mit .irgendein*: Man 
versteht unter «YW irgendeine Zahl, fiir die die Aussage UW sicher zutrifit, 
wenn es iiberhaupt eine Zahl gibt, fiir die WM zutrifft. 

Ich méchte nun einige Probleme nennen. 


Durch die Arbeiten von Ackermann und v. Neumann ist der Beweis 
fiir die Widerspruchsfreiheit des e-Axioms fiir die Zahlen gefiihrt; damit 
sind folgende drei Probleme erledigt: 











D. Hilbert. 


1. Das Tertium non datur fiir die Zahlen, d.h. wenn eine Aussage 
nicht fiir alle ganzen Zahlen gilt, so gibt es eine Zahl, fiir die sie nicht gilt. 

Beispielsweise: nach Kronecker war es unzulissig, eine ganze rationale 
Funktion einer Variablen x mit ganzen rationalen Koeffizienten als irre- 
duzibel zu definieren, wenn es keine Zerlegung derselben als Produkt von 
zwei ebensolchen Funktionen gibt. Ich beweise durch die Beweistheorie, 
daB im Gegenteil diese Definition eine vdéllig strenge Definition in rein 
mathematischem Sinne ist, und daher war die Behauptung Kroneckers 
nicht bloB logisch unzutreffend, sondern in rein arithmetischem Sinne un- 
richtig — in gleichem Sinne unrichtig wie irgendein falscher arithmetischer 
Satz oder eine falsche zahlentheoretische Formel. 

2. Die Auflésung einer Behauptung iiber Existenz einer Zahl nach 
dieser Zahl: die kleinste Zahl, welche“. 

3. Der SchluB von n auf n-+1, wenn man noch die Formel 

eA=b')-+ Ab 
als Axiom hinzunimmt. 

Wie Sie bemerken, ist ein wesentliches Hilfsmittel fiir meine Beweis- 
theorie die Begrifisschrift; wir verdanken dem Klassiker dieser Begrifis- 
schrift, Peano, die sorgfaltigste Pflege und weitgehendste Ausbildung der- 
selben. Die Form, in der ich die Begrifisschrift brauche, ist wesentlich 
diejenige, die Russell zuerst eingefiihrt hat. 


Bisher noch nicht erledigt sind die folgenden Probleme: 


Problem I. 


Der Nachweis der Widerspruchsfreiheit des e- Axioms fiir die Funktions- 
variable f. Der Ansatz eines Beweises liegt vor. Diesen hat Ackermann 
schon so weit durchgefiihrt, daB die verbleibende Aufgabe nur noch in dem 
Beweise eines rein arithmetischen elementaren Endlichkeitssatzes besteht. 

Mit der Lésung dieses Problems I ist bereits ein sehr groBer Komplex 
von grundsiitzlichen Fragen behoben; nimlich dieser Nachweis der Wider- 
spruchsfreiheit liefert: 

1. das Tertium non datur fiir Funktionen von ganzen Zahlen und 
damit auch fiir die reellen Zahlen; 

2. die Definitionsprozesse, die von Poincaré als impriidikativ ange- 
fochten worden sind, die Russell und Whitehead nur mit Hilfe des sehr 
problematischen Reduzierbarkeitsaxioms begriinden konnten, und mit Bezug 
auf die Weyl einmal von einem Circulus vitiosus in der Analysis ge- 
sprochen hat; 


3. das Auswahlaxiom in der schwicheren Form. 





Grundlegung der Mathematik. 5 


Zu 3. sei folgendes bemerkt. Es werden in den neueren Betrach- 
tungen iiber das Auswahlaxiom vielfach Unterscheidungen gemacht zwischen 
schwicheren und schirferen Formen des Auswahlprinzips. Diese betreffen 
zumeist die Michtigkeit der Mengen von Mengen und deren Repriisen- 
tantenmenge, insbesondere den Unterschied des Abzihlbaren und Uber- 
zihlbaren. 

Durch die Beweistheorie werden wir veranlaBt, vor allem eine ander- 
weitige Unterscheidung als wesentlich anzusehen, nimlich, ob verlangt wird, 
daB8 die Auswahl des Reprisentanten fiir eine Menge, unabhingig von der 
Art, wie die Menge definiert ist, eindeutig durch den Elementenbestand 
der Menge bestimmt sein soll, oder ob dies nicht verlangt wird. 

Beispielsweise sei eine einparametrige Mengenschar M(t) vorgelegt. 
Fiir jeden Wert des reellen Parameters ¢ bezeichne M(t) eine bestimmte 
Menge von reellen Zahlen, die mindestens ein Element enthiilt. 

Das Auswahlprinzip in der schwicheren Form verlangt dann, dab es 
eine eindeutige Funktion f(t) gibt von der Art, da® fiir jeden Wert von 
t der Wert f(t) zu M(t) gehért. In der stirkeren Form verlangt das Aus- 
wahlprinzip tiberdies die Existenz einer solchen Funktion f(t), daB 

f(t) = f(t) 
ist, falls die Mengen M(t,) und M/(t,) ihrem Elementenbestande nach 
ibereinstimmen, 

Mit Hilfe des e-Axioms fiir die Funktionenvariable f erhalten wir das 
Auswablprinzip fiir Mengen von reellen Zahlen in der schwicheren Form. 

Durch die Lésung unseres Problems I werden vor allem folgende 
Theorien beherrscht: 

1. Die Theorie der reellen Zahlen. (Dedekindscher Schnitt, obere Grenze 
einer beschrinkten Menge reeller Zahlen.) 

2. Die Peanosche Begriindung der Zahlenlehre. — In dieser Theorie 
braucht man kein Auswahlprinzip, wohl aber die impridikative Definition, 
z. B. die Definition fiir a < b: nimlich, jede Menge, die a enthalt und mit n 
zugleich n-+-1, enthailt auch b. Man hat friiher das Problematische bei 
den mengentheoretischen Begriindungen der Zahlentheorie immer nur in 
der Voraussetzung eines unendlichen Individuenbereichs gesehen. Diese 
Voraussetzung kann bereits auf Grund des Bisherigen als widerspruchsfrei 
erkannt werden. Die gréBere Schwierigkeit liegt in dem Nachweis der 
Widerspruchsfreiheit der impridikativen Definition. 

Mit der Lésung des Problems I erhilt auch das geniale Verfahren 


Dedekinds in dessen Abhandlung ,Was sind, was sollen die Zahlen?* die 
Rechtfertigung. 








D. Hilbert. 


3. Die Cantorsche Theorie der Wohlordnungen der Zahlenreihe. Durch 
diese wird die Lehre von den Zahlen der zweiten Zahlenklasse, welche 
sich axiomatisch ganz analog zu der Zahlentheorie aufbauen laBt, auf die 
Theorie der Funktionen von Zahlenvariablen zuriickgefiihrt. 


Problem II. 


Fiir die weitere Ausgestaltung der Analysis, insbesondere fiir die Punkt- 
mengen-Theorie (mengentheoretische Topologie) sowie auch fiir die Theorie 
der zweiten und der héheren Zahlklassen, hat man die Widerspruchsfreiheit 
fiir das e-Axiom, bezogen auf héhere Variablengattungen, zunichst einmal 
auf die der Funktionen reeller Variablen nétig. 

Ferner gebraucht man zum Beweis des Wohlordnungssatzes und auch 
fiir manche Beweise in der Theorie der MeBbarkeit (Beweise fiir Nicht- 
meBbarkeit) das Auswahlaxiom in der starkeren Form, welches in der Be- 
weistheorie durch die Formel 


(N(A(h=Bif)))+e«A=—eB 


ausgedriickt wird (Axiom der Auswahligleichheit); «A und ¢B sind hier 
Funktionen der Zahlenvariablen und die Gleichheit bedeutet Ubereinstim- 
mung fiir alle Argumentwerte. Fiir die Hinzunahme dieser Formel ist 
wiederum der Beweis der Widerspruchsfreiheit nétig. 


Problem III. 


Die Volistandigkeit des Axiomensystems fiir die Zahlentheorie sowie 
fiir die Analysis wird zwar allgemein behauptet; aber die tibliche Uber- 
legung, mit der man zeigt, daB je zwei Realisierungen des Axiomensystems 
der Zahlentheorie bzw. der Analysis isomorph sein miissen, geniigt nicht 
den Anforderungen finiter Strenge. 

Es kommt darauf an, zunichst fiir die Zahlentheorie, deren Bereich 
sich prizise abgrenzen laBt, den iiblichen Beweis der Isomorphie finit um- 
zugestalten, so daB dadurch folgendes gezeigt wird: 

Wenn fiir einen Satz S die Widerspruchsfreiheit mit den Axiomen 
der Zahlentheorie nachgewiesen werden kann, so kann nicht auch fiir © 
(das Gegenteil von ©) die Widerspruchsfreiheit mit jenen Axiomen nach- 
gewiesen werden. 

Und damit in engstem Zusammenhang auch: wenn eine Aussage 
widerspruchsfrei ist, so ist sie auch beweisbar. 

In héheren Gebieten wire der Fall der Widerspruchsfreiheit von © 
sowie der von S denkbar: alsdann ist die Annahme einer der beiden Aus- 
sagen ©, S als Axiom durch systematische Vorziige (Prinzip der Permanenz 
der Gesetze, weitere Aufbaumdéglichkeiten usw.) zu rechtfertigen, 





YY =, lel! — 
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Gegen meine Beweistheorie sind Einwinde erhoben worden; diese 
beruhen wesentlich auf einer Verkennung meiner Beweistheorie. Ich gestatte 
mir daher, hier noch einige Erlauterungen zu machen. 

Wenn eine Aussage oder ein Beweis vorliegt, so mu8 er sich in allen 
Teilen iiberblicken lassen. Die Aufweisung, das Wiedererkennen, die Unter- 
scheidung und Aufeinanderfolge seiner einzelnen Teile ist unmittelbar an- 
schaulich fiir uns da. Ohne diese Einstellung ist iiberhaupt ein Denken 
oder gar eine wissenschaftliche Titigkeit unméglich. Bei der Untersuchung 
der Widerspruchsfreiheit handelt es sich darum, ob ein Beweis vorgelegt 
werden kann, der zu einem Widerspruch fiihrt. Wenn mir ein solcher Be- 
weis nicht vorgelegt werden kann, um so besser, — da mir dann ein Ein- 
gehen erspart bleibt. Wenn mir aber der Beweis vorliegt, so darf ich ge- 
wisse einzelne Teile herausgreifen und fiir sich ins Auge fassen, also auch 
die besonderen Zahlzeichen, welche in ihnen vorkommen und also her- 
gestellt und aufgebaut vorliegen, wieder abbauen. Damit wird das SchlieBen 
von n auf n-+-1 keineswegs schon benutzt — vielmehr ist es, wie wir 
schon von Dedekind her wissen und wie es meine Beweistheorie von neuem 
bestatigt, von hier noch ein weiter Weg und eine wesentlich andere Auf- 
gabe, die Giiltigkeit dieses Schlusses von n auf n +1 einzusehen. 

Auf der Grundlage, die ich eben diskutiert habe, muB8 jedesmal der 
Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der Hinzunahme einer Aussage gefiihrt 
werden. Gelingt es, diesen Beweis zu fiihren, so bedeutet dies fiir die Aus- 
sage, dab, wenn eine numerische und finit deutungsfihige Aussage aus ihr 
abgeleitet wird, diese tatsichlich jedesmal richtig ist. Der Beweis fiir die 
Widerspruchsfreiheit lehrt zugleich in jedem Falle eines zu einem falschen 
Resultat fiihrenden Beweises, die Stelle zu finden, wo der Fehler liegt. 

Es liegt auf der Hand, daB auch rein logische Probleme in den Be- 
reich der eben von mir skizzierten Beweistheorie fallen. Als Beispiel diene 
folgendes Problem. 


Problem IV. 


Die Behauptung der Vollstindigkeit des Axiomensystems der Zahlen- 
theorie 14Bt sich auch so aussprechen: Wird eine der Zahlentheorie an- 
gehérige, aber nicht beweisbare Formel zu den Axiomen der Zahlentheorie 
hinzugenommen, so kann aus dem erweiterten Axiomensystem ein Wider- 
spruch abgeleitet werden. 

Da wir es hier in der Beweistheorie stets mit formalisierten Beweisen 
zu tun haben, so ist in den ausgesprochenen Behauptungen iiber die Voll- 
stindigkeit der Zahlentheorie zugleich die Behauptung eingeschlossen, daB 
die formalisierten Regeln des logischen SchlieBens jedenfalls im Gebiete 
der Zahlentheorie ausreichend sind. 











D. Hilbert. 


Die Frage nach der Vollstandigkeit des Systems der logischen Regeln, 
in allgemeiner Form gestellt, bildet ein Problem der theoretischen Logik. 
Zu dieser allgemeineren Problemstellung gelangen wir von der Zahientheorie 
aus, wenn wir aus dem Bereich der betrachteten Formeln, und insbesondere 
auch der Axiome, alle diejenigen ausschalten, in denen das Zeichen ,+- 1“ 
vorkommt, dafiir aber das Auftreten von Pridikaten-Variablen zulassen. 
Dies bedeutet sachlich, daB wir von dem Ordnungscharakter des Systems 
der Zahlen absehen und dieses nur als irgendein System von Dingen 
behandeln, auf welches Pridikate mit einem oder mehreren Subjekten 
bezogen werden kénnen. Unter diesen Priidikaten wird nur die Gleichheit 
(Identitaét ) als bestimmte Beziehung durch die iiblichen Gleichheitsaxiome 


a a 
a = b-+(A(a)—+A(b)) 


festgelegt, waihrend die iibrigen Priidikate frei waihibar bleiben. 

In diesem Bereiche von Formeln sind diejenigen ausgezeichnet, die 
durch keine bestimmte Festlegung der wahlbaren Priidikate widerlegbar sind. 
Diese stellen die allgemein giiltigen logischen Sitze dar. 

Es entsteht nun die Frage, ob alle diese Formeln aus den Regeln 
des logischen SchlieBens unter Hinzunahme der genannten Gleichheitsaxiome 
beweisbar sind, mit anderen Worten, ob das System der iiblichen logischen 
Regeln vollstandig ist. 

Bisher haben wir durch Probieren die Oberzeugung gewonnen, daS 
diese Regeln ausreichen. Ein wirklicher Nachweis dafiir ist nur vorhanden 
im Bereich der reinen Aussagenlogik. Im Bereich der Logik der Pridikate 
mit einem Subjekt kann aus der Methode der Lésung des Entscheidungs- 
problems (Schrédersches Eliminationsproblem) ebenfalls ein Nachweis fiir 
die Vollstandigkeit der Regeln gewonnen werden, wie dies in Ankniipfung 
an die Ansitze von Schréder zuerst von Léwenheim und spiiter in ab- 
schlieBender Form von Behmann gezeigt worden ist. 

Mein heutiger Vortrag zeigt, wie viele Probleme noch der Lésung 
harren. Aber im allgemeinen prinzipiellen Sinne ist auch nicht mehr die 
leiseste Spur einer Unklarheit méglich: jede prinzipielle Frage laBt sich auf 
Grund der von mir skizzierten Beweistheorie in einer Weise beantworten, 
die mathematisch priizise und eindeutig ist. Die betreffenden Sitze lassen 
sich zum Teil schon jetzt mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse auf absolut 
sichere und rein mathematische Weise beweisen und sind daher dem Streite 
entzogen. worden. Wer mich widerlegen will, muB, wie es in der Mathe- 
matik bisher stets iiblich war und bleiben wird, mir genau die Stelle zeigen, 
wo der vermeintliche Fehler von mir liegt. Eine Einwendung, die das nicht 
tut, lehne ich a limine ab. 


Grundlegung der Mathematik. 9 


Ich glaube, daB meine Beweistheorie uns auch noch einen allgemeineren 
Dienst leistet. Denn wie wire es mit der Wahrheit unseres Wissens iiber- 
haupt und wie mit der Existenz und dem Fortschritt der Wissenschaft 
bestellt, wenn es nicht einmai in der Mathematik sichere Wahrheit gibe? 
Tatsichlich kommt heutzutage gar nicht selten selbst in Fachschriften 
und éffentlichen Vortrigen Zweifelsucht und Kleinmut gegeniiber der 
Wissenschaft zum Ausdruck; es ist dies eine gewisse Art Okkultismus, 
den ich fiir schidlich halte. Die Beweistheorie macht eine solche Ein- 
stellung unméglich und verschafft uns das Hochgefiihl der Oberzeugung, 
daB wenigstens dem mathematischen Verstande keine Schranken gezogen 
sind und da8 er sogar die Gesetze des eigenen Denkens selbst aufzuspiiren 
vermag. Cantor hat gesagt: das Wesen der Mathematik besteht in ihrer 
Freiheit, und ich méchte fiir die Zweifelsiichtigen und Kleinmiitigen hinzu- 
fiigen: in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus, wir kénnen vielmehr 
sinnvolle Fragen stets beantworten, und es bestatigt sich, was vielleicht schon 
Aristoteles vorausfihlte, daB unser Verstand keinerlei geheimnisvolle Kiinste 
treibt, vielmehr nur nach ganz bestimmten aufstellbaren Regeln verfahrt, 
— zugleich die Gewihr fiir die absolute Objektivitaét seines Urteilens. 


(Eingegangen am 25. 3. 1929.) 






























Unstarre geschlossene Flichen. 
Von 
Stefan Cohn- Vossen in Géttingen. 


der eben unbegrenzt kleine Werte enthilt. 


Polen des Parameternetzes noch reguliir sei (§ 2), fiihrt 


geometrie 1 (1921), Kap. V, § 77. 


schwinden nie auf einem ganzen Flachenstiick. 
*) Vgl. Liebmann, Miinchn. Berichte 1920. 


Eine Flache heiBe starr, wenn sie als Ganzes keine Infinitesimal- 
verbiegungen auBer infinitesimalen Bewegungen zuléBt; sonst unstarr. Die 
Eiflachen sind bekanntlich starr’). Aber auch unter den geschlossenen 
Flachen vom Geschlecht Null, deren GauSsche Kriimmung nicht iberall 
positiv ist, war bisher keine unstarre bekannt (von einem trivialen Fall 
abgesehen)*). Im folgenden sollen nun solche unstarren Flichen angegeben 
werden, und zwar Rotationsflichen. Es zeigt sich, daB eine Kugel unstarr 
wird, wenn man lings eines GroBkreises eine beliebig schmale und beliebig 
flache Rinne anbringt. Die Breite und Tiefe der Rinne sind aber nicht 
willkiirlich, sondern miissen einem gewissen Wertevorrat entnommen sein, 


Die Spezialisierung auf Rotationsflichen hat einen formalen Vorteil*): 
Fiir die Meridiane und Breitenkreise als Parameternetz reduziert sich das 
Starrheitsproblem durch Trennung der Verinderlichen auf gewdhnliche 
Differentialgleichungen, die den Verlauf der Verbiegung lings eines Meri- 
dians bestimmen (§ 1). Die Forderung, daB die Verbiegung auch in den 
ahnlich wie in 
der Theorie der Kugelfunktionen — auf ein Sturm-Liouvillesches Eigen- 
wertproblem, aber in einem anderen als dem iiblichen Sinn. Die fiir unser 
Problem brauchbaren Eigenwerte sind niamlich von vornherein auf einen 
festen abzahlbaren Vorrat beschrinkt; der Meridian unserer Rotationsfliche 
mu8 so gewahlt werden, daB das Sturm-Liouvillesche Problem mindestens 


*) Vgl. W. Blaschke, Math. Zeitschr. 9 (1921) und Vorlesungen iiber Differential- 
*) Jede Flache, die ein ebenes Stiick ¢ enthdlt, ist unstarr; Biegungsvektor ist 


jeder Vektor, der fiir die Flichenpunkte auBerhalb e verschwindet und fir die von e¢ 
senkrecht auf ¢ steht. Die im folgenden betrachteten Infinitesimalverbiegungen ver- 
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einen Eigenwert aus jenem Vorrat besitzt; dann und nur dann ist die 
Flache unstarr*). 

Eine einfache Abschitzung mittels Sturmscher Siatze zeigt nun, daB 
zwar eine konvexe Kurve als Meridian nicht brauchbar sein kann (im 
Einklang mit der allgemeinen Theorie), da8 man aber aus jeder konvexen 
Kurve durch Anbringen einer beliebig schwachen Ausbuchtung einen brauch- 
baren Meridian machen kann; je schwiicher die Ausbuchtung, desto héher 
der zugehérige Eigenwert (§ 3). 

In §§ 4, 5 werden unstarre Rotationsflichen von Toruscharakter auf- 
gestellt. Das Parameternetz hat in diesem Falle keine Singularitaét. Dafiir 
wird das Problem jetzt an den Breitenkreisen singular, wo der Torus eine 
zur Achse senkrechte Tangentialebene hat. Beim Uberschreiten solcher 
Stellen geht nimlich das Biegungsproblem vom elliptischen zum hyper- 
bolischen Charakter tiber, und es zeigt sich, daB, grob ausgedriickt, nur 
»die Hialfte* der im hyperbolischen Teil reguliren Integrale heil iiber die 
Grenze kommt. Auf den tibrigen parabolischen Breitenkreisen der Flache 
(Wendepunkte der Meridiankurven) tritt diese Erscheinung nicht auf (§ 4). 

Wir beschriinken uns auf solche Torusflichen, die eine Symmetrie- 
ebene senkrecht zur Achse und nur zwei zur Achse senkrechte Tangential- 
ebenen haben. Durch die Beriihrungspunkte mit diesen beiden Ebenen 
wird der Meridian in zwei Halbmeridiane zerlegt. Die Bestimmung einer 
Infinitesimalverbiegung, die auf einem solchen Halbmeridian bis in die 
Endpunkte hinein stetig ist, fiihrt wieder auf ein Sturm-Liouvillesches 
Problem der oben beschriebenen Art. 

Fiir beide von uns betrachteten Flichentypen ergibt sich (§§ 3, 5): 
Jede Fliche dieser Art ist Hiufungsfliche einer Folge stetig gekriimmter 
unstarrer Flichen®). Die Punkte und auch noch die Tangentialebenen der 
Folge konvergieren gleichmaBig, die Kriimmungen bleiben absolut beschrinkt. 

Eine unstarre Fliche braucht nicht verbiegbar zu sein. Das Problem 
der Verbiegungen hdherer Ordnung*) wird in § 6 erértert. Die unstarren 
Flichen der von uns betrachteten Art gestatten im allgemeinen auch eine 
Verbiegung zweiter Ordnung. 

In §7 werden zwei unstarre Flichen angegeben, die sich zu Modell- 
zwecken eignen. Eine von ihnen besitzt als Meridian einen Streckenzug, 
besteht also nur aus Kegeln und Kegelstiimpfen. Verbiegungen solcher 
geknickter Flichen sind meines Wissens noch nicht behandelt worden. 


*) Auch Liebmann, loc. cit. *), sté6t bei verwandten Fragen auf Eigenwert- 
probleme, aber im gewéhnlichen Sinn. Der Meridian ist vorgegeben. 

*) Bei Deutung der Meridiankurven als Punkte eines Funktionenraums: Die 
Punkte, die unstarren Flichen entsprechen, liegen tiberall dicht. 

*) Vgl. Liebmann, loc. cit. *) und Darboux, Théorie des surfaces 4, 8. 2 bis 5. 
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§ 1. 
Ansatz des Problems im Kleinen. 


r(u,v) sei der Ortsvektor der gesuchten unstarren Rotationsfliche, 
4(u,v) der zugehdrige Verschiebungsvektor (Bezeichnung wie bei Blaschke 
loc. cit. *)). 

Wir zerlegen y und 4 nicht nach einem festen Koordinatensystem in 
Komponenten, sondern nach einem beweglichen Dreikant, das dem Wesen 
der Rotationsflichen besser gerecht wird. 

e sei der Einheitsvektor parallel zur Drehachse, a =a(v) ein auf e 
senkrechter Einheitsvektor, der bei verinderlichem v einen Kreis mit e als 
Achse und v als Bogenlainge beschreibt, d. h. der mit e zusammen die 
Meridianebene der Flache aufspannt. Also a? = 1, ea =0, a(v+ 22)—alv). 


. ee i , , ”r > 
Dann gilt fiir a’ —: aa ea’=0,a°*=1l,a —a. e,a,a’ bilden 


unser Dreikant. Die Flaiche r(u, wv) erhalt dann die Gestalt: 
r(u,v ue+r(u)a(v), 


u == konst. sind also die Breitenkreise, v — konst. die Meridiane. Die Ge- 
stalt der Meridiane wird durch die Funktion r(u) bestimmt; u ist nimlich 
der Abstand eines Flichenpunkts von einer festen Ebene senkrecht zur 
Achse, r(u) ist der Abstand dieses Punkts von der Achse. Wir beschrinken 
uns auf stetig gekriimmte Meridiane; dann sind r’, r” stetig auBer in 


den Punkten, wo der Meridian eine zur Achse senkrechte Tangente hat 
0). Diese Punkte schlieBen wir vorliufig aus und beschrinken 


= 
r’(u) / 
uns auf eine Zone u,< u<u, der Fliche, wo r,r’,r” stetig sind. 

Der Verschiebungsvektor 4(u,v) habe nach e,a,a’ die Komponenten 
a(u,v); B(u,v); y(u,v); also g=ae+fa+ya’. a(u,v) wird be- 
kanntlich durch die Gleichungen bestimmt: 

a udu = 9 = Bude = 9, = Endy Theda = 9. 

Es ist 

r= e+r'a, tr, ra’, 

i =ae+Ba+ya’, 3g —ae+(f,—y)a+(P+y,)a’. 
Das System (1) geht also iiber in 

a +r'(u) Bp, =, 
(2) B+y, =, 
a+r'(u)(B,—r)+r(u)y =0. 
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Dies ist fiir «, 8, y ein lineares System, dessen Koeffizienten von v unab- 
hangig sind. «,B,y miissen von v periodisch mit der Periode 22 ab- 
hangen. Aus beiden Griinden setzen wir a, 8, y als Fourier-Reihen in v an: 


+ +7 +o 
> the > tke ‘ ~ ike f 
a(u,v)= Sep, (u); B(u,v)=— Sey, (u); y(u,v)— 3S e'**y,(u). 
ke -« k=-@ 


Py» Vx» %, Sind komplexwertige Funktionen von u, die, damit a, f, y reell 
werden, die Bedingung zu erfiillen haben: 


7,.=-F Vi»~=% ype (—-wC<k< +00). 

Zunichst fragen wir nach Fourier-Polynomen «a, f, y, die (2) lésen. 
Die linken Seiten von (2) werden Fourier-Polynome vom selben Grad wie 
«, B, y. Simtliche Koeffizienten miissen verschwinden. Dies gibt fiir 


x» Vy» %, Gas nur noch von u und dem ganzzahligen Parameter k ab- 
hangende System: 


&) pz(u) + 9’ (u)pe(u) = 0, 
(3 b) tkyz,(u) 4 y, (u 0, 
c) tky,(u)+r'(u)(tky,(u)—yz,(u)) + r(u)zi(u) = 0. 


Wir differenzieren c), eliminieren g,, y, aus a), b) und erhalten dadurch: 





4 rz, 4 k*—1)9r"7 =—0. 











Jedes nicht identisch verschwindende Integral 7{“ von (4) fiir k > 0 liefert 


mittels (3) b), c) einen reellen nicht identisch verschwindenden Verschie- 
bungsvektor *) 


g(u,v)— 4 (u,o 

ike ke 

e Pp, (u)e+y,(u)a+z,(ua’) + &'"" (Ge + Oa + J, 0°). 
Wegen der Linearitét des Problems ist jede Summe a,4, +a, §, +... + @, 3, 


mit konstanten a,,...,@, wieder ein Verschiebungsvektor. 
Zunichst berechnen wir 4,. Aus (3) a) b) folgt fiir k= 0: yw, = 0; 
Go = Co = konst.; also nach (3) c): 


T¥6—T'%o=9; ro = Or (C, = konst.), 
ko = C,¢ + Cara’. 
4, bedeutet ersichtlich eine infinitesimale Schraubung von beliebiger Gang- 
héhe - um die Flichenachse (bzw. im Grenzfall C, = 0 eine Translation 


0 


lings der Achse). 


") Die oben aufgestellte Realitatsforderung y_, = %, usw. wird hier benutzt. 


Sie erfillt sich von selbst, denn (3) geht in sich tiber, wenn man @ usw. durch 
@ usw. und k durch —& ersetzt. 
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Im Falle k= 1 erhalten wir ebenfalls eine infinitesimale Bewegung. 
§, durchlauft nimlich, wie der Leser leicht bestitigen kann, ein Stiick 
einer durch e gehenden Ebene; das bedeutet eine Schraubung bzw. Trans- 
lation senkrecht zu dieser Ebene"). Daraus folgt umgekehrt, daB sich jede 
infinitesimale Bewegung als Linearform a,%, + a, 4, schreiben laBt. Da 4, 
und 4, fiir 1+ & linear unabhangig sind, kann 4, fiir & > 2 keine infini- 
tesimale Bewegung bedeuten. 

Jedes nicht identisch verschwindende Integral von (4) fiir irgendein 
ganzzahliges k>2 liefert eine nichttriviale Infinitesimalverbiegung der 
betrachteten Zone unserer Flache. 


§ 2. 
Die Pole der Rotationsfliche. 


Wir betrachten einen ,Pol“ der Rotationsfliche, d. h. einen ihrer 
Schnittpunkte mit der Achse. Die Flache ist dort dann und nur dann 
stetig gekriimmt, wenn der Meridian dort auf der Achse senkrecht steht 
und stetig gekriimmt ist. Wir transformieren (3), (4) auf r als unab- 
hangige Verinderliche, wobei wir ¢, (1) usw. statt m,[u(r)] usw. schreiben 
Dann geht (3) iiber in 


a) u(r)@,(r)+y,(r)=0 
5 b) tky,(r +y,(r)=0 
c) tku(r)p,(r)+tky,(r)—x,(r)+r7z,(r) = 0 


und aus (4) wird nach einfacher Zwischenrechnung 
. ° . ° - 2 . 
6 ru(r)zy,(r)—ru(r)zy,(r)—(k —lul(r)yir) =. 


Wir brauchen ein fiir |r| < r, reguiires Lésungssystem von (5). Dabei 
miissen wir u(0) = (© voraussetzen, weil der Meridian die Achse senkrecht 
trifft. u(r) und u(r) seien fir {r|<r, stetig. Wir setzen auBerdem 
u(r) +0 fiir |r| <r, voraus, beschrinken uns also auf Rotationsflichen, 
die in der Umgebung eines Pols keine parabolischen Punkte haben. 

Setzen wir 7,(r) =r +r%*' P(r), wo P(r) fiir |r| <r, zweimal 
stetig differenzierbar sein soll, so liefert (6) nach der Fuchsschen Theorie *) 
wegen u(0) +0 die Gleichung 


0,40, l - 0. k? JQ, 


also 


o,=1+k. 


*) Vel. Darboux, Théorie des surfaces 4, S. 9. 
*) Vel. Hoheisel, Gewéhnliche Differentialgleichungen (Samml. Géschen), 8. 101 ff. 
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Jedes in |r|< 1, regulare Grundintegral 7,(r) von (6) verschwindet 
demnach in r= 0 von der Ordnung k-+1. Die zugehérigen y,, y, ver- 
schwinden dort nach (5) b) bzw. (5) c) von der Ordnung k +1 bzw. k. 
Der zugehérige Vektor 4,(r,v) hat demnach wegen k>2 die Gestalt 
j= 7"? 9(r,v), wo der Vektor y fiir |r| <r, zweimal stetig differenzierbar 
nach r,v ist. Ersetzen wir also die Parameter r,v durch die Parameter 
xz=rcosv, y=rsinv, deren Netz fiir |r| <r, keine Singularitét mehr 
hat, so ist 4, nicht nur nach r,v, sondern auch nach z, y zweimal stetig 
differenzierbar. 


Das**) in r=0 reguldre Grundintegral von (6) liefert fiir k>2 
eine in der Umgebung des Pols zweimal stetig differenzierbare Infinite- 
simalverbiegung unserer Flache. 


§ 3. 
Aufstellung und Lésung des Sturm-Liouvilleschen Problems, das die 
unstarren Flachen liefert. 


Wir gehen auf (3), (4) mit w als unabhangigen Verinderlichen zuriick 
und wollen dies System lings eines ganzen Meridians integrieren. Seien 
die Pole der gesuchten Flache etwa u=— +1, dann setzen wir von der 


Funktion r(u) voraus, daB sie die Gestalt hat 

(7) r(\u) y1 u*l(u), 

wo l(u) eine im abgeschlossenen Intervall —1< u< +1 positive, zwei- 
mal stetig differenzierbare Funktion ist; wir beschrinken uns damit auf 


Flachen, deren Tangentialebene auBer in den Polen nirgends auf der Achse 
senkrecht steht. 

Aus §§ 1, 2 folgt: 

Unsere Flache ist unstarr, wenn (4) fiir irgendein ganzzahliges k > 2 
ein im ganzen Intervall —1<u< +1 regulires nicht identisch ver- 
schwindendes Integral besitzt. 


Bei gegebener Funktion r(u) der Form (7) und verfiigbarem nicht 
notwendig ganzzahligem k ist die Auffindung eines solchen Integrals von 
(4) und zugehdriger Eigenwerte k* —1 ein Sturm-Liouvillesches Problem. 
Wir haben umgekehrt die Aufgabe, r(u) so zu bestimmen, daf das Sturm- 
Liouvillesche Problem einen Eigenwert k*—1 mit ganzzahligem k > 2 
besttzt. 


%) Jedes Grundintegral in einem singuléren Punkt ist an sich nur bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt. Wir meinen hier und im folgenden dasjenige Grund- 
integral, in dem die niedrigste Potenz der unabhingigen Verinderlichen den Koeffi- 
zienten +1 hat. 
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Sei r(u) irgendeine Funktion der Form (7), y,(u) hier und im R 
folgenden das in w=-++1 regulire Grundintegral von (4). Dann geht 4 
z,(u) fiir «—-—1 im aligemeinen ins Unendliche. Wir zeigen nun: Durch ( 
eine beliebig schwache bis zur 2. Ableitung stetige Abdnderung von r(u) 
in einem beliebig kleinen abgeschlossenen Teilintervall von (—1, +1) 
kann man erreichen, daB gleichzeitig x,(u) (bet passend gewahltem, festem 
ganzzahligen k > 2) in eine bei —1 reguldre Funktion iibergeht. Die zu 
r(u) gehérige Flache wird also durch die Abdnderung unstarr gemacht. ( 

Das Abanderungsverfahren verliuft am einfachsten bei konvexen 
Flichen (vgl. Fig. 1). Wir setzen also vorlaufig voraus: r”<0 fir 
—l<u<-+l1. Dann gilt nach (4): 


(8) EO) So fir y,(u)+0 (—1<u<+1). 
Hieraus folgt, daB y,(u) kein positives Maximum und kein negatives 
" Minimum in (—1, +1) hat. 


Also kann y,(u) in w= —1 
nicht verschwinden, also muB 
es dort unendlich werden"). 
(Das bestatigt den Satz von 
der Starrheit der Eiflachen 
« fiir unseren Sonderfall.) Sei 
nun @ irgendeine Zahl im 
Interval —1l<a<+1. 
6,e seien beliebig klein vor- 
gegebere positive Zahlen, insbesondere sei 6 so klein, daB 








+7 





Fig. 1. 


—l<a-—d<a+6é6<+4+lL 
r,(u) sei eine Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt: 
1. r5(u) —r(u) ist zweimal stetig differenzierbar in (-- 1, +1). 
2. r,(u) — r(u)=0 auBer in (2 —4, a+). 
8. Max |ry(u)—r(u)|<e, Max |r§(w) —r'(u)| <e. 





rs "(a) 
4, ~ fn +1. 


Offenbar ist eine solche Funktion r,(u) konstruierbar. Zu ihr bestimmen 
wir ein 7, 0<4< 4, so daB 


Ti) 24 fiir a—n<usaty. 


(vu) = 





1) Denn das zweite Grundintegral in re 0 gehért zu dem negativen Exponenten 
o=1—k. 
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Sei y,9(u) das fir a+ 6<Ou< +1 mit 7, (w) iibereinstimmende Integral 
der Gleichung 


(4,) roxko+(k*—1) ro x0 =9, 


die aus (4) entsteht, indem man r durch r, ersetzt. 
Dann ist in (a — y,a+ 9): 





Xk o(%) k*-1 . 
(9) te) <-—— (fiir m,5+ 0). 


Die Funktion y(u) = sin / xe befriedigt die Gleichung 
y” 7 E*~— 1 
ae 
Nach einem bekannten Sturmschen Satz *) ist der Abstand zweier konsekutiver 
Nullstellen von y,.(u) in (a— 7, a+) wegen (9) nicht gréBer als bei 
2 2 
der Funktion sin) wu. Ist also k so groB gewdahlt, daB et > =. 
8o hat x, .(u) mindestens eine Nullstelle in (a—n,a-+71). k sei so ge- 
wahlt und im folgenden fest. 
Nunmehr betrachten wir die Funktion r (u; t) =r, (u) + t[r(u) — 1, (u)]; 
wir machen also die Abanderung 
von r(u) allmahlich wieder riick- | (us) 
gingig. z(u;t) sei dasjenige %¥ 
Integral der Gleichung 
(4,) (ws t)x"(ust) 
+ (k* —1)r” (u;t) 7(u;t)=0 \ 














( ores) = 7’ gesetzt ), das fiir RS é | ka 
a+d<uc +1 mit y, (u) tiber- 7S“, eu 
einstimmt, also z(u;1) = z,(u) if bit}t<o 

wegen r(u;1)—r(u). Dann fzlujt}t<O 


hangt 7 (u; t) fira+d>u>—1 / 
analytisch von ¢ ab. Fiir hin- : Fig. 2. 
reichend kleine ¢ hat y(u; t) 
mindestens eine Nullstelle in (a — ,a-+ 7). 
eine stetige Funktion b(t), so daB (vgl. Fig. 2): 
1. —1< d(t)<a+d. 
2. xy(u;t)=0 fir u=—Dd(t). 
3. y(u;t)>0 fiir b(t)<u<a-+d. 
# sei die obere Grenze aller solcher Zahlen t (tr > 0), daB 6(t) fiir alle ¢ 


im Intervall 0 <t<r existiert. 
Mathematische Annalen. 102. 2 


Also gibt es fiir kleine ¢ 
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Dann ist ®< +1. Denn sonst hatte 7(u;1) =z, (wu) eine Nullstelle 
b(1), —1<b(1)< a+. Das ist wegen (8) nicht der Fall. 


Es ist lim b(t)—=—1. Denn sonst wire lim supb(t)—b>—1 und 
t>#8-0 t+>vd-0 


b<a+6. Dann hatte 7(u;?) eine Nullstelle in beliebiger Nahe von b 
fiir t> @ und geniigend kleines t— #.**) b(t) ware also fir O<t<r 
mit +> # definiert, im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von #. 

r(u;@) ist die gesuchte Meridianfunktion, das Integral x(u; #) von 
(4,) tst fiir w= —1 regular. 

r(u,v)=—ue+r(u; #)a ist eine unstarre Rotations{fliche. 

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daB y(u;@) fir —l<u<a-4-d 
gleichmapig in u beschrankt ist™). Sei (fir 0<t< @) M(t) das Maxi- 
mum von z(u;¢) fiir festes ¢ und fiir b(t) < u<a+4. Dann bleibt 
M(t) fiir t+ @ beschrankt. x(u;t) kann namlich dieses Maximum M(t) 
nur in (a— 6,a-+ 4) annehmen, weil auBerhalb dieses Intervalls iiberall 
(8) gilt und 7(b(t);¢) verschwindet. Also ist in der Tat 


O< M(t)= Max jz(u;t)< Max y7(u;t)—WM. 


b@sSusat+s a—dfSusa+s 
OSt<#) 0St3S1 
Nun ist aber lim b(t) = —1. Fiir jeden Punkt c, —-1<e<a-+6 gibt 


t+>6-0 
es also ein o > 0, so daB fir —o<t< #: 


—1<b(t)<c, also 0<yz(e;t)< M. 
Folglich ist auch z‘c;#)= lim z(c;t)< M, dh. 


t+0d-0 
O0<z(u;8)<M fir —1l<uca+d. Q.e. d. 


Wir lassen jetzt die Voraussetzung r” < 0 fallen. Dann ist es nicht mehr 
méglich, analog dem Friiheren den Punkt u = a so zu wihlen, daB 7, (u) +0 
fir —1<u<a und fiir alle k. Wir bestimmen diesmal a< +1 s0, 
daB r”< 0 fir —1<u<a. DaB das geht, folgt aus (7). Jetzt gilt (8) 
in —l1<uc<a, y,(u) hat daher in diesem Intervall kein absolutes 
Extremum, also héchstens eine Nullstelle. Wir definieren 5,¢, r,(u), n, 
%..o(%) wie im friiheren. 6 soll tiberdies so klein sein, daB r”< 0 in 
a< u<a-+ 6. Diesmal wahlen wir k so groB, daB yz, ,(u) mindestens 
zwei Nullstellen in (a—7,a-+ 7%) hat. r(u;t) und y(u;t) seien wie 
oben erklirt. Wir wahlen d so, daB a +6<a-+d<1, x(u;t)=7,(u) +0 
fir u=a+d, r’(u)<0 fir a+édfucga+d. Dann gibt es 








**) Bei dieser SchluBweise wird der Satz benutzt, daB ein nicht identisch ver- 
schwindendes Integral einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in einem reguliren Punkt keine mehrfachen Nullstellen hat. 





fii 


v 
r 
‘ 
s 
f 
] 
) 
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fiir kleine ¢ zwei stetige Funktionen 6(t) und B(t) mit den Eigen- 
schaften: 

1. —1<b(t)< B(t)<a+d. 

2. x(u;t)=0 fir w= b(t) und fir w= B(t). 

3. x(u;t)+0 fir b(t) <u< B(t). 

# sei die obere Grenze aller solcher +, daB b(#) und B(t) fir 
0 <t<r definiert sind. Dann ist <1. Denn sonst hatte 7(u; 1) = 7, (u) 
zwei Nullstellen in (—1, a-+-d); das geht nicht, weil y, (u) fir —l<u<a+d 
kein absolutes Extremum hat. Hs ist B(t)>a— 6, weil (8) fiir 7(u; t) 
in —l<u<a—6é gilt, also y(u;t) nicht zwei Nullstellen b(t), B(t) in 


diesem Intervall hat. Hs ist lim b(t)——1. Denn wire lim sup b(t) =b>—1, 
t+>d-0 t+d-0 


so kénnten jedenfalls b(t) und B(t) fiir t—-#—0 nicht zusammenriicken, 
weil y(u;#) keine doppelte Nullstelle in b hat**). B(t) kénnte auch 
nicht nach a-+-d riicken, denn es war z7(a + d;t)=y7,(a@+d) +0 voraus- 
gesetzt. Daher waren b(t) und B(t) tiber t= hinaus definierbar, ent- 
gegen der Definition von #. r(u;) ist die gesuchte Funktion. Die 
gleichmaBige Beschranktheit von z7(u;@) folgt wie oben. Erstens sind die 
Funktionen 7(u;t) fiir b(t)< u< B(t} gleichmaBig in ¢ beschrinkt, weil 
sie ihr Extrem nur in (a—6,a-+ 6) annehmen kénnen; zweitens liegt 
jede Zahl ¢c (—~1<c<a—6) fir t+ #—0 zwischen b(t) und B(t), 
weil lim 5(8) =—l1, und B(t)>a—6d. 
§ 4. 
Parabolische Breitenkreise mit fester Stiitzebene. 


Die parabolischen Breitenkreise einer Rotationsfliche zerfallen in drei 
Klassen. Erstens kann die Normalkriimmung in der Meridianrichwung ver- 
schwinden und in der Breitenkreisrichtung nicht; r”(w) = 0; a5 +0 
in der Bezeichnung von §1. Zweitens kann die Normalkriimmung des 
Meridians von Null verschieden sein und die des Breitenkreises ver- 
schwinden; u(r)+0, u(r) =90, r+0 gemaB § 2. Drittens kénnen beide 
Hauptkriimmungen zugleich verschwinden (u(r) =«u(r)=0). Der erste 
Fall spielt fiir die Integration von (4) keine Sonderrolle, denn r”(u) ist 
nicht Koeffizient der héchsten Ableitung von z,. Im zweiten Fall da- 
gegen, in dem wir (6) statt (4) zur Bestimmung von 7, brauchen, hat 
(6) eine Singularitét, denn u(r) ist Koeffizient von 7,. Der dritte Fall 
stellt eine noch héhere Singularitét von (6) dar und soll unerértert bleiben. 
Der zweite Fall trifft auf jeder torusférmigen Rotationsfliche mindestens 
fiir zwei Breitenkreise ein; namlich fiir den héchsten und tiefsten, wenn 
die Achse vertikal steht. 

9* 
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Die Flache hat lings eines solchen Breitenkreises eine und dieselbe I 
Tangentialebene, die fiir die Umgebung des Kreises Stiitzebene ist. | 
Sei r=1 ein solcher Kreis; u(1)=—0, u(1)+0. Wir wenden wie ' 

in § 2 die Fuchssche Theorie*) auf (6) im Punkte r=1 an und setzen 
z,(r) =(r—1)"*+ (r—1)***P(r —1). Dabei sei P(x) eine fiir absolut 
kleines x zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wegen u(1) +0 erhilt ' 
man aus (6) fiir o, die Gleichung 
o,(6,—1)—o,=0; a= {0 


Beide Grundintegrale des Punktes r=1 sind also in dessen Umgebung 
beschriinkt. Das zu o,=0 gehdrige scheidet fiir unseren Zweck aus. Denn 
es wirde in r=1 nicht verschwinden; also wire nach (5) b) auch y, +0, 
dagegen nach (5)a)b) yw, =z, = 0. Das ist mit (5)b)c) nicht vertriglich. 

Brauchbar in r =1 ist also nur das Integral*®), das dort wie (r — 1)" 
verschwindet. Es liefert in der Tat mittels (5) b)c) eine in r =1 regu- 
lare Infinitesimalverbiegung der Flache. 

Hier sei eine Abschweifung gestattet. Fragen wir einmal nicht nach 
einer speziellen Verbiegung im Grofen, sondern nach der allgemeinsten im 
Kleinen (Cauchy-Problem). 4 und 4, seien auf einem Breitenkreisbogen 
u=Cc; v,< v<v, so vorgegeben, daB (1) dort erfiillt ist. (1) soll tiber 
ein Gebiet |u—c!<c,, v4, vv, integriert werden, das keinen Pol 
und keinen parabolischen Kreis zweiter Art enthalten mége. Nehmen wir 
an, 4 und 4, sind als Fourier-Polynome n-ten Grades auf u =e vorgegeben. 
Dann kommt die Aufgabe darauf hinaus, (4) bzw. (6) fiir k= 0,1,2,...,n 
mit vorgegebenen 7,(¢), 7,(c) im Intervall |u—c|<c, zu integrieren. 
Man erhailt dann einen Biegungsvektor ( vgl. § 1) 


4= Ao T js 7 see “7 An’ 


Fiir n —+ co wird die Entwicklung 4 = 4, + 4, 4 %,, +... im all- 


gemeinen iiberall auBer in u=c divergent, falls das Problem an der be- 
trachteten Stelle elliptischen Charakter hat -. <0). Sie konvergiert aber 


fiir |u—c|<c¢,, wenn die Komponenten von 4, 4, cnalytische Funktionen 
von v mit der Periode 22 sind. Man zeigt mittels Sturmscher Sitze, 


: f 4 r” . 
da8 c, nur von den vorgegebenen Funktionen und von lim inf ~ abhingt”’). 
‘ " a ; ; "| VFF-iw ; 

*) Die y,(u) haben fir =<? die GréBenordnung a,e¢' ” , Wie man 
aus (4) entnimmt. Dabei sind die a, durch die Vorgaben in u=c bestimmt. Kon- 
vergenz wird also dann und nur dann eintreten, wenn die |a,| wie 6* (0 <@<1) 
abnehmen. Das ist aber gerade die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, 


*: 
daB Sa,e'** eine analytische Funktion von v ist. 
= 
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- 


Insbesondere endet die Konvergenz im allgemeinen nicht auf parabolischen 
Kreisen erster Art; man kann das Cauchy-Problem mit analytischen Vor- 
gaben vom elliptischen ins hyperbolische Gebiet hineinintegrieren. 

Enthalt aber das gewiinschte Integrationsgebiet einen parabolischen 
Kreis zweiter Art, so ist das Cauchy-Problem nicht mehr allgemein lésbar, 
auch wenn man sich mit Fourier-Polynomen als Vorgaben begniigt. 
Zwischen den Vorgaben 4, 3, mu8 eine Relation bestehen, damit das zu- 
gehérige Integral von (6) zu den im parabolischen Kreis reguliren gehért. 
Fiir n—+co bleibt diese Einschrinkung a fortiori bestehen. Die Kon- 
vergenzfrage liegt wie im ersten Fall. 

Fiir die lineare homogene partielle Differentialgleichung der Infinitesimal- 
verbiegung volizieht sich also in unserem (separierbaren) Falle der Cbergang 
vom elliptischen ins hyperbolische Gebiet in verschiedener Weise, je nachdem 
die parabolische Kurve vom ersten oder vom zweiten Typ ist. Dieses ver- 
schiedene Verhalten diirfte kaum an der Rotationssymmetrie unseres Pro- 
blems liegen. Ich kenne aber keine analoge Unterscheidung in allgemeineren 
Fallen. 


”. 


LI 


Unstarre Torusflichen. 


Wir beschrinken uns auf solche Torusflichen, die nur zwei zur Achse 
senkrechte Tangentialebenen haben; diese beriihren den Torus lings zweier 
parabolischer Kreise zweiter Art. AuBerdem mége der Torus eine Sym- 
metrieebene senkyecht zur Achse haben. Diese sei u = 0, die parabolischen 


Kreise seien u=+1, r=a (a>). Dann hat der Meridian die Gestalt 


fr=r(u V1 — u*l(u) +a, 
10 
lr—r*(u y¥l—u®l*(u) +a. 
Dabei seien I{u), 1*(u) fir —1 <u <-+-1 zweimal stetig differenzierbar. 
Ferner sei r(u)>0O, r*(u)>O fir Isus+l, l u)=I(u), 


aad u I*(u), (1) =1°(1)>0. 

Jede solche Flache kann durch eine beliebig kleine, die Symmetrie 
erhaltende Anderung unstarr gemacht werden. 

Seien nimlich y,(u), z¥(u) die zu r(u) bzw. r*(u) gehdrigen, in 
u-=-+-1 reguliren Grundintegrale von (4). Danr soll die Abdnderung 
von r(u) und von r*(u) im Intervall +1 >u20 so erfolgen, daB in 
diesem Intervall je eine Nullstelle von y,(u) und von z¥(u) in den 
Punkt u=0 riicken. Im Intervall 0 >u>—1 werde die zur ersten 
spiegelbildliche Anderung des Meridians vorgenommen. Dann _folgt 


%,(—u)=——4,(4), 42(—u) = —z2(u); also werden insbesondere 7,(u), 
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zi (u) regulir in u=—1. Damit ist unsere Aufgabe gelést. Die Kon- 
struktion des Biegungsvektors erfolgt gemaiS (3) wie in § 3. 

Das Anderungsverfahren ist analog dem von § 3, modifiziert durch 
unsere Symmetrieannahme; als Abinderungszone wihlen wir gerade die 
Umgebung von u=0. Wir betrachten zunichst den Halbmeridian 
r=r(u). Wegen r(—u)=r(u) ist r'(0)=—0. Zur Abkiirzung setzen 
wir r(0)=— 5b, — =c. Nun sei ¢, 0<e<1, beliebig vorgegeben. 


Dann sei 6 so bestimmt, daB 0 < 6 < it Ns und da8 fir 0<u< 3: 

e P s jr” (u) . ° : 
Ir(u)—bl Sos, [r’(u)is 3’ |r) | ~ et 1. Nun bestimmen wir r,(u) 
so, daB 


1. r,(u)—r(u) zweimal stetig differenzierbar fiir 0 << u <1. 


2. ro(u)—r(u)=0 fir dSucl. 


‘ ! & ' " 2e 
3. Max|r(u)—b|S5, Max|r(u)|/Soz 
oSusé 4 oSuss ‘ 
(also Max|r,(u)—r(u)|<e, Max [ri(u)—r’(u)| <e). 
osusé Osuss ag 


4. r.(u)=—b+ 2(ce4+1)(6+1)u?* fir O0<us?. 


4. ist mit 3. vertriglich. Denn es ist fir 0<u< = nach 4.: 


Max |r;| = 2(b+-1)(e4 1ljd<< 


> 
~ 


also nach dem Mittelwertsatz Max |r, —}|< 


i<3's Im Intervall 


A 
a) 


oSust 
é , . . 
3 u<é4 kann man ¢,(u) offenbar so erkliren, da8 auch dort 1, 2., 3. 
gelten. 
Ferner gilt 


j ri’ (u) rr” (u 
(11) Min * >4 Max apie 
osust’?\”’ osuss "(*) 


In der Tat ist nach unseren Festsetzungen M= Max oe) <6 + 1, 
osusa "\*) 
i 4(b+ +1 : ar 
m = Min ra'(™) => £(0+1) (6+1) also m>4M. Setzen wir} )m— ~M=o, 
: b+e 2 


Nun sei 7, 9(u) wie in §3 erklart als das Integral von (4,) § 3, das 
fir 6S u<il mit 7,(u) tibereinstimmt. Wie in § 3 schlieBt man: 


X,.o(4) hat im Intervall O< u ne! mindestens n= :- ¥m(k* —1) 
Nullstellen. Dagegen hat z,(u) in dém groBeren Intervall 0 cusd 
hichstens N—1+4 * /M(k*—1) Nullstellen. Es ist n—N—<o /#—1-1. 
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Ist k groB genug, so ist n—N21; dann hat z,,(u) im Intervall 
0 <u< 56 mindestens eine Nullstelle mehr als 7,(u). & sei so groB ge- 
wahit und im folgenden fest. Wie in § 3 definieren wir nun r(u;¢) und 
z(u;t): r(u;t)—r,(u)+ t[r(u)—r,(u)], z(u;t) das Integral von (4,) 
§ 3, das fir 6< u<1 mit 7,(u) tibereinstimmt. 

Dann gibt es ein 0, OS OS 1, sodaf 7(0;0)—0. Ware namlich 
zy(u;t) +0 fiir alle ¢ im Intervall 0<t<1, so kénnte die Anzahl n, 
der Nullstellen von z(u;t) im Intervall 0S u<6 sich fir O<St<1 
nicht andern. Denn diese wandern stetig mit ¢, mehrere fallen nie zu- 
sammen''), und 7(d;¢) ist konstant gleich y,(6). Andererseits ist 
y(u;O0)—y, o(u), z(u;1)—y,(u), alson,>n, ny =—N, also n,—n,>1. 
Das ist ein Widerspruch, der die Existenz unseres 0 beweist. 

Erkliren wir r(u;0) fir O02>u>-—1 durch die Gleichung 
r u;? r(u;@), so ist nach dem vorher Bemerkten die Kurve 
r=r(u;%) der auBere Halbmeridian einer unstarren Torusfliche. 

Den inneren Halbmeridian erzeugt man aus r*(u) auf genau die- 
selbe Art. - 

Wenn man die Symmetrievoraussetzung fallen l4Bt, macht es zwar 
keine Schwierigkeit, beide Halbmeridiane so zu deformieren, daB sowohl 
z,(u) als auch ap(u) im u +1 regular werden. Aber der Zusammen- 
schlu8 beider Funktionen in u = +1 geniigt unseren Forderungen im all- 
gemeinen nicht. Wir verlangen (Bezeichnung wie in § 2): 7,(a) = z}(a) 
fiir «= +1 und fiir u -1. 

Wenn man 7,(u) gegebenenfalls durch konst. 7,(u) ersetzt, kann man 
fiir «= +1 sicher jene Gleichung erzwingen; dann gilt sie aber im all- 
gemeinen fiir u 1 nicht, wihrend bei unserem symmetrischen Ansatz 
die eine Hilfte die andere nach sich zieht. Der allgemeine Fall laBt sich 
vermutlich dadurch erledigen, daB man das Intervall, in dem man den 
einen Halbmeridian abindert, zunichst verschiebbar in (—1,-+-1) an- 
nimmt, um es dann an eine passende Stelle zu riicken. 


§ 6. 
Verbiegungen héherer Ordnung. 
Das Problem der Infinitesimalverbiegung 4(u,w) einer Flache r(u, v) 
ordnet sich bekanntlich*) dem folgenden allgemeineren Problem unter. Die 
Vektoren 3, 4®,...,4 sind so zu bestimmen, daB das Linienelement 


n . 
der Flichen r(u,v;t)=r(u,v) + St'g'?(u, v) (das jedenfalls ein Poly- 
i=l 
2 


nom 2n-ten Grades in ¢ ist) keine Glieder mit ?¢, ¢°,..., ¢" enthilt. 
4(u,v) heiBt Biegungsvektor /-ter Ordnung von r(u,wv); der von uns 
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bisher betrachtete Vektor 4(u,v) bestimmt also die ,Verbiegung erster 
Ordnung“; 3 = 4". Die 3 bestimmen sich aus 4") durch die Rekursions- 


formeln 
n~l 

2drd3” = — 243005" dD. 

d. h. 
n—1 n—1 
273" . — > ai! hg I 27,3” ai an av a> ). 

12 I=1 l=1 
- n-1 

Ey ae” + Ea = — 28 a 


Gelingt es, diese Differentialgleichungen fiir alle mn zu integrieren, und 


= 
konvergiert i", fiir kleine t +0, so ist 


n=l 
- = n n 
r(u,v;t)=—r(u,v) + Sea” (u,v) 
n=1 
eine in ¢ analytische Schar isometrischer Flichen mit r(u,v; 0) =r(u, v); 


r(u,v) laBt eine stetige Verbiegung zu. 

Kann man nach unserer Methode unstarre Rotationsflachen herstellen, 
die Verbiegungen hdherer Ordnungen besitzen, oder die gar analytisch 
verbiegbar sind? 

Die Rotationsflache r(u,v) vom Geschlecht der Kugel sei unstarr 
und ihr Biegungsvektor erster Ordnung sei nach § 1 


gj (u,v) = 3(u,v)—ae+ Ba+ ya’. 


Setzen wir an: 
‘2 ( { . { , 
, ) — g' + pa 4 ya 
so folgt aus (12): 


(2) * »() l r.2 2 24 
“ r B, g i%, ro, ty): 
(2) (2) 1; 3s 2) 
- B 7 ) L@, B, 7 , 
2) ’ 2) (2) (2) l 1 
e, re (B. A }~T "Te = 5 l@,«, + B, B,—y)}. 


Die linken Seiten sind in «™, ~™, y so gcbaut wie die von (2) in 


a, 8, y. Rechts stehen quadratische Ausdriicke in a, 8, y. Daraus folgt: 
Sind «, 8, y Fourier-Polynome in v vom Grade m, so sind die a, p'”’, »'” 
Fourier-Polynome in v vom Grade 2m. Nehmen wir an, (4) sei nur fiir 
k=m(=>2) regular auf der ganzen Fliche lésbar, fir k+m, k>2 
nicht. Dann haben «,f,y die Form 


3) 


a=, (uje'™’-+G (uje"*" usw. 








« 
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«®, Bp,» miissen also die Form haben: 
a am GE POM? + OM -+- FR e- Oe? =| usw. 
Entsprechend fiir den zugehérigen Biegungsvektor dritter Ordnung 
— - ae ia Ba i ya’. 


«®, py» miissen die Gestalt haben: 


ac) <= pi (uw) etme + pO (wu) etme + G2 (u) ee + GFE (ule me" usw. 


Das Problem der Verbiegung zweiter Ordnung wird analog §1 Aquivalent 
mit der Integration der Differentialgleichung 


13 =< + (k*—1) ry R} u), 


und zwar fir /—=2, k=O und k=2m. Rp’ (u) ist ein langerer Aus- 
druck in ,,Y,, %»> %,» %,- Die genauere Betrachtung lehrt mittels der 
Fuchsschen Theorie, da8 (13) fiir jedes k>2, k +m sowie fiir k= 0 
ein und nur ein tiberall regulires Integral besitzt"*). Jede Rotationsflache 
vom Geschlecht der Kugel, die eine Verbiegung erster Ordnung gestattet, 
aber keine zwei linear unabhdangigen, gestattet auch eine Verbiegung zweiter 
Ordnung. 


Verbiegung dritter Ordnung ist dquivalent mit Integration von (13) 
fir /=3, k=m und k= 3m. Die rechten Seiten sind jetzt bilinear in 
9,.v.%, P ,y,7” und deren Ableitungen. Fiir k= 3m macht die 
Integration keine Schwierigkeit, wohl aber fiir k =m. Denn nach unserer 
Annahme hat das homogene Problem (4) fiir k = m eine Lésung, also das 
inhomogene (13) nur, wenn die rechte Seite eine Integralbedingung erfiillt. 
Ich weiB nicht, was diese Integralbedingung fiir den Meridian bedeutet, 
ob sie z. B. identisch erfiillt oder vielleicht unerfiillbar ict. 

Falls es eine Verbiegung dritter Ordnung gibt, so auch eine vierter. 
Denn diese erfordert die Integration von (13) nur fiir k=0, 2m, 4m, 
nicht fir k=m. Ebenso erfordert allgemein das Verbiegungsproblem 
(2n +-1)-ter Ordnung eine Integralbedingung, dasjenige 2n-ter nicht. 

Andere Erscheinungen treten auf, wenn (4) fiir mehrere & lésbar ist, 
wenn also die Flache mehrere linear unabhingige Verbiegungen erster Art 
zulaBt. Besonders wire der Fall zu untersuchen, daB (4) fiir alle k lésbar 
ist, daB also die Fliche als Ganzes eine ebenso groBe Mannigfaltigkeit 
von Infinites.malverbiegungen gestattet wie eine beliebig kleine Umgebung 
eines ihrer Pole. 


) Man muB dabei beriicksichtigen, da8 Ri (u) in den Polen r= 0 hinreichend 
stark. verschwindet. 
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§ 7. 
Zwei Beispiele unstarrer Flichen. 


Da8 eine starre Fliche durch eine beliebig kleine Abanderung unstarr 
gemacht werden kann, erscheint zunichst iiberraschend. In Wirklichkeit 
bedeutet aber die Unstarrheit nicht viel. Unterwirft man namlich die un- 
starre Flache y(u,v) mit dem Biegungsvektor 4 der Transformation 
r(u,v)—+xz(u,v)+t3(u,v), und geht dabei ein Bogen s der Fliche in 
einen Bogen o iiber, so folgt aus der Unstarrheit nur die Beziehung 


s<o<eJVl1+M?. 





— 73? y - l 
Dabei ist M = Max iT: Nur fiir |t|< 5, 
unserer Transformation die Anderung der Bogenlinge von geringerer GréBen- 


ordnung ist als die mittlere Gestaltsinderung der Flache. Setzen wir 


macht es sich fiihlbar, daB bei 


Max |r(u,v)—r(u,,v,)| =A, Max|3(u,v) — 3(u,,v,)| = B (wo (u,v) 
und (u,,v,) beliebige Punkte der Flache ry sind), so kann man den Ausdruck 
; B* 

U= -—— 

A’M 


als MaB der Unstarrheit der Flache y bezeichnen. Man iiberschligt leicht 
aus (4) und (3), daB U fiir groBe k die GréBenordnung | hat. Nun 
/ k? 


gehéren die Biegungsvektoren, die das Verfahren aus §§ 3, 5 liefert, im 
allgemeinen zu sehr groBen k. Die dort erzeugten Flachen sind also nur 
sehr schwach unstarr. Bei Deformationen, die einen merklichen Bruchteil 
des Flachendurchmessers betragen, andern sich die Bogenlingen einer 
solchen Fliche nicht merklich weniger als die einer starren Flache. 
Im folgenden sollen dagegen zwei unstarre Rotationsflichen vom 
Geschlecht der Kugel angegeben werden, deren Infinitesimalverbiegung zu 
= 2 gehért. Man miiBte ihre Unstarrheit an Modellen normaler GréBe 
bemerken kénnen*), 


1. Beispiel (Fig. 3). 


Es sei, mit zunichst unbestimmten Konstanten a, b,c: 


r- ” l a 1 
1. r= yu firOSusz ; ao -=-75 
1 1 ” 
2 r= ett » Geauga i ie —= 4 
3. r=bcos(u-a—c), agusga+e; , —-——1, 





**) Durch die Transformation r-—+c,r, u-—+c,u (c,, ¢, beliebige nichtverschwin- 
dende Zahlen) kann man die Gestalt der Flichen noch affin modifizieren. Denn (4) 
ist gegen solche Transformationen invariant. 
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4. r(u)=r(2a+2e—u) , a+ce<uKc 2a+ 2e; die Fliche be- 
sitzt die Symmetrieebene u = a +-c. 
Die zweiten Ableitungen dieses Meridians haben Sprungstellen in 
u=i, u=a, u=a+e, u=—a-+ 2e, 
u=2a+2c—i. Die in dieser Arbeit 
nur fiir stetig gekriimmte Meridiane an- 
gestellten Betrachtungen lassen sich auf 
Meridiane mit bloB  stiickweise  stetiger 
Kriimmung ohne weiteres iibertragen, weil 
in der urspriinglichen Form (1) des Bie- ; 
gungsproblems keine héheren als erste Ab- ota ae ark datte 
leitungen miteinander verkniipft werden. 

a, b,c sind so zu bestimmen, daB r(x) 
und r’(u) an den Nahtstellen stetig bleiben. Fiir u =} und u = 2a + 2¢ — } 
ist das von selbst der Fall, fiir «=a erhailt man 


l 


tr 





' 
' 
' 
‘ 
' 
' 
! 
' 
' 
' 
' 
' 
! 
' 
' 
i 
4. 





Fig. 3. 


e?*-4 — beose; e°*-t — bsinc. 


ro} 


Also tgc = 2; b= IB ered; a bleibt noch unbestimmt. Fiir z,(u) und 
k=2 kann man nach (4) ansetzen (A, B, C zunicht unbestimmt): 
1. x (u) = ut fir O0<u< 
2. x,(u) = Acos(2y~3u + B) 7 7a“ga 
3. x (u) = C Cof [¥3(u—-a—c)] , a<gusa+e. 


Damit y,(u), 73(u) an den Nahtstellen stetig bleiben, muB gelten: 


3 » 2 . (PB 
; = Acos (1? 4 B); 7=- 2yV3 Asin (i a B) 
Acos (23a + B) = C Gof (3c); 2Asin(2¥3a+ B) = C Sin (8c). 
Die beiden ersten Gleichungen liefern A, B: 


te(P +B) = —y3.A= 7: 





Die letzten beiden Gleichungen liefern nunmehr a als Funktion von c und B 


tg(2/3a+ B)= +29 V3e. 





Endlich haben wir fiir C: 


1 
 8V 4 Gof" ()Be) + Sin® (Be) 
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Der Ansatz war wie in §5 auf Symmetrie angelegt. Fir u—a-+-c ist 
y:(u)=r'(u)=—0. Setzt man daher y,(u)=—y7,(2a+2ce—u) fiir 
a+ce<ucs 2a+ 2c, so ist y,(u) auf der ganzen Fliche zweimal stiick- 
weise stetig differenzierbar; die Flaiche ist unstarr. 

Die numerischen Werte der Konstanten sind: 


. . 1 
a ~ V,0800 A 


4 
e ~ 1,107 C ~ 0,0709. 


2. Beispiel (Fig. 4). 

Die Flache besitzt wieder eine zur Achse senkrechte Symmetrieebene. 
Der Meridian ist aber diesmal ein Streckenzug; die Flache besteht aus 
zwei Kreiskegeln und aus zwei Kreiskegelstiimpfen, ist also besonders leicht 
durch ein Modell zu verwirklichen. 

An den Knickstellen o des Meridians versagt unsere bisherige Theorie. 
Hier tritt an Stelle von (4) die Eckenbedingung 

\a+0 a+0 

(14 1. (u = — (k*—1) 2% #’(u) 


o-0 r\o) a-0 


Man erhalt (14) aus (3) c), indem man verlangt, daB g,(u) an der 

Knickstelle stetig bleibt (man kann (14) aber 

auch durch Grenziibergang aus (4) ableiten). 

Gilt (14) und ist auf den geradlinigen Stiicken 

gemaB (4) 7/"(u) = 90, so ist (3) auf der ganzen 

Y Flache durch ein System stetiger stiickweise 

linearer Funktionen erfiillt, liefert also einen Bie- 

o7 ; gungsvektor 4, der, auBer héchstens in den Polen, 

Fig. 4. stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist. 

An den Polen tritt an Stelle der Betrachtungen 

von §2 die Forderung 9,(u) = y,(u) = z,(u) = 0. Sie ist fiir die Stetig- 

keit von 4 an den Polen notwendig und hinreichend, wie man ohne weiteres 
verifizieren kann. 





' 
' 
i 
' 
' 
' 
' 
' 
! 
' 
' 





Nun setzen wir, bei vorliufig unbestimmtem a, b, und fiir k = 2: 


r= fir 0O< u<l 
8 l 

r= 7i—-s% » lgsusa 

r(uj=r(2a—u axus2a 

%_(u)=u » 9Susl 

%q(u)=—bu+1-—b , lgouga. 








— me 
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Zur Bestimmung von } hat man (14): 








(3 oe 
b-1=——3(5-1); b= —>5. 

Jetzt bestimmen wir a so, dab 7,(a)=—0. Also _ + - =; g=3. 

Setzen wir z7,(u) = —yz,(2a—u) fir au 2a, so erfiillt 7(u) (14) 


fiir « =a und offenbar alle iibrigen Forderungen fiir 0 << u< 2a. Unsere 
Flache ist also in der Tat unstarr. 

Einen unstarren Meridian liefert auch der Wert a=. (14) ist 
nimlich in u=a= j erfiillt, wenn man yz, (u) = + 7,(2a — u) definiert. 
Fir u=a=j ist »,(u) = 0, wie aus (3) c) zu verifizieren. Das bedeutet 
aber: Die e-Komponente von 4 verschwindet in der Symmetrieebene; jede 
von dieser abgeschnittene Flachenhilfte gestattet also eine ,Gleitver- 
biegung* nach Liebmann *). 

Alle Komponenten von 4 haben wegen k= 2 die Periode 2; es ist 
am Modell schén zu beobachten, wie die Flache nachgibt, wenn man sie 
an zwei diametralen Punkten des gréBten Breitenkreises zusammendriickt, 
wie sie dagegen widersteht, wenn man an drei oder mehr dquidistanten 
Punkten dieses Kreises zu driicken sucht. Ebenso gestattet sie keine Relativ- 
bewegung ihrer Spitzen, weil dort g,(u) = y,(u)=—7z,u=—0, also 3, = 0 
fir k>2. 

Modelle fiir & = 3 miissen natiirlich auf Druck in drei aquidistanten 
Punkten eines Breitenkreises ansprechen. 


(Eingegangen am 15. 12. 1928.) 








Zur Fortsetzbarkeit gewisser Dirichletscher Reihen. 
Von 


Kurt Mahler in Krefeld. 


In der Arbeit: ,Ober analytische Funktionen und die Verteilung der 
Zahlen mod. Eins“*) bewies E. Hecke fiir quadratische Irrationalzahlen 0, 
daB die Dirichletsche Reihe 


Sen ieel=3 Non pi 
a=i . 


sich als meromorphe Funktion von s in die ganze Ebene fortsetzen laBt 
und allein an den Stellen 
2k* xi k 2 eae 


in wiiaiaeet 
ad 2k + log » g° = 0, $1, $2.... 


Pole héchstens erster Ordnung haben kann; dabei bedeutet » eine gewisse 
positive Einheit des durch o erzeugten Zahlkérpers. 

Einen ganz anderen Beweis fiir den gleichen Satz lieferten G. H. Hardy 
und J. E. Littlewood in der gemeinsamen Arbeit: The analytic character 
of a Dirichlet’s series considered by Hecke“ ?*). 

Im folgenden wird ein weiterer Beweis dargestellt, und zwar fiir den 
allgemeineren Saiz: 

Seien f(x,xz,) und g(x, z,) zwei Polynome mit reellen Koeffizienten 
vom Grad m bzw. n; f(x, 2,) der héchste homogene Bestandteil von 
f(x, 2,); r(x,2,) = f(x, 2,) — f°” (x, 2,); die natiirliche Zahl d sei gleich 2, 
wenn r(2x,2,) identisch verachwindet, sonst gleich 1. Es gelte 


f(z,2%,)>90 fir z21,27,21; 


f'"'(2,2,)>0 fir 2,20, 20, 2,4+2,>0. 


*) Abh. a. d. math. Sem. d. Hamb. Univ. 1 (1922), 8. 54. 
*) Abh. a. d. math. Sem. d. Hamb. Univ. 3 (1924), 8. 57. 
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© set eine positive quadratische Irrationalzahl, ¢ die erzeugende posi- 
tive Einheit des Zahlkérpers K(o). 
Die Funktion 


x 0 £,) 
Z,(8| f(z, 2), 9(%,%)) = SF 3S 9(2,2,)f(2z,2,)-° 
2,=1 2,=1 


lapt sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat einfache Pole 
héchstens an den Stellen 
n+2—k 


= m k= 0, 1, 2, 
n—dk , 2k* xi k* = 0, at ee 
a ae + Siee ; 


und zwar bedeutet » eine ganze Potenz von ¢. In jedem endlichen Streifen 
0,<0<0, 
gilt gleichmafig in s bei beliebig kleinem « > 0: 
Z(8| f(z, 2%), 9 (2, %,)) = O(e*'*!), 


wenn 8 um mindestens eine feste positive, beliebig kleine Strecke von den 
vorigen Polen entfernt bleibt. - 


Die Hauptmittel des Beweises sind ein bekannter Satz von Mellin 
und der folgende Hilfssatz: 
Es sei | eine natiirliche Zahl, eine positive und w’ eine komplexe 
Konstante. Die Reihe 
=x = > P 
“~y {/Z.7@ = ‘ 
Z 8, lia, w’) S _ : Sonal qT, ~ @ZX, 
— a zx + or, * 


@,—12,=1 . 


laBt sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat einfache Pole 
héchstens an den Stellen 

e@=2,1,0,...,.2—l. 
In jedem endlichen Streifen 


2—k<o,50354,, 


aus dem um jedem der Pole herum eine beliebig kleine Umgebung ent- 
fernt ist, besteht gleichmaBig in s und / die Ungleichung 


1 + a’ 
N\IlS 9 e j ak 
Z(s8,l\w,@ ise “ain(l @) 1+ |t| 


wo die Zahl ¢ > 0 allein von w, w’, o,,0, abhingt. 
Der Beweis dieses Satzes wird im ersten Kapitel dargestellt; man be- 
nutzt dabei die bekannte Eulersche Summenformel. Auch Hardy und 


Littlewood machen in ihrer Arbeit von einem dhnlichen Hilfssatz Gebrauch, 
der jedoch viel tiefer und schwerer zu beweisen ist. 
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Im zweiten Kapitel wird fiir einen beliebigen irrationalen echten Bruch 


i. oS ! is 1 1 a 1 
=—-+ -+- +... =——,, 0, = —— , = ——.,... 
. a, = =|% a, : @, + 9, + &+% . a, + 0, 








die Identitat 

Z,(8| f(x, 2%), 9 (2, %)) = Z,(8| f(z, 2), 9 (2, 2,)) 4 
+(—1)"Z,,(8| f, (x, 2), 9, (2, 2)) 

nachgewiesen; dabei bedeutet Z,(s|/f(2z,2,),g(2,2,)) eine meromorphe 

Funktion mit Polen 1. Ordnung allein bei 


L. DB ox 
ja SES—2 (Rioh & . 8 


m 


es ist und der »-te Naherungsnenner und -zahler von o und 
P, , 


2) = P,2%,+9,%, 2% = P,_12%, +9129) 

f, (2,2) =f (2,", 2"), 9, (2, %) = 9 (2, 2”). 
Im dritten Kapitel wird o als quadratische Irrationalzah| mit rein- 
periodischem Kettenbruch angenommen: o =o, und » gerade. Aus dem 
obigen Hilfssatz und der vorigen Funktionalgleichung folgt dann der Satz: 


Die Reihe 
2 [o2,) , 
7 97 /2,4 ox — 
(s,l)— > >” (3 —) (x, + 02z,)~*, 
Z, | det \z ton,) 71 t 0%) 
2,—12,=1 


wo o’ die zu o konjugierte Irrationalzahl ist, la8t sich in die ganze Ebene 
meromorph fortsetzen, hat einfache Pole héchstens bei 


2 . > 2k* xi 
e=2,1,0,...,2—1; a= — 21+ logn ’ 7 Po T Py-2 


(k°=— 0, 1, F2,...) 
und befriedigt gleichmaBig in jedem endlichen Streifen 
2—k<o,S054, (& = 0, 1, 2,...) 


die Ungleichung 
|Z,(#,t)|}< ro'(i+|e|)™* 


mit zwei positiven Konstanten C und I, die von s und / nicht abhingen, 
wenn s von den Polen mindestens eine feste positive, beliebig kleine 
Strecke entfernt bleibt. 


Im vierten Kapitel wird gleichfalls o = 0, angenommen und 
g(x, z,) = (z,+02,)""' (x, + 0’2,)', 


dagegen f(z,z,) gleich einer Form. Dann existiert zu einer beliebig 
groBen natiirlichen Zahl N eine Zahl Ay und eine Form m-ten Grades 











v 


is 
N 
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Tn (2, 2,), 80 dab 
fu (2, 2%) = An ((z, + O2,)™ + Fy (x, 2,)) 
ist, wahrend mit wachsendem N alle Koeffizienten von Fy(2z,2,) gegen 
Null streben. Fiir grobes N — Ny ist somit 
Z,(8|f (2, 2%_), 9 (2%, %_)) = Zn(8| f(z, 2), 9 (2, 2%_)) + 


- (n—21) 7 — 8\ f ay] ' i 

+ Ay* 4" ” m( i )Z,(m(s + 4) | 2, + ox,, 9 (2, %,) Fn (2, 24)*) 

und aus dieser Entwicklung la8t sich nach dem Ergebnis des dritten 
Kapitels die Fortsetzbarkeit herleiten. 

Im letzten Kapitel lassen sich durch einige triviale Schliisse die 

letzten Beschrinkungen iiber 0, f(z,2,) und g(z,z,) aufheben und es 


folgt dann endlich der angegebene allgemeine Satz. 


I. 


1. Ein allgemeiner Satz von Mellin sagt aus *): 
»Die beiden Polynome 


m n 
1 AA) /, 5 ‘ > ,\%) 
f(2,.--2,) = =! (z,...2,), 9(%---%,)— 29 (z,..-2,) 


mit reellen Koeffizienten seien vom Grad m und n in den z; die Formen 
{h) (k) 
fr (By +++%y), Go (My--- By) 


bedeuten ihre homogenen Bestandteile der Dimension A und &. Es gelte 


f(z,...2,)>0 fiir z,20,....2,20; 
La 
f'"(z,...2,)>0 fir 2,2>0,...,2,20, 2 => 0. 


Dann konvergiert die Summe 


x x 
Z(8) Ses Oy G(%,---%,) f(2y---2)"s (s=o+% 


—_— 


z,=1 z)=1 
fiir 
m 
und 148t sich in die ganze Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen, 
mit einfachen Polen allein bei 


ae n+p—k k= «ye 
1 8 + 0, -l, ae 


*) Hj. Mellin, Eine Formel fiir den Logarithmus transzendenter Funktionen von 
endlichem Geschlecht, Acta soc. sc. fenn. 29 (1900), Nr. 4. Ein neuer Beweis mit 
der obigen GréGenabschitzung steht in meiner Arbeit; Uber einen Satz von Mellin, 
Math. Annalen 100 (1928), 8. 384. 

Mathematische Annalen. 102. 3 
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In jedem endlichen Streifen 


nte—t <a<oKSo, (k = 0, 1, 2,...) 
gilt gleichmaBig in o fiir groBe | t): 
Z(s) =O(\t|?*).“ 
Genau die gleichen Eigenschaften hat auch die Summe 


* x a 

‘ ’ 

Z(e)= 3D... SQ(z,.--% 
z,=0 Zp=0 


[( & -0+B_) 


P Pp 


denn sie ergibt sich durch Addition endlichvieler Funktionen der vorigen 
Art. Folglich gilt das gleiche auch fiir die urspriingliche Funktion 


S 9(2,--- 2) f(4,--- 2 
1 tpi 


Z(s)= - 


z 


Ms 


P 


" 


wenn nur 
. ~ a5 
f(z,...z%,)>0 fiir 2,21,...,z,21; 


(™(z,...%,)>0 fir z,20,...,2,20, 


’ 


Mme 


z, > 0 


l=1 


angenommen wird. 


2. Es ist nétig, noch einige Eigenschaften der speziellen Mellinschen 


Funktion 
=x zs P 1 
, + V/z,+@ Z\ : = 
Z(8,l| mw, @,) = Z(s,l ~ ‘ ‘ : *) (x, tT @Z, ) P 
’ ant a=! os Seidete Jh . 


herzuleiten; dabei sei @ eine positive, w’ 


eine beliebige Konstante und 
l eine nichtnegative ganze rationale Zahl. Die Eulersche Summenformel 
liefert die Umformung (k = bel. nat. Zahl) *): 


k k 
1+0’\! = 
Z(s, 1) = “-\(1+0) "+ >) SI? (0,2), 


1+o 


B ha s,l)= {fait (2s2,) : 


ax) exh \ 47 WT, j 


i,=0 1-0 


L+l, 1 


z + w’z.\ -_ 
[(ato % (z, + w2z,) \ dz,dzy. 


Die Punktmenge © ist hier durch 


z,29, 2,20, max(z,2z,) 21 


definiert: die (k +1)* Funktionen 
;' (l.=@,1,2,....8 
Hi? (2, a) ( , 
lL=0,1,2,...,k 


*) Vergleiche zu der hier verwendeten Form der Eulerschen Summenformel meine 
Arbeit *). Mit den dortigen Bezeichnungen ist hier gleichzusetzen : 


tk) (k) k 
Hy"), (2%) = hy’ (x, )- hy’ (Z_). 
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sind von s,1,@,’ unabhingig, in allen Punkten von © absolut genommen 
unterhalb einer allein von k abhingigen Konstanten, und auch noch von 
und x, unabhingig, wenn 


Lek 4 


v, 


. 2. k 
ist. 

3. Es sei r eine positive Verinderliche, g eine Verinderliche im 
Interval] 


0 < gq < 3 
Mit &.(p), &(~), @(@) seien folgende drei stetigen Funktionen bezeichnet 
0<g<- 
&,(¢ 53(7) = O\" ur 
| ctgq ’ | l ’ | I - . g < J 
sin® ¢ 4 > = 9° 


Wenn 
Z=—ri.(g), %=réi(¢ 


gesetzt wird, so ist die Funktionaldeterminante dieser Transformation gleich 





i (x, z,) 
' ON: *s ‘ 
' d(rq@) C\P)°F- 
t 
| Die Menge aller Punkte (z,, z,) mit 
' 
' a > & 0<Ss@s = 


ist mit © identisch. 
Man zeigt leicht die Gleichung 





— 
t fz wo Zz s 
j : S xr WL, \ 
exh axl 2, T W%, J 
a. * L\/t, 
’ r\A ri , . ’ i-i,-A 
= l . l, ! Ss ‘ Fj i aw" 4a @y'*s : . ~ a ’ s } w2,) *~ 
' 4,=0 deo | a ATA L+l,—4,—i Zz, OL : 
A Th 
Aus ihr ergibt sich die Zerlegung 
k 
Jpi(a,l 
a 
n & (4\(% 
' ’ 4 i ; . . . l a *i ‘ 
P=(1,+1,)! 7 S74! yh-h@’h( , 4, One (e+8,4+h, t—a,—3 
2° ml al L+, Ath i+i4—-i,-4, a"s . 
4,20 4.0 hi A : 
Ay A 


i 
*ik k x, +o’ . 
Ji, 1, sl = {fait(2x, ' 2 | z,+ OX, dx,dz,. 


4. Es sei erstens 
O0Osisk-1, O<l 
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Da |; Ae x,2,) konstant ist, so kann in diesem Fall die Integration nach r 
ausgefiihrt werden, so daB sich der Ausdruck ergibt: 
(2—s—1, —1,) Jin (e,l) = 


h\ (ly 


4, A . | 2 I 
k y yi A, a: ah : —8 
? ' 1 lA 4 } 

(1 + g.)\! Mela Ss. } a@'s~*2q@"*s| . . . P a 
"1 2 ala \"1%2 Be (a+ 4A, +4,/\l,+14—4,-4, 

F . 4+, 

* : 
<J*(e+h+h4, l—4,—A, 


Ihm entnimmt man: 


Die Funktion 


k k 
Ji,7,(8, b ={ Ay. T,X, 


<2 . 


sie Z,+ oa 5 
———— } (2, + 2,4) \ dx, dx, 


J 


ist meromorph und hat einen einzigen einfachen Pol héchstens an der Stelle 


e=2—1,—l,, falls 1 L<sl. 


1 
In jedem endlichen Streifen 


aus dem eine beliebig kleine Umgebung des Poles entfernt ist, besteht die 
Ungleichung ; 
IP fate. ttle (1 t la}\ore-3 
Jit (88) SG (2S wy) (A +18 , 


und die Konstante c, hingt hier allein von w, mw’, k, o,, 4, ab 
Zweitens sei mindestens eine der Zahlen /, und /, gleich k. In diesem 


Fall konvergiert das Integral 


‘rr 


» 7! , 
= 1 17 @S,) odq 
it @Se 


n 
zs 2 
- te 
we () (ok ge \ (Si @ Se 
ae 8, l) far| a a\TSyo TSq z 
. >. 
1 0 


gewi8 absolut und gleichmaBig in jeder Halbebene 
2<o6,sS0 


und stellt folglich hier eine regulire Funktion dar. Aus der Darstellung 
von J) (8,1) als Summe solcher Integrale folgt, daB in jedem Streifen 


2—1,—I,<0,S0S0 
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die Ungleichung 


1 J (se, 1)| <e,(2 Jo La (a+|epe 
Phi \%s ©) | = “a \ min(1, w) 


besteht, wobei die Konstante c, allein von w, w’, k, 0,, 6, abhiingt. 


5. Die beiden vorigen Ergebnisse wenden wir auf die Formel 


‘W4+@'\! k k k 
Z(s,l)=(; +o) "+35 SIin(s,l) 
ta i,=0 1,=0 
an; man gelangt so zu dem Resultat: 
Die Reihe 
> x 9 ? 
» | V/X,— @ XB 
Z(8,l\ @,@,)=—Z(8,l 3 ‘ : =) (2, + wz,) 
— h< ijt WL, | 


z,=1 z,=1 
laBt sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat 
einfache Pole héchstens an den Stellen 

e=2,1,0,-—1, —2,...,.2—0. 
In jedem endlichen Streifen 


2—k<o,S054@, k=0,1,2 


aus dem um jedem der Pole eine beliebig kleine Umgebung entfernt ist, 
besteht die Ungleichung 


|Z(s,l)| <e(2——* 1+j#|)*" 


mit emer Zahl c, die allein von w, w’, k, o,, 0, abhiangt. 


II. 
6. Es seien 
m } n k 
, %) , , 
[\%, 2%, =! u, 9 \%,%, D9 (2,2) 
0 Aw 


zwei Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad m und n in den 2; 
die Formen f”’(z,2,) und g(x, 2z,) bedeuten ihre homogenen Bestand- 
teile der Dimension A und k. Das Polynom f(z,2,) geniige den Un- 
gleichungen 

f(z,z,)>90 fir z,S1,2 


f z,z,)>0 fir 27,20, 7,20, 2,+2,>0. 


is 3 ’ i 3 


o bedeute eine positive Irrationalzahl, a eine natiirliche Zahl, und es seien 
vier Dirichletsche Reihen definiert durch 
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x Of, 
Z,(8) = Z,(8| f(2,2,), 9 (2,22) a a O88) f\%%) > 
Z,-1 2£,=1 
x 2 = 
Z (8) =Z (8| f(x, 24), 9(2,2%q) a «2 O48&)71G8) 
z,=1 z,=1 
x az, 
Z,(8) = Z,(8| f (2,2), 9 (2,24) 2 2S 9(%,%,)f(2,%_)- 
z,=1 z,=1 
Z*(8) = Z*(8|f(2,2%_),9(2,2,))= S DS g(x, 2.) f(x, % 
z,~—12,—462,+1 
Alle vier konvergieren in der Halbebene 
n 2 
o > 
m 
Die letzten drei Reihen befriedigen die Identitit 
Z"(8| f(%, 2%), 9 (2X, X) 
-Z(8| f(x, 2,), 9 (2, %_)) — Z,(8|f(x,2,), 9(%_%,)), 
wahrend die erste den Gleichungen 
Z:(8|\f (2,2), 9 (2, 2,) 
Z (8| f (2,24), 9(%,%_)) — Z,(8| f(z,2,), 9 (2,2) 
Z,..(8|f (2,24), g (2,24) 
Z,(8|f(2,%,), 9 (%,2%_)) + Z,(8| f(x, + a24,2,), 9 (2, +424, 2.) 
Zs 8|\f (2,2), 9 (2, 2,) 
Z"(8\ f(2,%_), 9 (2%, 2_)) — Z,(8| f(ax, +2,,2,), 9(@x, + 2g, 2) 
genigt. 
7. Die Zahl o besitze den Kettenbruch 
l l l 1 l l 
0 — = TT ecey oO ’ 0 , 0, = 
a, ay a, a, + 0, 1 a, + 0,4 . a, + 0, 


sei also ein echter Bruch. Die zugehérigen Kettenbruch-Nenner und -Zahler 
werden durch die Rekursionsformeln 


P_y v, Po * 1, Puss = O41 P, i Py-.1? 

q_y 1, Go 0, Vu+t G41 Uy T G,-: 
bestimmt. Mit ihrer Hilfe werde gesetzt 

x Pur + Wy %> ry Py1%1 TT Uy-1 7» 

f,, (2%, f(z," ze), 9, \ TT) g(x," 24"). 


Offenbar geniigt das Polynom f, (z 
selben Ungleichungen wie f(z, z,). 


,z,) als Funktion von z, und z, den- 














AS 


wl 
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Die wiederholte Anwendung der Funktionalgleichungen in 6. fiihrt mit 
den vorigen Abkiirzungen zu der Identitat: 


Z,(a\f (x, 4), 9 (2, 2_)) =Z,(8\f (x, Zq), 9 (%, Z)) + (—1)" J, (aif, (x, Z,), 9, (2, Te), 


v1 


Z,(8) = Z,(8|f (@, 2), 9 (%,%_)) = S(—1)"Z%** (elf, (w,2,), 9, (%_2q))- 
8. Die Funktion 
Z(8\f,, (2,2), 9, (2,2) » » 9,(%, 2%), f,(%, 2) 
z,=1 z,=1 


ist von der in 1. betrachteten Art, ebenso 


x x 
a » 4 . v ~ , 
Z° (8 f(%,%_), 9, (%, Ze) a f Guha) fe) 
2,—1 2,—42,+1 
x 2 
yy . ; . . 
m2 &» I, (X42, +2) f, @,, @2, + 2.) 
z,=1 z,=1 


Die beiden Funktionen Z, (s) und Z, (s) lassen sich aus endlichvielen solchen 
Summen zusammensetzen. Man gelangt folglich zu dem Ergebnis: 
Die beiden Funktionen 
e 7 ~ 

Z(s\f, (2,2), 9, (% 2%); Z*(8\f, (@, 2), 9, (2, Xs) 
und die beiden weiteren Funktionen 

ny . 4 rf 

Z,(8\f, (242s), 9, (%,%-)); Z, (lf (x, 2,), 9 (2, Ze) 
lassen sich in die ganze Ebene meromorph fortsetzen; sie haben einfache 
Pole héchstens an den Stellen 


n+2—k (k a ae ) 
8 . , 
m \ae#(0, —l1, —2, 
und sie sind fiir |t|—+oo gleichmiBig in o von der GréBenordnung 
o(\t|** 
in jedem endlichen Streifen 
n+2—k , 
= 64,5959, (E=0,1,2 
Il. 


9. Der Kettenbruch o sei rein periodisch, » die Lange seiner Periode, 
so dab 
0 Oo, 


ist. Ohne Einschrinkung kann » gerade genommen werden. Die Zahl o 
ist eine quadratische Irrationalitét und geniigt der Gleichung 


We + I-15 = 


zx , 
Py + Pr-i*® 
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wahrend die andere Wurzei gleich 


, = Y»—1 — Pr —o= — GD = 
Pr—s Pr—1°? 
ist. Offenbar ist o’ im Gegensatz zu o negativ. Die Zahlen o und o’ sind 


die einzigen Wurzeln des Gleichungssystems 


0 


SF G0—y S| gM) THF gO- 0 tS? ps3...) 
Pr Py—1 2” Prt Pr—, 2? °°? Prt Pr— 2’ : 
welchen Wert auch & hat. 
Vermége der besonderen Wahl von o nimmt die Funktionalgleichung 


fiir Z,(s) die Form an: 


yp Syne 


Z,(8|f (2, %q), 9 (@, 2) = Z,(8|f (x, 24), 9, (2, 2,)) + Z, (8 f, (@,2q), 9, (@, 24)). 
10. Es sei speziell 
, jad n 
f (2,2) = J TPrn%), 9% 2) = nla ty Wet) 
und ferner gebe es zwei Konstante m und wy, so dab 
f,(%1%_) = PF 22%), G,( 21%) = YG (zz) 
ist. Dazu ist notwendig und hinreichend, da8 jede der Zahlen 
F1> Pe> eeey Pn? Yi> Wars Y. 
einem Gleichungssystem 


GW +G—, 2™ (a) Ww + G—,2™ (k-1)  §- Ie + Uy Z 
om aw rss 2 == 
Pr + Pr -1 = Py + Pr-1 7 Py > Py, = 


geniigt. Also sind sie entweder gleich o oder gleich o’. 
Wegen der Ungleichung 


f(2,2,)>0 fir 27,520, 2,250, 27,+2,>0 


kommt fiir f(2z,z,) nur die Wahl 


f (2,2) = (z, + 02,) 
in Frage. Dagegen darf g(z,2z,) gleich irgendeiner der n+ 1 Funktionen 
g(z,2,) = (z,+02,)"~'(z,+0'2,)' t= 0,1,2,...,#) 
sein. Wegen der Identitat 
Z,(8|(z,+02,)", g(x, 2,)) = Z,(ma|x, + 02,, g(x, 2,)) 
darf folglich ohne Einschrinkung 
m=1, f(2z,2%,)=2,+02,, g(2,2,): : (x, +02,)"~'(z, } o’ z,)' 


genommen werden. Die Multiplikatoren g und y sind gleich 


n—@l 


P=", Yn , 1 =P, + P,_39 
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wobei die Gleichung 
(Pp, + P,-19) (P, +P,10°) = 1 


benutzt ist. Die Zahl » ist eine Einheit des Kérpers K(o). 
Die Funktionalgleichung fiir =e nimmt die Form an: 


ry (8| \f (21%), 9(% %)) 


1 id tates —ai 


Z,(8|f (2, 2_), 9 (2, %_)) = 


so daB man zu folgenden Aussagen gelangt: 
Die Funktion 


Z, (8,1) = Z,(s + n|x, + oz,, (x, + o2z,)"~' (x, + 0'2,)') 


a [oe2,) , 
‘, 1 /z,+0'2 
=) > | + *) (2, + 0%,)~ 
+O7, 
z, 2/ 
2,=1 A 


gestattet die explizite Darstellung 





*-1 
EE ee ae (Pu +0’ Puss)’ 9 / (sl MeO dass M+" Iu +s) 
oats ta 1—9~*~s = (Put? Pu+,)*?*' Put? Puss’ Put? Puss, 


Sie la8t sich also in die ganze Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen; 
ihre Pole sind einfach und liegen in den Punkten 


e=2,1,0,...,2—8, 
2k* xi 


ah to 9 
=e k 0, $1, + 2....). 


8 -2 


Bleibt s von diesen Punkten um mehr als eine feste positive Strecke ent- 
fernt, so gilt gleichmaBig in s und / im Streifen 


2—k<0,S°53549, (B= 0, 1, 2,...) 
die Ungleichung: 
v-1 , 1+ Tmo Pes 
|Z, sis > (Put |0"| Pw+s) = | Put?" Puss (14 1¢|)** 


My . l+oa ~ +- \ 
ua0 | Put O Py +s) min (1, 4#~°9#+s | 
Put Puts 
mit » Konstanten 


Co ? 


Cy eeeyl >0 
die von s und / nickt abhingen. Es gibt also auch zwei Konstante 
G>s, >8, 
die von s und / nicht abhingen, so daB 
\Z,(#,t)| << re'(1+je|)™* 


0 


ist, unter den vorigen Bedingungen. 
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IV. 
11. Die Funktion f(2,z,) sei jetzt gleich 
m 1 . 
f (2,2) = J] (on 2+ om 2), 
h=1 


: , , , of” 
also in eine Form ausgeartet. Die Quotienten — 


=~ Sind entweder positiv 
% 


oder zu je zweien konjugiert komplex. Es ist 





P a I] f 1 (2 1 (2) i 
ty ¥y Fy) MU Pu Om Pua) 7a Tm In Om Ins) 7a5 
’ o;* _— , ' 
Wenn erstens =a positiv ist, so gilt 
,- 
1 2 
‘ °, qn > , dN 1 
lim —, - =O 
N>e Py + % Pr—1 
wegen 
: In—1 
lim — = lim © 
N>a@ Pr N-»> wo PN—1 
Zweitens sei — nichtreell : 
a 
0” 0, of #0, 0” = a+ Boo B+ 0; 
h of h , h iJ % » ’ 
dann ist 
(1) 2 " 
Q % Ine In—1 Wy TE PP) Iy 3 
NOB Py Op Py_g Pu (e+ BS) PH 
q P _ - q P, P 
fm PM ce 4 sy 22 (S. %-2) M (a+ pi 
Pu Pus Pu-1 n—-1  \ Pr Qn—1/ Pu-1 
P P 
" +(a+ fi at Pu + (a+ Bs) 
Pr—1 Pr 
ferner, wenn N ins Unendliche strebt: 
qIn— Pr l qn Pn , 
= we+el(l}, = +o(1), —=o-+o0(l), = O(1) 
Pu—1 qn —1 e Py Pr—1 
und 
1 1 
— Sm O(l). 
4 (a+ fi) : 
Pr—1 


Also hat man 








AS 











Fortsetzbarkeit Dirichletscher Reihen. 43 


1 P ‘ 

(o+0(1))|—+o0(1) = + (a + Bi) 
0 

N—1 
Q, = (0+ 0(1) — _ 

mae <> ( Bi 
Pr—1 
Py 

| ofl) 

Pr—1 
=(o-+o(1))21-+ =(o-+o0(1))(1 + o(1)) 
mop 1 + Ba) 
Pn—1 
und auch in diesem Fall 
(il 2 
OL Gy +% g 
h Int Wn-1 
im — ~ = 0. 
N->o 0, Py + o Pr—1 
In der Darstellung 
™ i vw 
fn (2y, Xo Ay Fy (2,24); Ay J O, Py t+% Py_s) 
ist daher 
Fy (2,2) =(z Oz, )” + Tn (2,2 
N\ “1 %9 1 2 ON \ #4 “9 


und simtliche Koeffizienten der Form %jy(2,2,) werden fiir geniigend 
groBes N beliebig klein. 


12. Wir nehmen jetzt fiir 
m 1 . 
f (2, 2%,) = Lo L, +H 2X, 
+1 


die vorige Funktion an, fiir g(z,2,) die Funktion 


a-l , I 
+ Oz, (2.+-0 & 


g (2,2, ) z . 


we 


und ferner N als ein sehr groBes Vielfaches von v: 


N Ny. 
Dann ist 
Z a f (2,24), 9 (2, 2%_)) = Zn 8\f (2,2), 9 (2, X) ie 


Aa?n” * 27 Z. s| (zx 


und folglich 


+ O%,) + hn (2,2), 9 (2, 2)) 


77 - 
Z,(8\f (2, %q), G(X, %_)) = Ln (8| f (2,7), G (2, Fy) 
N -2/ > — mes hn (2 x) 
Ay * » ieee » 9 (2%, 2%,)( 2, +02, fy +- 1%) | 


z,=1 z,=1 \ z,+ox,)"f 


Bedeutet # eine beliebig kleine positive Konstante und ist N oberhalb 
einer nur von @ abhiingigen Zahl, so gilt gleichmaBig fiir alle natiirlichen 
Werte von z, und z,: 

in (2%, 2%) | ry 


| (2,4 ox,)™ = 
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und folglich auch die binomische Reihe 


= xz 
f , Bu(4%) Yr’ - y(-s Bn (2, 2%)" 
\ (x, +02,)"f id \ 3 j 


A=0 


im 
(2, +02,) 


Eine erlaubte Summationsvertauschung fiihrt daher zu der Entwicklung: 
Z, (8|(x, + 02,)" + Hn (2, 2q), G(X, 2) 
= /‘—s j 
7 . > 
Ae Z,(m(s + 4)\2, + 02%, 9 (2,2) Hn (2, 2_)°), 


die zunachst fiir 


~ 


m 


Giiltigkeit hat. 


13. Die m+ 1 Formen 


“a 


o' 2, (= @, 1,2,..., 98) 


sind offenbar linear unabhingig in bezug auf den Kérper der komplexen 


Zahlen. Die Form %y (z,2,) 1a8t sich aus ihnen in der Gestalt 
4 m 
ibn (2,2) = J a,(™) (2, + on, "(z, + 0'2z,)", |a,|<6 
u=0 “ay 
darstellen, wo die positive Konstante @ zugleich mit # gegen Null strebt. 


Folglich wird 


ae i 7 a) (mi mi~p P Pm ta® | < @ 
n(%, 7%) = & G, gp | \*a 1 O%s TT O,) , @, |s , 
u=0O ‘ 
a i v a) (mi mi+a—u—I , ast 
g (2, 2,) Fn (2, 2, a % \ , )(%,+ 0%, x,+0'x, 
-—A Lay 
Man hat damit 
mi : ; 
e 4 7 tA mA 
m(8-+-A)| (x, + 024), 9 (2%, 2) Hn (x, 2) Sa, \Z, (ms —n, me 


und sus 10. ergibt sich: 
Die Funktion 
Z, m(s-+-A) (2, + O2,), g (X, X_) Hw (x, Z)°) 
la8t sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen. Sie 
hat einfache Pole in den Punkten 


n+2—k 


s = — k=0,1,...,d4m +1), 
m 
n 2k 2k* xi k Ll ; iy , Am 
a m | mm log » .* x T9 
” k ’ 0, a i “F By oe 


Bleibt s von diesen Punkten um mehr als eine feste positive Strecke 


entfernt, so gilt gleichmaBig in s und 4 im Streifen 
n+2—k 


m l= 
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die Ungleichung 
|Z, (m (s+ 4)| (a, + 02%), g(x, 2) Fn (x, 2,)°) |< 

< S0'(™) ror + |e) roid + |a)0a+ ON)’. 


14. Das vorige Ergebnis la8t sich unmittelbar auf die Funktion 


Z,(8| f(x, %_), G(X, Zy)) = Zn (8| f(z, 2), 9 (zt, z,)) + 


x 

s Nin-—2) 7 & \ ' > i 

+ An 9 > \y )Z,(m(s + Ll) | (2, + O%,), 9(X, Z,) Hn (2, 7,) ) 
A=0 


anwenden; man erhalt den Satz: 
Die Funktion 
m , - 
r f( 2,2) = []( on’ 2, + o' 2), 
Z,(8\f (2, 2%), 9(%,2%_)), mit hm 
nt, ; i 
g (2,2) = (2, + 02,) (z,+0°2,), 


la8t sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen. Sie hat 
einfache Pole allein in den Punkten 
n+2—k 


s= —— (k=0,1,... 


m 
n—2k , 2k* xi &=0,1,... 
ie 4.5 | * ee. 
kk’ = 0, +1, F 2,... 


m ' m log 


Es sei « eine beliebig kleine positive Konstante; s bleibe von den vorigen 
Polen um mehr als eine feste positive Strecke entfernt. Dann gilt gleich- 
maBig in « in jedem endlichen Streifen 


die Ungleichung 
Z,(8| f (2, %_), 9 (2, %_)) = O(e"*!). 


Man hat namlich fir ~~ - e < 6, und k =0,1,...: 


= ' 


| 7 idk i i A 
PA i )4, m(8 + 1)|\ (2, + 02,), g (2, %,) Bw (2, 2g) ))S 
< 3 (-1)'(7j")ro'a—|e))*oa+0e)"}' < 
iA=0 . 


<ro'(i+jtl|)"{1-—011+cC)"}""". 
Wenn man N hinreichend groB nimmt, so wird aber # und damit @ be- 
liebig klein; man kann durch geeignete Wahl von N daher erreichen, da8 


‘ 


011+ 0)"<1—e ?°. 
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~ A a“ 
1 O%y), 9X, Ly) hn (2X, Ty) _ 


Zz . Z,(m(s+1)\(2x 


; ’ 
<ro'(i+|t|")e® =O(er'*!). 


Da ferner nach 8. die Funktion Zy(s) im Streifen 


nur von der GréBenordnung einer Potenz von 1-+-|t| ist, so folgt die 
Behauptung. 


ws 

15. Nunmehr sei o eine beliebige quadratische Irrationalzahl; das 
Polynom f(z,2z,) geniige allem den friiheren Ungleichungen und g/(z, z,) 
sei ganz beliebig. Auch in diesem Fall kann die Fortsetzbarkeit von Z, (s) 
bewiesen werden. 

Es bedeutet jedoch keine Einschriankung, wenn der Kettenbruch von o 
reinperiodisch angenommen wird. Denn als Kettenbruch einer quadra- 
tischen Irrationalitaét ist er gewi8 periodisch; die Funktionalgleichungen in 
6. und 7. gestatten, den unperiodischen Teil des Kettenbruches abzu- 
schneiden. Aus dem gleichen Grund darf man o als echten Bruch an- 
nehmen. 

Weiter darf ohne Einschrinkung g(z,z,) als eine Form 


n-l , I 
z,+ 07x, r+ 02, 


angenommen werden. Denn andernfalls kann g(z,2z,) in der Form 


be a 
| y > 4} “Fiz + o'x,)* 
9 (2,2, 2 2» A(t, + 02, Z, + 0'2, 
a=0 ¢=0 


mit konstanten Koeffizienten A,, dargestellt werden, so dab 


n a 

: , . “ rn a—p ’ j 

8| f(z, 2,), 9(2,2%,)) = J DS A,,Z,(8!f (2,2), (2, + 02,) (x, + 0’2,) 
a=0 Z=0 


wird, und man also Z,(s| f(z, 2,), g(z,2,)) als Summe endlichvieler Z, (s)- 
Funktionen erhilt, wo jetzt g(z,z,) eine Form der angegebenen Art ist. 
16. Sei also 


a: der Kettenbruch von o reinperiodisch: o = 0, und » gerade; 


. > I ! 
b: das Polynom g(x, z,) gleich der Form g(x, x,) = (z,+ 02,)"" “(x+-0'2,); 


e: das Polynom f(2z,z,) den fritheren Ungleichungen geniigend und sonst 
beliebig. 





he 


f 


} si f( 


n=0 


Z,\8- 








‘ 
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Die Menge aller Paare natiirlicher Zahlen (2z,,z,) mit 


sei I, die Teilmenge der Paare mit 


r(X, 2 


mm <& \2% 
| 1°" (x, Xe 


(m) 
'- Ze f(x, 2.) —f'™ (a, 2) 


heiBe T,, die Komplementirmenge T — T, werde mit T, bezeichnet. Die 
Menge T, enthilt offenbar nur endlichviele Elemente. Dabei ist ¢ eine 
positive beliebig kleine Zahi. 

In &, besteht die Binomialreihe 


x 
(1 ' r(z,z,) ' ta >” / « (25% @ 
u j ) 


‘ {'™ (x, X_ } pon | ia z, 1 


folglich ist fiir o > - 


> We - 
zy I\ 22%, f(z, 2, ) 
z 
zx 
y’ . ey y’ A \’ . m), ~(@+e 
he 9\ 717 [\%1 2 _— “ me I Ty Tq) T\ 7, Te f \% Z, 
Tt, u=O z 


Wird aber s auf einen beliebigen endlichen Bereich beschrinkt, so ist gleich- 
maBig in s fiir grobe u: 


D9 (2, 2%) 7 (2%, 2, re 4% “3° O(e*). 
Z, 


Die Reihenentwicklung 


zs 
57| (-*)| 

)ie” fer t ‘ 
—_— j 0 } 


pmo’ 


. ; \’ , “ 
8|f(%, 2%), 9 (%, Xq) Ly I 4 %q) 1 2, 2, 
q, 

8 } m) P “ Y @ glm)s. atu 
> a | Z, (8+ |i" (x, 2,), g (x, %,) 7 (x, 24)") - > g(%,2,)7(2,2,) f (2,7, } 
n=O q, 

konvergiert somit in jedem endlichen Bereich, der keine Pole der Sum- 
manden enthilt, gleichmaBig in s. Weiter ist in jedem endlichen Streifen 
06,5934, 
wenn s von den Polen der Summanden um mehr als eine feste positive, 
beliebig kleine Strecke entfernt bleibt, gleichmiBig in « fiir groBe ju: 
Z oA mm) “ y’ ’ { uu pm) ’ | ‘an w)- 
(e+ elf” (@, 2%), 9 (@, 2) 7 (2, 2,)" ) — 2 9% Fe) 1 (XT) fF (Ay \e")s 
t 
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Es folgt also nach 14.: 
Seien f(z,2z,) und g(z,2z,) zwei Polynome vom Grad m und n in 
den x mit reellen Koeffizienten; f(z, 2z,) geniige den Ungleichungen 


f(z, 2) > 0 fir z,>1, 2,>1; f°” (x, 2,) > 0 fir 2,>0, z,>0, z,+2,>0. 


Die natiirliche Zahl d gleich 2, wenn r(z,z,) identisch verschwindet, 
sonst gleich 1. 

© sei eine positive quadratische Irrationalzahl, ¢ die erzeugende posi- 
tive Einheit des Zahlkérpers K(o). 

Die durch die Reihe 


« [oz,) . , 7 
Z,(8|\ f(a, 2), 9(2,2%,)) = YS LS g(t, 2q) f(X, 24) 


z,=1 z,=—1 


definierte Funktion la8t sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen; 
sie hat einfache Pole allein an den Stellen 





oa n+2—k 

a a / k=0,1,2,... 
_*-ék, 2bai = \E* = 0, $1, F2,...) 
aiecha. eae § m log 


Dabei bedeutet » eine geeignete ganze Potenz von ¢. 
Bleibt s von den Polen um mehr als eine feste positive, beliebig 
kleine Strecke entfernt, so gilt im Streifen 
5959, 
gleichmaBig in s: 
Z,(8| f (2,24), 9 (2, 2,)) = O(et'*'). 

17. Dem vorigen Satz haftet noch das Unbefriedigende an, daB An- 
nahmen iiber f(z,z,) gemacht werden in einem Bereich, der iiber das 
Summationsgebiet hinausgeht. Es la8t sich aber zeigen, da® der vorige 
Satz auch noch bestehen bleibt, wenn man z. B. folgende Annahmen macht: 

»Es sei @ eine beliebige positive Zahl, die gréBer als o ist; das Polynom 
f(a, 2,) geniige den Ungleichungen: 

f(z,z,)>90 fir 0S 2,< w2,, 
f(z, 2,)>0 fir 0< 2, 
Dann bleibt der vorige Satz bestehen.“ 


\ | 


5 @2,, %,+2,>0. 


|| 


Krefeld, 14. 9. 1928. 


(Eingegangen am 28. 10. 1928.) 
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Aligemeine Eigenwerttheorie Hermitescher 
Funktionaloperatoren. 


Von 


J. v. Neumann in Berlin. 


Einleitung. 


I. Wenn wir alle Funktionen eines gewissen metrischen Raumes Q 
(z. B. der reellen Zahlengeraden, der komplexen Zahlenebene, der Ober- 
fliche der Einheitskugel, der Strecke 0, 1 usw.) betrachten, die gewissen 
Regularitatsbedingungen geniigen (z. B. stetig und bis auf endlich viele 
Knicke stetig differentiierbar sind, zweimal stetig differentiierbar sind, ein 
endliches Absolutwertquadratintegral iiber 2 haben") usw.) und eventuell 
auch noch gewissen Randbedingungen unterworfen sind, so wird unter einem 
linearen Operator bekanntlich das Folgende verstanden: Eine Zuordnung R, 
die jeder Funktion f unserer Klasse eine Funktion Rf (die nicht mehr zu 
dieser Klasse gehéren muB) zuordnet, aber so, da8 stets 


R(a,f,+...+a,f,)—a,Rf,+...+a,Rf, (a,,...,a, komplexe Konstante ) 
ist. 

Wenn in 2 ein allgemeiner MaSbegriff (etwa im Sinne des Lebesgue- 
schen) existiert und dv das Volumelement in 2 ist (auf der Geraden: dr, 
in der Ebene: dx dy, auf der Oberflache der Einheitskugel: sin 0-ddd¢ usw.), 
und das Integral iiber diesen ganzen Raum mit { bezeichnet wird, so heiBt 


ein linearer Operator R selbstadjungiert oder Hermitesch, wenn fiir alle 
zugelassenen Funktionen f, g 


Sf-Rg-de [Rf-g-dv 
gilt*). ' 


*) Die Funktionen dirfen komplexe Werte haben 
*) f ist diejenige Funktion, die tiberall den zum Werte von f konjugiert-kom- 
plexen Wert annimmt. Unsere Terminologie weicht von der tblichen etwas ab: 


(Forteetzung der FuGnote *) auf n&chster Seite.) 
Mathematische Annalen. 102. 4 
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Hermitesche lineare Operatoren (wir wollen sie kurz H. 0. nennen) 
sind z. B. die folgenden (wir geben nun auch die Argumente der Funk- 


tionen an, und zwar sei P der allgemeine Punkt von Q): 


Rf(P) =f (P) 
RfiP a-f(P) (x irgendeine Koordinate von P in Q), 
Rf(P)< Sol, P)-f(P’)-dv’ (¢ (P’, P) = ¢ (P, P’), ad h. der Kern 


ad Hermitesch ), 


Rf(P)=—Lf(P) (L irgendein selbstadjungierter Differen- 
tial- oder partieller Differentialaus- 
druck, vgl. Anm. *)). 


Bekanntlich bestimmen die beiden letzten Typen von H.0O. ein Eigen- 
wertproblem, das bei hinreichender Regularitit des Kernes »(P, P’) bzw. 
der Koeffizienten von L (namlich wenn nur ein , Punktspektrum“ existiert) 
so formuliert werden kann*): 

Ein Eigenwert ist eine Zahl 4, zu der es eine Funktion f+ 0 mit 


Rf=if 
gibt; f ist dann Eigenfunktion. Es gibt im allgemeinen unendlich viele 
Eigenwerte 4,, A,, .--; 
werden kénnen, da8 sie ein vollstandiges System von Orthogonalfunktionen 


bilden. D.h. es gilt: 


denen Eigenfunktionen ¢,, y,,... 80 zugeordnet 


f Pn * Pa AP = Orthogonalitat ), 


a 1, fir m+n 


Pe fir m=n 


ein Differentialoperator R z. B. hei®Bt ja gewéhnlich dann selbstadjungiert, wenn 
{-Rg—Rf-g vollstandiges Differential eines Ausdruckes der f,g und ihrer Ableitungen 
ist, also 


f {-Rg-dv f Rf-g-dv 


ein nur von den Randwerten von f,g und ihrer Ableitungen abhingiger Ausdruck. 
Unsere Selbstadjungiertheit (Hermitescher Charakter) folgt hieraus nur, wenn dieser 
Ausdruck, infolge geeigneter Randbedingungen, verschwindet. D. h. ein im gewéhn- 
lichen Sinne selbstadjungierter Differentialoperator ist es fir uns eventuell erst 
in einem hinreichend eingeengten Definitionsbereiche (vgl. auch Einleitung VII). 

*) Das Eigenwertproblem der reguliren Integraloperatoren wurde von Hilbert 
gelist (Géttinger Nachr. 1904, 8. 49—91), seine Methode wurde spiter von Courant, 
Hellinger, F. Riesz, E. Schmidt, Toeplitz u. a. bedeutend vereinfacht. Die Differential- 
operatoren (zumindest die selbstadjungierten yon zweitem Grade) kénnen bei der 
Lisung des Eigenwertproblems durch Integraloperatoren ersetzt werden (Hilbert, 
Géttinger Nachr. 1904, 8S. 213—259), die dieselben Eigenfunktionen, aber reziproke 


Eigenwerte haben. 
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und fiir jedes Paar zugelassener Funktionen f, g 
f f-G-dv » St-® -dv)-| Sg -@,,-dv) | (Vollstindigkeit). 
o n=i 2 s2 


Wie fiir alle vollstandigen Orthogonalsysteme, gilt der Entwicklungs- 
satz mit Mittelkonvergenz: 
y 
S\r—_Sa,-y, |?-dv — 0 a, = { f-@,-dv) 
fiir N—- oo. . = 5 
Wenn sich »(P, P’) bzw. die Koeffizienten von L nicht mehr ganz 
regular verhalten, so treten Verwicklungen auf, die man durch das Auf- 
treten eines Streckenspektrums kennzeichnet. Immerhin kénnen die Begriffe 
Eigenwert und Eigenfunktion durch geeignete Verallgemeinerungen ( ins- 
besondere durch Herabsetzung der Regularitatsanforderungen an die Eigen- 
funktion oder gar durch Betrachtung sogenannter differentieller Eigen- 
funktionen‘) aufrechterhalten werden. Auch die Vollstandigkeitssitze bleiben 
bei geeigneter Verallgemeinerung (Ersetzen der Summe durch ein Inte- 
gral usw.) gewahrt; aber der ganze Aufbau wird wesentlich komplizierter 
una verliert viel von seiner urspriinglichen Anschaulichkeit*). 
II. Wenn wir die in I. betrachteten kontinuierlichen Riume Q durch 
den ,diskreten Raum“ 1,2,3,... der positiven ganzen Zahlen ersetzen, wobei 
die Funktionen f(P) (P durchlauft 2) durch die Folgen a, (n = 1, 2,... 


x 


und die Integrale {f-dv durch die Summen 3S’a, sinngemaS zu ersetzen 


_ 
n=l 


sind, so gelangen wir zu ganz analogen Begrifisbildungen wie in I. 
Die einfachsten Beispiele von H. O. (ja, wie man nach priiziserer Fassung 
des Begriffes zeigen kann, die einzigen) sind die linearen Transformationen 


unendlich vieler Variablen) mit Hermitescher Matrix: 


RB (&, » Bas oo: > er 
x 
y= Sa gr (n=I1,2 c = ( 
vn —_ mn im >..." “m1 *" om 
m=1 


Die Rolle der , Regularitatsbedingungen* bei Funktionen in 2 spielen da 


*) Hellinger, Géttinger Inaugural-Dissertation 1907, 8.7; Carleman, Sur les 
équations intégrales & noyau réel et symétrique, Upsala 1923, 8. 82 
5) Das Eigenwertproblem der Integralgleichungen mit ,beschriinktem* Kerne 
wurde von Wey! gelést (Géttinger Inaugural-Dissertation 1908) mit Hilfe der Hilbert 
schen Theorie der beschrinkten Bilinearformen (Géttinger Nachr. 1906, 8. 157—209 
Auch fiir eine ausgedehnte Klasse selbstadjungierter Differentialoperatoren zweiten 
Grades, deren Koeffizienten singulair sein diirfen, erledigte Weyl das Eigenwertproblem 
: Math. Annalen 68 (1910), S. 220—269 Eine noch allgemeinere Klasse von Integral 


operatoren untersuchte Carleman ( vgl. Anm. * 


4* 
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x 
Bedingungen von der Art, dab alle S’«, 2, konvergieren sollen, u. a. 
; m=1 
Wir werden diese Matrizen noch im Anhang Iil eingehender betrachten.) 
Diese linearen Transformationen sind offenbar Analoga der Integralkern- 
Transformationen in kontinuierlichen Raumen Q: 
in > , , 
Rf(P) =f p(P’, P)-f(P’)-de’. 
Auch fiir diese Transformationen bzw. fiir die zu ihnen gehérigen 
Hermiteschen Formen 


x 


Ps an n Tn Y,, 


m, n=l 
ist das Eigenwertproblem von Hilbert gestellt und gelést worden, falls die 


x 
(bzw. die Hermitesche Form ’ «, 


Matrix {«, ,} 2,,¥,,) gewissen Bedin- 


mn=l 
gungen geniigt, die der ,Regularitat“ des Kernes »(P, P’) bei Integral- 
kern-Transformationen entsprechen. 
Es treten dieselben Erscheinungen auf: Bei hoher Regularitat (Voll- 
stetigkeit) bloB Punktspektrum, mit denselben Eigenschaften wie in L,, 


x 
nur daB f durch >’ zu ersetzen ist. Also: / ist Eigenwert, wenn es eine 


$2 n=l 
Folge (2,, %,.-.) mit 
R(2,,%,,-.--) A(z, S,..-), LR Sa. emis, (n=l, 2, 
m=1 
gibt [ohne daB (z,, z,,...) = (0, 0,...) ist, auBerdem ist als , Regularitiats- 
zx 
° . * . . " 3 : 
bedingung“ die Endlichkeit von S’|z, |" zu fordern], und (2,, z,,...) ist 
n=1 
dann Eigenfolge. Sind 4,, 4,,... alle Eigenwerte, so kénnen ihnen Eigen- 
folgen (2,,, Z,9;---)> (%eq,> Teg, +--+), --. 80 zugeordnet werden, daB sie ein 


volistandiges Orthogonalsystem bilden: 


, fl, fir p=q 


Va : Orthogonalitit 
|0, fir p+q 


ot pm om 


und® 
= fl, fir p=q : ie hal 
> 2, $ ( Volistandigkeit 
mai "2 ™* |0, fir p+q 


Bei geringerer Regularitat (Beschrinktheit) kann wieder ein Strecken- 


*) Dies ist bekanntlich dem eigentlichen Analogon der Vollstaindigkeitsrelation 
(vgl. L) 


gleichbedeutend. 
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spektrum auftreten, was dieselben Komplikationen bedingt, wie die unter 
I. fiir kontinuierliche Raume skizzierten; da wir uns spiter noch recht 
eingehend damit zu beschiftigen haben werden, wollen wir es hier nicht 
weiter erértern’). Irgendwelche , Regularitits*-Annahmen wurden iibrigens 
in der bisherigen Literatur (sowohl bei Matrizen als auch bei Integral- 
operatoren ) stets gemacht: eine Diskussion des Eigenwertproblems auf Grund 
des Hermiteschen Charakters allein erfolgte nie. 

Ill. Das analoge Verhalten der kontinuierlichen Riume Q unterein- 
ander, sowie mit dem hier betrachteten diskreten Raume 1, 2,..., liegt 
bekanntlich an folgendem: 


Wenn ,, M,,--. ein vollstindiges System von Orthogonalfunktionen 
im betrachteten Raume Q ist, so wird durch die Zuordnung 


f+ (%,,%q,---), By Sf-@-dev (n=1,2,...) 


. . r : . - 
edem f mit endlichem Absolutwertquadratintegral | *.dv eine Folge 
) 1 gral j if g 


= 

%,,%,---) mit endlicher Absolutwertquadratsumme |S’|z, |” zugeordnet. 
n= i 

Dabei entsprechen verschiedenen f verschiedene Bas Bay ose und nach 


dem Satz von Fischer und F. Riesz") entspricht wirklich jedes (z,, 2,,...) 


mit endlichem |S’) x, * einem f mit endlichem Jif ® dv. 


nel $2? 


Die Zuordnung ist linear, d. h. 


aus f +> (Z,, Ze, +.. folgt af<«+(ar,,az,, 
in At folgt /f 
u og j g +> (z, Vy, %, Ys 
Lo +> (910 Yar ---) J 
und es ist 
f f-G-dv 2%.” 
{) n 1 


D. h. alle bei der Beschreibung der Eigenwerte und Eigenfunktionen 
verwendeten Begrifisbildungen sind bei dieser Zuordnung invariant; also 
miissen dieselben in den in I. betrachteten kontinuierlichen Riumen und 
im diskreten Raume aus II. dasselbe Verhalten zeigen. 


) Die volistetigen und die beschriinkten Formen (bzw. Operatoren) wurden von 
Hilbert entdeckt, und er liste ihr Eigenwertproblem (Géttinger Nachr. 1906, 8. 157—209), 
weiter untersucht wurden die beschrinkten Bilinearformen von Hellinger, vgl. Anm. *), 
sowie Journal f. Math. 126 (1909), 8, 210—2738 

Z. B. Géttinger Nachr. 1907, 8. 116—122 
Den Beweis dieser, allgemein bekannten, Tatsachen (zusammen mit dem 
Fischer-F. Rieszschen Satze) werden wir im Kap. I und im Anhang I erbringen 








54 J. v. Neumann. 


Diese Uberlegungen sind es bekanntlich im wesentlichen, durch welche 
Hilbert die Eigenwerttheorie der Integraloperatoren in kontinuierlichen 
Raumen auf die der H.O. fiir Folgen (z,, z,,...) (d. h. Funktionen des 
diskreten Raumes 1, 2,...) zuriickgefiihrt hat*®). 


IV. Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Aufstellung einer allgemeinen 
Eigenwerttheorie aller H.O. Dabei werden wir abstrakt vorgehen, d. h. es 
von vornherein so einrichten, daB sich unsere Resultate gleichmaBig auf 
alle in I. genannten kontinuierlichen Riume anwenden lassen, sowie auf 
den diskreten Raum in II. (d. h. auf die Operatoren der Funktionen in 
denselben ). 

Zu diesem Zwecke werden wir im Kap. I eine allgemeine Charakte- 
risierung (durch fiinf Eigenschaften A bis E, vgl. dort) angeben, die auf 
einen jeden der folgenden Funktionenriume pabt: 

Alle (komplexen, im Lebesgueschen Sinne meBbaren) Funktionen / in 
einem Raume 2 (Zahlengerade, Zahlenebene, Oberfliche der Einheitskugel, 
Intervall 0, 1 usw., vgl. Anhang I) mit dem Volumelement dv, fiir die f f\*-dv 


endlich ist. Alle Folgen (2,,2%q,...) von (komplexen) Zahlen mit endlichem 


a 


Zum ersten Falle ist zu bemerken, da8 solche Funktionen f, g, fiir die 
ae g(P) iiberall — mit Ausnahme einer Lebesgueschen 0-Menge — 
gilt, als nicht verschieden anzusehen sind. 

Die Elemente dieser Funktionenriume lassen alle Vektor-Operatoren zu: 
man kann sie addieren und mit (komplexen) Zahlen multiplizieren, ferner 


zx 
ist fiir zwei von ihnen das ,innere Produkt“ ff-g-dv bzw. »S'2, ¥, 
82 n=l 


definiert. Das innere Produkt bezeichnen wir mit (/f,g) (wenn nichts Be- 
sonderes gesagt wird, wollen wir auch die Folgen (2z,, 2,,.--), (Yys Yar ««+)s «+: 
als Funktionen ansehen — vgl. IJ. — und mit f, g, ... bezeichnen), mit seiner 
Hilfe ist in allen Fillen der Hermitesche Charakter der Operatoren R zu 
definieren: 
(f, Rg) =(Rf,g). 
(In. I. war das die Definition, und der in II. ist es gleichwertig.) Wie 
bei Vektoren erméglicht das innere Produkt die Definition eines Absolut- 
wertes: |f| = (f, f 7) f\*-dv bzw. / > |4, *), und einer Entfernung: 
2 


n=l 


*) Dies ist insofern historisch ungenau, als der Fischer-F. Rieszsche Satz erst 
nachher gefunden wurde. Dieselben Uberlegungen haben in der neuen Quanten- 
theorie eine wichtige Rolle gespielt, vgl. Schrédinger, Annalen d. Phys. 79, 8 (1926), 
S. 734—756. 
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\f—g! (diese ist also das Analogon der gewéhnlichen Euklidischen Ent- 
fernung); unser Raum wird demnach durch dasselbe ,metrisiert* und 
,topologisiert*. D.h. topologische Ausdrucksweisen, wie Abgeschlossenheit, 
Stetigkeit usw., werden in ihm sinnvoll. 

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, noch ein Wort der konsequenten 


Beschrinkung auf Funktionen f mit endlichem [\f|*-dv zu widmen. Fiir 
Q 


Eigenwertprobleme bei Folgen ist es seit den grundlegenden Unter- 
suchungen von Hilbert (vgl. Anm. ’)) und E. Schmidt") iiblich, die Endlich- 
keit von  z, > mu verlangen; bei den f in kontinuierlichen Riumen ist 
n=l 
jedenfalls fiir die Eigenfunktionen des Punktspektrums f f\*-dv endlich. 
e Q 
Im Streckenspektrum ist freilich weder 5’ | 2, |* noch [ f|*-dv endlich (wenn 
n=l 

iiberhaupt noch Eigenfolgen bzw. -funktionen existieren und nicht zu 
»differentiellen Lésungen“ Zuflucht genommen werden mu), indessen 
werden wir (unter Verallgemeinerung der Hilbertschen Methoden) zeigen, 
daB es gerade giinstig ist, die Kigenfunktionen im Streckenspektrum als 
uneigentliche Gebilde zu behandeln, d.h. das Eigenwertproblem ohne ihre 
explizite Nennung zu formulieren. 

Unser Funktionenraum ist, wenn wir den diskreten Raum 1, 2,... 
zugrunde legen, der sogenannte (komplexe) Hilbertsche (d. h. unendlichviel- 


dimensionale Euklidische) Raum: die Menge aller Folgen (z,, z,,...) mit 
endlichem |5’|z,|*. Da, wie in III. bemerkt wurde, alle unsere Funktionen- 
n=1 


Mannigfaltigkeiten isomorph sind (d. h. ein-eindeutig aufeinander abgebildet 
werden kénnen, wobei die Operationen f+ g, a-f, (f,g) in ihre Analoga 
iibergehen), wollen wir sie auch als Hilbertsche Riume bezeichnen. Und 
sie alle sollen als spezielle Verwirklichungen des allgemeinen abstrakten 
Hilbertschen Raumes angesehen werden, der durch die ,,inneren“ Eigen- 
schaften A bis E allein (und bis auf Isomorphien vollstindig, vgl. Kap. 1) 
charakterisiert ist. 

Den abstrakten Hilbertschen Raum nennen wir 9. 

V. Im abstrakten Hilbertschen Raume verstehen wir unter einem H. O., 
wie in I, gesagt wurde, eine Funktion R (fiir gewisse f aus ) definiert 
und Werte aus 9 annehmend), die die folgenden Eigenschaften besitzt: 


(a) R(a,f,+.--+a,f,)=@,Rf,+...+a, Rf, 


(a,,...,@, komplexe Konstanten), 


i 


(fp) (f, Rg) =(Rf,g) 


‘t) Z. B. Rend. d. Cire. Mat. d. Palermo 25 (1908), 8. 57—78. 
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(soweit beide Seiten Sinn haben). Wir nehmen iibrigens einstweilen an, 
daB der Definitionsbereich von R eine lineare Mannigfaltigkeit ist, d. h. mit 
fy, --5f, auch a, f,+...+a,f, enthalt. (Die endgiiltige Definition der 
H. 0. wird zwar etwas anders Jauten, es kommt uns aber zunichst darauf 
nicht an.) 

Wir nennen einen H.O. R beschrinkt, wenn |f| <1 |Rf|< C zur 
Folge hat, wobei C beliebig, aber von f unabbangig ist. Da allgemein 
af|=|a||/f) gilt, ist dies mit |Rf|<C-|/|, oder auch |Rf—Rg|<C-\f—g 
gleichbedeutend: d.h. es driickt eine Art Stetigkeit von R aus**). 

In der von Hilbert aufgebauten Theorie der beschrinkten Hermiteschen 
Formen (d.h.H.O.) kann man stets annehmen, daB A fiir alle f von 9 
definiert ist: wenn das nicht der Fal! ist, kann es (wegen seiner Stetigkeit) 
auf ganz 9 fortgesetzt werden. Wenn wir aber eine allgemeine Theorie 
der H.Q. dufstellen wollen, die auch iiber die beschrinkten hinausgeht, so 
diirfen wir nicht veriangen, daB R iiberall in ) definiert sei. (Nach einem 
Satze von Toeplitz mu8 sogar jeder iiberall sinnvolle H.O. beschrinkt sein, 
vgl. Satz 48, «), y) und Anm. “).) So sei z. B. 2 das Intervall 0,1, und R 


.d = ; 
der Operator i ip ttt fiir alle differentiierbaren, in 0 und 1 verschwinden- 
cf 
den Funktionen. R ist ein H.O., aber es ist offenbar nicht fiir undifferen- 
tiierbare Funktionen zu defirieren! Ebensowenig wird fiir einen hochsingu- 
laren Integralkern g (P, P’ Sq (P’, P)-¢(P’)-dv’ fiir alle f (mit endlichem 
2 
f f\°-dv) konvergieren. Ein anders geartetes, aber auch recht charakte- 
ristisches Beispiel ist dieses: 2 sei die Zahlengerade, R/f(zx x-f(z). 
Auch R ist ein H.0O., da aber f f(x)\*dzx endlich sein kann bei unend- 
= x 
lichem j s* f(x)\*dz, ist auch dieses R nicht stets sinnvoll. 


=x 
Die Einschrinkung also, daB («),(f) nur soweit zu gelten haben, als 
beide Seiten sinnvoll sind, ist eine recht wesentliche. Immerhin werden 
wir aber (als Minimum) verlangen, daB 


y) der Definitionsbereich von R iiberall dicht (in §) sei 
’ . , a : 
Was dies bedeutet, kann man sich z. B. an 1 i bzw. 2-... miihelos 
Cc 
1¢ 


Wenn wir © als Folgenraum (eigentlichen Hilbertschen Raum ) auffassen, so 
ist unsere Definition der Beschrinktheit dem Wortlaute nach von der Hilbertschen 
verschieden: wir verlangen (in Hilberts Terminologie) die Beschrinktheit des mit 
sich selbst gefalteten R. Immerhin sind diese Formulierungen gleichwertig, naher er- 
értern wir dies in Kap. II, Satz 12. — Man beachte tibrigens, daB unsere ganze Topo- 
logie von § stets im Sinne der sogenannten ,starken Konvergenz“ zu verstehen ist, 
val. Weyl, Dissertation, 8. 9 
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klarmachen: diese sind fiir alle (in 0 und 1 verschwindenden) Polynome 
bzw. fiir alle auBerhalb eines willkiirlichen (aber endlichen) Intervalles 
stets verschwindenden Funktionen immer sinnvoll, und beide Funktionen- 
Mengen sind iiberall dicht. 

Bei dieser Anordnung laufen wir aber Gefahr, zu wenig zu verlangen: 
unsere H.O. kénnten bereits an solchen Stellen (infolge einer willkiirlichen 
Einengung des Definitionsbereiches) sinnlos sein, wo sie noch auf natiir- 


liche Weise definiert werden kénnten. (So hatte man z. B. bei : ee 
€ 


unbeschadet der iiberall-Dichtigkeit des Definitionsbereiches, statt einmaliger 
Differentiierbarkeit auch Analytizitaét verlangen kénnen.) Um dieser Schwie- 
rigkeit zu entgehen, stellen wir den Begriff des maximalen H.O. auf: 

Der H.O. S heiBe Fortsetzung des H.O. R, wenn iiberall wo Rf 
Sinn hat, auch S/ Sinn hat, und mit Af iibereinstimmt. Wenn S + R 
ist (d.h. S an mehr Stellen sinnvoll ist, wie R), so ist S eine eigentliche 
Fortsetzung. Ein H.O. R, zu dem es keine eigentlichen Fortsetzungen mehr 
gibt, heiBe maximal. (Abkiirzungen: Forts., max. 

Da, wie wir sehen werden (Satz 35), jeder H.O. zu einem max. H. 0. 
fortsetzbar ist, miissen wir in erster Linie die max. H.O. untersuchen. 
Dazu ist es aber notwendig, eine allgemeine Formulierung des Eigenwert- 
problems anzugeben (und zwar im abstrakten Hilbertschen Raume) bei 
der Punkt- und Streckenspektrum gleichmiBig Beriicksichtigung finden. 
Dies soll im niachsten Paragraphen, in Anlehnung an Hilberts Formulierung 
des Problems, erfolgen. 

VI. Betrachten wir zunichst den k-dimensionalen Euklidischen Raum. 
Wenn dort ein H.O. gegeben ist, d.h. eine Zuordnung 


B(a@,, .. 98 Boy v00y Ba)> 


k 


¥,= D> 4,7, (m=l1,...,.k), a. =a. 

m1 
Konvergenzfragen gibt es hier ja nicht!), so ist es bekanntlich stets még- 
lich R durch Ejinfiihrung neuer kartesischer Koordinaten (d.h. durch eine 
unitére Transformation) auf die Diagonalform zu bringen. D.h. es gibt 
eine unitére Transformationsmatrix {u 


1 
mn 


F " k ” 
~ f 1, fir m<—n \ f 1, fir m<—n 
u ” u n es ’ u sm u >” > 
a “er 10, fir men =_e 3 {0, fiir m+n 
pes p=1 
so daB nach der Transformation 
k k 
S y’ y’ . 
€.= 2&..f0, % 2 Mn Yn (= ow I, ..., B) 
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R einfach durch 


n, =A, 6, (n=1,..., &) 
(A,,..., 4, Teelle Konstante, die Eigenwerte von R!) beschrieben wird**). 
D. h. es ist 
k 
» ws _ X 
Can = DA, Un Uap (m,n =1,..., b) 
v 


Dabei sind die 4,,...,4,, bis auf die Reihenfolge, durch R eindeutig 
bestimmt, nicht aber die u Wie man sofort sieht, kann man sie durch 
d,u,,,, ersetzen (#,,..., 0, beliebige Zahlen vom Absolutwerte 1), und 
wenn mehrere der A, einander gleich sind, sind sogar die dazugehdérigen 


Zeilen (u,,,..-, %,,) beliebig untereinander unitér transformierbar. 

Eine uneindeutige Formulierung des Eigenwertproblems, wie diese 
(Transformierbarkeit auf die Diagonalform), ist wenig geeignet, um von 
den k-dimensionalen Euklidischen Riumen auf den unendlichvieldimensio- 
nalen (d.h. Hilbertschen) iibertragen zu werden. Die richtige, leicht zu 
verallgemeinernde, Fassung des endlichvieldimensionalen Problems findet 
man, indem man es nach Hilbert eindeutig formuliert. Dies geschieht so: 

Wir setzen 


Cun (4) = 2 Uap May 4 eine beliebige reelle Zahl), 
Ap = “ 


dann sind die {e,.(4)} Matrizen von H.O. E(A), mit der leicht zu veri- 
fizierenden Eigenschaft 


(a E(A) E(u E(u) E(A) = E(A) (Asp) 


(also insbesondere E(i)* = E(A)) ™). Seien L,,...4, (Ak) die vonein- 


ander verschiedenen Werte der 4,,...,4,, und zwar wachsend angeordnet. 
Dann ist Z(A) (als Funktion von 4) in den Intervallen 


itive. ,.ch -<telt 22 


konstant, und bei /,,..., J, liegen (links) Spriinge. Im ersten der genannten 
Intervalle ist es offenbar =, im letzten (wegen der Unitaritit von {u, ,}) 
hat es die Einheitsmatrix, es ist also der identische Operator 1. Aus der 


letzten Formel fiir «,, folgt sofort (1, beliebig, aber < J, ): 


nn _ 


p=i 


A ~y : 
bal Yl (en (l,) .o. 1)) = Sade, (a). 
«2 


P 


*8) Wie man sieht, sind 4,,..., 4, Eigenwerte, und (i,;,..., %,),---» Win» «++» Ma) 
dazugehérige Eigenvektoren ( vgl. IL. ). 
“*) Was bei iiberall sinnvollen Operatoren A, B unter AB zu verstehen ist, 


ist klar. 


**) Stieljessches Integral! 
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i 
Hieraus folgt sofort (wenn, ebenso wie in IV., (f,g) = Sz, ¥, ist, falls 
f = (2,, -++5 By)» F = (Hqr---> Hq) ist = 


(p (f, Rg)= fad f, E(A)g). 
Man iiberlegt sich leicht, daB (a),(#), zusammen mit E(i) = 0 bzw. 1 


fiir kleine bzw. groBe 4, und damit, daB E£(A) in A nach rechts stetig ist, 
die Operatoren E(i) vollkommen festlegt. Da aber aus den E£(A) (bzw. 
den e,(4)) die Diagonalform von R leicht erzeugt werden kann, ist dies 
die eindeutige Formulierung des Eigenwertproblems. 

Kehren wir nun zum abstrakten Hilbertschen Raume § zuriick! Die 
Bedingungen («),(f) diirfen da wértlich itibertragen werden, wenn wir nur 
die H(A) genau erkliren: sie sollen iiberall sinnvolle H.O. sein**). Die 
Zusatzforderungen betrefis der 4- Abhangigkeit der £(4) formulieren wir so: 


fir 4—-—ao E(i)—0, fir 4-—-+00 F(id)—l, 


fir 4>4,,i—4, E(i)—E(A).%) 


DaB gerade dies die richtige Generalisierung ist, wird der Erfolg zeigen. ) 


Eine («), (y) geniigende Schar £(/) heiBe eine Zerlegung der Einheit 
kurz: Z.d.E.); wenn R zu ihr in der Beziehung (f) steht, ist es der 
dazugehérige Operator. Freilich entstehen Konvergenzfragen, wir werden 
aber sehen (vgl. Satz 36), daB diese am besten behoben werden, wenn wir 


8) so verschirfen: Rg habe dann und nur dann Sinn, wenn 
x 
, ;2 1/3 2 
(p fi d\E(ijg 
—-@ 


endlich ist — dann sind (wie wir zeigen werden) alle Integrale von (f) ab- 
solut konvergent — und es mége (f) gelten. (Aus (a) folgt, daB |E(A) /\* 
als Funktion von 4 nie abnimmt, vgl. Satz 17,18, der Integrand 1° von 
(B’) ist > 0: also ist das Integral (f’) entweder absolut konvergent, oder 
eigentlich divergent, und zwar +00.) Man sieht leicht ein: eine Z. d. E. 
also eine die («), (y) geniigt) bestimmt den zugehérigen Operator (wenn 
es einen gibt) eindeutig: denn der Definitionsbereich ist gegeben (durch (f’)), 
und alle (f, Rg) (durch (f)), also auch Rg. 


1%) Im k-dimensionalen Raume hat £(i)* = E(A4), wie man leicht verifiziert, 
die Konsequenz |£(i)f| < |f|; es ist also zu erwarten, daB es in § ebenso sein wird, 
also daB E(i) als beschrinkt und somit tiberall sinnvoll anzusetzen ist (vgl. auch 
Kap. ITI, Satz 14, 15, 16). 

+”) Bei (iberall sinnvollen) Operatoren A,, B verstehen wir unter A,-+ B, daB 
fir alle f A,f—-Bf gilt. 1 ist durch 1f =/ definiert. 
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Das Eigenwertproblem besteht also darin, zu entscheiden: Gibt es zu 
jeder Z. d. E. einen zugehérigen H.O.? Ist dieser maximal? Miissen zu ver- 
schiedenen Z. d. E. verschiedene Operatoren gehéren? Welche H. O. gehéren 
zu Z.d. E.?**) Wir werden sehen, daB die drei ersten Fragen bejahend zu 
beantworten sind ( vgl. Satz 36). Bei der vierten miissen wir daher weiter 
fragen: Die den Z. d. E. zugeordneten H.O. sind eine Teilklasse der Klasse 
aller max. H.O. Welche ist nun diese Teilklasse? 

VII. Wir werden sehen (Satz 36,38), daB sie nicht alle max. H. 0. 
umfaBt. Es gibt eine Ausnahme'*) #, und alle anderen Ausnahmen lassen 
sich durch gewisse, hier nicht zu erérternde, triviale Operationen aus ihr 
und den H.O. mit Z.d.E. aufbauen (vgl. Satz 38). Bei & werden wir 
sehen, daB seine Eigenschaften in der Tat jede verniinftige Formulierung 
eines Eigenwertproblems ausschliefen, da es aber keineswegs ,,pathologisch“ 
ist: es ist leicht zu beschreiben ( vg!. Anm.*”) 

Immerhin miissen solche max. H.0O., die beschrankt, oder definit, oder 
reell™) sind, eine Z.d.E. besitzen, gewisse einfache Eigenschaften sind so- 
mit mit dem Fehlen der Z. d. E. unvertriglich ( vgl. Satz 40). Das Auftreten 
dieses J} kénnen wir auch so deuten, daB der Hermitesche Charakter bei 
unendlichen Operatoren das Auftreten der Ausnahmefiille der Elementar- 
teilertheorie nicht mehr verhindert (im Gegensatze zum Falle endlich vieler 
Dimensionen; oder im Unendlichvieldimensionalen, zu den reellen, oder 
beschrinkten, oder definiten Operatoren), aber da nur ein einziger Aus- 
nahme-Typus vorkommen kann. 

Es geniigt wohl vorliufig soviel iiber die max. H.O. zu sagen. ( Ins- 
besondere soll nicht weiter erértert werden, wie und in welchem Umfange 
die Kenntnis der Z.d. E. — d.h. der ,,Hilbertschen Spektralform* die 
Lésung des Eigenwertproblems, so wie es in [., II. formuliert wurde, er- 


méglicht. Es sei diesbeziiglich auf die in Anm. *‘), *) zitierten Untersuchungen 


'*) Hilbert bewies: Fiir beschriinkte H. O. gibt es stets eine und nur eine Z. d. E., 
und zwar kommen die und nur die Z.d.E. vor, fir die £(1) fir hinreichend kleine 
wie fir hinreichend groBe 1 konstant (also = bzw. 1) wird. (f*) fallt dann fort, da 
es stets erfillt ist. ( Zitat: Anm. ”), Bei unserer Formulierung ist offenbar die Ab 
trennung von Punkt- und Streckenspektrum noch nicht vollzogen (in (7) wird 4 
verlangt!), sie ist fir unsere Zwecke unerheblich 

Der unter anderem der Anhang IV dieser Arbeit gewidmet wird 


Sei ¢,, %,,--. ein vollstandiges Orthogonalsystem in § (vgl. Def. 3), dann 


>» 
kann jedes f eindeutig auf die Form > x, ¢, gebracht werden, es heiBe reell, wenn 
i 


alle z, es sind. Rf entsteht aus f, wenn alle z, durch R z, ( Realteil!) ersetzt werden 
R ist reell, wenn bei sinnvollem Rf auch’R Wf sinnvoll ist, und zwar =R Rf. (In 
den Begriff der ,,Realitat“ geht also noch willkirlich cin gewisses vollstandiges Ortho- 
gonalsystem ein 
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verwiesen.) Dagegen ist noch der Fall solcher H. O. zu erértern, deren 
Maximalitat nicht gesichert (oder nicht vorhanden) ist. Die H.O. sind ja 
meistens so gegeben: z. B. als selbstadjungierte Differentialoperatoren, defi- 
niert fiir alle n-mal differentiierbaren Funktionen (n ist der Grad!), die 
gewissen Randbedingungen geniigen. Wir haben in V. erwahnt, dal jeder 
H.O. zu einem max. H.O. fortsetzbar ist, es ist aber nicht gesagt, dab 
dies nur auf eine einzige Weise geht. 

Wir werden auch diesbeziiglich einfache Resultate erzielen, so u. a.: 
wenn ein H.O. nicht selbst max. oder nicht nach einer gewissen trivialen 
Forts. max. ist, so kann er auf Kontinuum viele verschiedene Arten max. 
gemacht werden (vgl. die Schlubbemerkung von Kap. VIII). Beschrinkte 
H.0O. sind stets im ersten Falle. 

Es werde noch an einem einfachen Beispiel klargemacht, wie diese 
mehrdeutige Fortsetzbarkeit zustande kommt. Sei {2 das Intervall 0, 1, 


7 . : . " 
R der Operator 1 itt definiert fiir alle differentiierbaren Funktionen. Da 
ax 
1 
{,Rq Rf,g Jitfl(a)g'(2 f (x)@(x)}dz 


{fljgal f(0)9 0)} 
ist, ist R nicht Hermitesch, wohl aber R, und R, (#8 eine Zahl vom 
Absolutwerte 1), die aus R durch die folgende Einschrinkung des Definitions- 
bereiches entstehen: 


f(0 f(ij=0O bzw. fil &-f(0). 


R,, hat max. Fortsetzungen, z.B. S,. Alle S, sind auch max. Forts. von R,. 
Und sie sind alle verschieden, denn wire Sy, = S»y,=— 8, so ware S fiir 
ein f und ein g mit /(0 g(0 1, f(i)=98,, g(1) =, sinnvoll, 
und daher 

f, Sq Sf,g v, v,— 140, 


also S kein H.O. Die Mehrdeutigkeit der max. Forts. riihrt hier also von 
der Mehrzahl der méglichen Randbedingungen her. Wir werden sehen, dab 
noch im allgemeinsten Falle die Verhiltnisse eine gewisse Analogie hiermit 
aufweisen (vgl. Satz 26, 27)**). 

VIII. Der Zusammenhang der H.O. von 9 mit den Matrizen ist 
bekanntlich dieser: sei R ein H.O. und ¢,, yy, ... ein vollstindiges Ortho- 
gonalsystem (vgl. Def. 3), dann wird R die Matrix {«,.}, a. =(9,, R,), 
zugeordnet. Diese Zuordnung ist bei beschrinkten H.O. ganz klar, bei 


") Bei singuliren Integraloperatoren fand schon Carieman Zeichen dieser Mehr- 


deutigkeit, jedoch konnte er in diesem Falle das Eigenwertproblem nicht ganz lésen 
es fehlte das Analogon der entscheidenden Bedingung («) aus IV.). Vgl. Anm. *). 
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unbeschriankten ist sie mit gewissen Komplikationen verkniipft. Sie wird 
uns im Anhang III beschaftigen. Die unitire Transformationstheorie der 
unbeschrinkten Matrizen fiihrt in eine besonders eigentiimliche Pathologie, 
dieselbe soll aber an anderer Stelle untersucht werden**). 

Auch iiber das Verhiltnis dieser Resultate zur neuen Quantentheorie 
(der sogenannten ,,Transformationstheorie“) wollen wir hier nicht sprechen, 
jedenfalls zeigen sie, daB die allgemeine Theorie der H. 0. keineswegs iiberall 
dasjenige Verhalten zeigt, welches in der ,,Transformationstheorie“ (auf 
Grund der Analogie mit beschrinkten oder gar endlichvieldimensionalen 
Operatoren) im allgemeinen vermutet und vorweggenommen wurde. 

IX. Es bleibt noch iibrig, einiges iiber die Methode und Anordnung 
dieser Arbeit zu sagen. 

Der wesentliche Kunstgriff ist das Untersuchen eines gewissen Ope- 


. age) Me # 

rators U, der symbolisch mit U - R = bezeichnet werden kénnte, an 
Stelle von R. Wenn RF ein H.O. ist, so ist nimlich U langentreu (d. h. 
Uf \f|), also stetig, und somit leichter zu behandeln (vgl. Satz 22, 23, 24 


+al 
il 
Alle anderen Methoden versagen: Die eleganten Verfahren von Hellinger 
und von F. Riesz, weil in ihnen der Operator FR iteriert werden muJ, 
was nur bei iiberall sinnvollen (also beschrinkten) H.O. ohne weiteres 
geht, bei beliebigen H.O. aber zuniichst fraglich ist. Alle Maximum-Mini- 
mum-Methoden, sowie die Methode von E. Schmidt sind von vornherein 
auf Fille ohne Streckenspektrum beschrankt. Die urspriingliche Hilbertsche 
Methode (Approximation durch endlichvieldimensionale Abschnittoperatoren) 
ist es allein, die gewisse Resultate zu erzielen erlaubt: aber nur unter sehr 
groBen Schwierigkeiten, und nur einen Bruchteil dessen, was wir erreichen 
kénnen**), 


‘ — ; 
Diese ,,Cayley-Transformation“ U = 5 ist der Kern unserer Methode. 


*2) Vgl. eine demnichat im Journal f. Math. erscheinende Arbeit des Verfassers: 
Zur Theorie der unbeschrankten Matrizen“. 

**) Der Verfasser konnte mit dieser Methode den Fall reeller H. O. (vgl. Anm. ™)) 
erledigen, wo der in VII. angedeutete Ausnahmefall noch nicht in Erscheinung trat. 
Dabei konnte aber der FortsetzungsprozeB der H. 0. nicht so tibersehen werden, wie 
es etwa im Kap. VIII der Fall sein wird, und die Methode war derart unkonstruktiv, 
daB dabei z. B. der Wohlordnungssatz herangezogen werden muBte (vgl. die Ankiin- 
digung im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 37, 1—4 (1928), 8. 11—15), auch war den nicht- 
reellen H. O. so nicht beizukommen. — Der Verfasser méchte es nicht versiumen, Herrn 
E. Schmidt an dieser Stelle seinen Dank fiir das Interesse auszusprechen, das er diesen 
Untersuchungen (insbesondere der Cbertragung der Resultate auf nicht-reelle H. 0.) 
zugewandt hat, und darauf hinweisen, daB er wiederholt wesentliche Anregungen aus 
Gesprichen mit ihm empfing. Insbesondere stammt der Begriff der ,Hypermaximali- 
tit“ von H.O. (vgl. Def. 9), sowie die Erkenntnis, da®B diese Eigenschaft fiir die 
Existenz der Z.d.E. notwendig und hinreichend ist, von E. Schmidt. 
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Die Anordnung des Gegenstandes ist die folgende: Die Kap. I bis IV 
sind vorbereitender Natur: I. Struktur des Raumes 9, II. Allgemeines 
iiber Operatoren in 9, III. Lineare Mannigfaltigkeiten und ihre Projektions- 
operatoren, IV. Reduzibilitit von Operatoren. In den Kap. V bis VIII 
wird die Hauptarbeit der Lésung des Eigenwertproblems geleistet: 
V. Cayleysche Transformation, VI. Erweiterungselemente, VII. Defekt- 
indizes, VIII. Der FortsetzungsprozeB. In Kap. IX bis X werden im An- 
schlu8 daran die genauen Normalformen fiir die max. H. O. hergestellt: 
IX. Eigenwertdarstellung, X. Operatoren ohne Eigenwertdarstellung. Kap. XI 
bis XII enthalten schlieBlich einige allgemeine Sitze iiber unbeschrinkte 
Operatoren: Xi. Halbbeschrinktheit, XII. Pathologie der Unbeschrinkt- 
heit**). AuBerdem sind noch einige Anhinge da: In I. wird bewiesen, dab 
die Funktionenriume von I. (Einleitung) wirklich den Bedingungen A bis E 
von Kap.I geniigen (also daB unsere Theorie auf sie anwendbar ist)**). 
In Anhang II beweisen wir einen Satz iiber die Lésung des Eigenwert- 
problems unitiérer Operatoren (allgemeiner dessen von ,,normalen“ dies 
ist eine Frage iiber beschrinkte Operatoren, die mit der F. Rieszschen 
Methode lésbar ist, aber im Rahmen der Hilbertschen Theorie bisher nie 
erledigt wurde**). Wir brauchen dies fiir Kap. VIII, da es aber methodisch 
in den Kreis der Hilbertschen Theorie gehért, ziehen wir vor, es so getrennt 
zu behandeln. In Anhang III gehen wir auf den Zusammenhang von Opera- 
toren und Matrizen naher ein (vgl. VIII. Einleitung, sowie Anm.**)); in IV 
wird der Operator # (vgl. VII. Einleitung) genauer untersucht. 

Im iibrigen ist diese Arbeit ein logisch geschlossenes Ganzes, das ohne 
alle Vorkenntnisse aus der Literatur der ,unendlich vielen Variablen“ ge- 
lesen werden kann. (Dementsprechend ‘st auch der Inhalt der Kap. I, III 
und des Anhangs | abgesehen von der Anordnung — nicht neu. 


I. Der abstrakte Hilbertsche Raum. 


Wir charakterisieren den abstrakten (komplexen) Hilbertschen Raum 
durch fiinf Eigenschaften A bis E. Es erweist sich als zweckmiBig, an 
einige von ihnen einige einfache Sitze anzuschlieBen, die bereits aus den 
betreffenden allein folgen. 


%) Dieselbe wird in der in Anm.**) angekiindigten Arbeit des Verfassers noch 
bedeutend verschirft werden. 

*) Dies ergibt, zusammen mit einigen Uberlegungen von Kap. I, natirlich einen 
Beweis des Fischer-F. Rieszschen Satzes. 

%) Es kommt im wesentlichen daraut heraus, da8 zwei vertauschbare beschrinkte 
H.O. eine gemeinsame Eigenwertform (oder Spektralform) nach Hilbert zulassen. 
Vgl. Hellinger-Toeplitz, Encyklopidie-Artikel II, C. 13, 8. 1562 u. f., wo die Frage fir 
volistetige H.O. gelést wird. 
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A. © ist ein linearer Raum. 

D.h.: es gibt in 9 eine Addition f+-g, eine Subtraktion f — gq, und 
eine (skalare) Multiplikation af (f,g von 9, a eine komplere Zahl), 
sowte ein Element 0; und fiir diese gelten die Rechenregeln der gewdhn- 
lichen Vektoralgebra. 


Definition 1. Eine Teilmenge 92% von 9 heiBt eine lineare Mannig- 


faltigkeit (kurz: lin. M.), wenn sie mit f,,...,f, auch a,f,+...+a,f, 
enthalt. Wenn YW irgendeine Teilmenge von § ist, so ist die Menge aller 
a,f,+...+a,f, (f,.-.f, von M, a,,...,@, Konstante) die kleinste 2 
enthaltende lin. M., sie heiBe die von Yt aufgespannte lin. M 

Definition 2. n Elemente f,,..., f, hei®en linear unabhingig (kurz: 
lin. unabh.), wenn aus a,f,+...+a,f,=—0 a,=...=a,=—0 folgt. 
n lin. M. M,,...,IM, heiBen lin. unabh., wenn aus ff, +...+/f,=—0 
(f, von M,,...,f, von M_) fL—...—f, =O folgt. 


B. Es gibt in % ein, zu dem der Vektorrechnung analoges, inneres 
Produkt, das eine Metrik erzeugt. 


D.h.: es gibt eine Funktion (f,g) (f,g von 9, (f,g) eine komplexe 
Zahl) mit den folgenden Eigenschafien: 

1. (a@f,g)=a(f,9), 2-(fitteg f.9)+(fg), 3 LQ=(9.f), 

4. (f,f) =0 und nur fir f=0 ist e = 0. 
Aus 1.,2. folgt nach 3.: 1". (f,ag)=4(f,g), 2. (f.9, +9.) = (f.9,) 
t- (f,9_)-) Durch 

f\= Vie 

wird ein ,,Betrag’ definiert, durch f—g\ die Metrik (vgl. Satz 2 und 
Anm.*')). 


Satz 1. Ee gilt stets 


f,9)| S\f\-\g). 
Beweis. Erstens ist (nach 2.,2"., 3. und 4. 
RF, 9) = f+ {+s =» (ean. Ta8 < (Gs, fs 2 t<5 
oe *4 . 
5 (0, +(9,9)) =A slat 


; ’ a ay neg 
Wir ersetzen f,g durch af, ~9 (@>0): die linke Seite bleibt invariant, 


die rechte hat das Minimum /f|-|g|. Wir ersetzen f durch #-f (|8 1), 
die rechte Seite bleibt invariant, die linke hat das Maximum |(f,g)|. Also 


i(f,9)| SIfl-|g}- 
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Satz 2. Ee gilt stets: 


lJaf\=la| |r|, |ftel<ifi+lol. 
Beweis. Das erste folgt sofort aus 1., 1’., das zweite aus Satz 1: 
(f+¢.ft+g=(,f)+(9,.9)+2R(f9), 
iftgol?=Irl*+lol?+2R 69) Siri? +lol?+2IF) igi, 
Ift+a\s\fi+lg). 


Definition 3. Zwei f, g sind orthegonai (kurz: orth.), wenn (f, g) = 0 
ist; zwei lin. M. sind orth. wenn jedes Element der einen zu jedem der 
anderen orth. ist. Eine Menge 92 hei®t normiert orthogonal (kurz: norm. 
orth.), wenn 

, tu =@) 
(f.9 * * het f.g von M 
gilt. Sie ist vollstandig (kurz: vollst. norm. orth.), wenn sie nicht echter 
Teil einer anderen norm. orth. Menge ist — was offenbar besagt, dai 
fi. 9 0 (f fest, fiir alle g von Wt) |f|—1 ausschlieBt, also auch 
\f| >0, also f= 0 zur Folge hat. ( Bekanntlich hat bei mehreren Elementen 
oder lin. M. die paarweise Orth. die lin. Unabh. zur Folge.) 


Definition 4. Nach Satz 2 ist |f—g) eine Entfernung in *’), 
also  topologisiert. Eine abgeschlossene (kurz: abg.) lin. M. ist also eine, 
die ihre Haufungspunkte enthalt. Wenn wir zur von ¥ aufgespannten 
lin. M. alle ihre Haufungspunkte hinzufiigen, erhalten wir die kleinste 9) 
enthaltende abg. lin. M.: die von I aufgespannte abg. lin. M. 


C. In der Metrik \f —g\ ist D separabel. D.h.: eine gewisse ab- 
zihlbare Menge ist in % wiberall dicht. 


D. © besitzt beliebig (endlich!) viele lin. unabh. Elemente”). 


**) Von einer ,Entfernung* /, g verlangt man bekanntlich, daB sie den folgenden 
Axiomen geniige: 

1. f,g=9, und nur fir f=g ist es = 0; 

2. hoa: 

8. LAS a+g,h. 
In linearen Réumen kommt noch 

4. f+h,g+h=f,g, af,ag=|a\-f9 
hinzu. — Alle diese Eigenschaften besitzt f,g=|f—g| nach Satz 2. Man beachte, 
daB (f,g) wegen seiner Bilinearitét (1., 1’. in B) und Satz | stetig ist 

**) Hierdurch wird die Méglichkeit, daB 9 ein endlichvieldimensicnaler Euklidi- 
scher Raum sei, ausgeschlossen. Die Bedingungen A, B sind tibrigens in Anlehnung 
an ein (fir endlich viele Dimensionen aufgestelltes) Axiomensystem des Vektorraumes 
von H. Weyl (Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin 1923, §§ 2—4) gebildet 
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Hermitescher Funktionaloperatoren. 


nwerttheorie 


Eige 
Beweis. Fiir a, f, p,) gilt bekanntlich: 
y N N 
fax , 13 om > y 
j de a, q i = y) hs / a, gq 1 ~ ay, q m? a,, q " 
n=1 n=1 n,n=1 
N N 
- om T y’ Mm 
/ K — a, / 4 n — a a,, gy m ¢ n 
n l n,n 1 
N N N 
f a Sila F >| a, fi" sia, |*. 
: : , n 
Seite ts () ist, haben wit 
> |a / > i, ¢ f . 
nit SI (f konvergent (absolut!), und zwar f Und weil 
| : 
: J, ¢ Y ) J. 4 
x . 
t giert auch S’(f, m,)-(g.@,,) absolut. Damit ist alles bewiesen 
£ 
3 Pr; 9 .. set etn norm. orth. System. Die Rethe Sa, p,, 
x : n=! 
konvergiert dann und nur dann, wenn »'\a,|° konvergtert. 
n 1 
Bewe Nach E geniigt es zu zeigen, daB die Cauchysche Kon- 
rgenzbedingung fiir beide Reihen gleich lautet: Dies ist aber wegen 
ii 
7 n 
Y’ 5’ . \ y 
2, a 24,9, p>. Ga, q z a, ? aq 
I n Pp. q=n 
m m a n i 
Bs aa g gq z a ; -, a, cy Ps a, i 
p.q=? p=n+1 p=1 p=1 ‘ 
n der Tat der Fall. 
Fiir f= S'a,¢,, gilt (im Falle der Konvergenz 


Zusatz. 


f, Py 


a 


n* 


Jeweis. Fiir N= ni ist 
Ny N 

34, 0p %5) = 34, (Fp 
und wegen der Stetigkeit des inneren Produktes diirfen wir N— oo lassen, 


a; 
n 


q n 


Rethe 


ergibt. 
sei ein norm. orth. System. Fiir jedes f ist dt 


was (/, f,, a,,, 
Satz 6. 1, Pa,-- 
, o ) 
f = 3 4,9,; a, = (f, @,,) (e==1, 2, ) 
n=1 
orth. 
5* 


konvergent, und zwar ist f — f’ zu allen ,, Po 
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Beweis. Die Reihe konvergiert nach Satz 4 und 5, und nach dem 
Zusatz zu Satz 5 ist (f’, p,) =a, = (f.”,)» (f —f's Y,) =O; also ist alles 
bewiesen. 

Satz 7. Dazu, dag ein norm. orth. System ,, ¢., ... vollst. set, ist 
eine jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend: 

&) Py, Pq,--- spannen die abg. lin. M. 9 auf. 

8) Es ist fiir alle f 

f= Sa, 9,, a, = (f, %,) (n=1,2,...). 
n=1 


y) Es ist fiir alle f,g 
(f.g) =D (f, Px) (9; Py) 
n=1 


Beweis. Erstens folgt aus der Vollst. 8): denn f—f’ aus Satz 6 
mu8 verschwinden. Zweitens folgt aus f) «), denn f ist Haufungspunkt 


N 
der SJa,¢,, dh. der von —,, 9, ... aufgespannten lin. M. — also Element 
n=1 


der abg. lin. M. Drittens folgt aus #) y), denn es ist 


bl N o , a " : 
»4,%,—~-f, |54,%,| —~\|f|° (fir N— oo), 
n=1 n=1 
N 2 N —_— N ” 
| Sa, , = P 4, 4, (Pu> Pn) = + |2,|; 
n=1 mn=1 n=1 





also 


> \a,|?=5 (Ff. ¢,) |? =I r|* 
n=1 n=1 





Wenn wir hier f durch fs und £ = ersetzen und subtrahieren, ge- 
winnen wir den Realteil von y), wenn wir f,g durch if, g ersetzen, ihren 
Imaginarteil. 

Viertens folgt aus «) die Vollst. denn sonst gabe es ein zu allen 
1» Po, --- Orth. f+ 0. Also ist die ganze von ¢,,9,,... aufgespannte 
abg. lin. M., d. h. 9, zu f orth. — also auch f: f= (f, f)=0, f=0, 
entgegen der Annahme. Fiinftens folgt auch aus y) die Vollst.: denn fiir 
- dasselbe f muB nach y) (f = g) 


f'=(f.) =30*=0,7=0 
sein. il 
Wir haben also das folgende logische Schema: 
Volistindigkeit - p< . ’, Vollstindigkeit. 
7 7 
Folglich sind diese vier Aussagen in der Tat gleichbedeutend. 
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Satz 8. Zu jeder Folge f,, f,,... beliebiger Elemente von §) gibt es 
ein norm. orth. System ,, P,---, welches dieselbe lin. M. (also auch 
dieselbe abg. lin. M.) aufspannt (eine jede der beiden Folgen kann bereits 
im Endlichen abbrechen). 

Bemerkung. Wir wahlen f,, f,,... tiberall dicht (Bedingung C!), 
dann spannt es natiirlich die abg. lin. M. 9 auf. Ebenso das nach Satz 8 
konstruierte norm. orth. System. ¢,, ,,..., nach Satz 7 a) ist es somit 
vollst. Damit ist die Existenz von vollst. norm. orth. Systemen erwiesen. 

Beweis. Erstens kénnen wir f,, f,,... durch eine Teilfolge von lauter 
lin. unabh. Elementen ersetzen, die dieselbe lin. M. aufspannt. In der Tat 
sei g, das erste f, +0, g, das erste f,+a,g, (a, beliebig), g, das erste 
f, 4,9, + 4,9, (@,,@, beliebig) usw. (wenn es kein f, + a,9,+...+4,9, 








gibt, brechen wir mit g, ab). g,,9,,... leistet offenbar das zunachst 
Geforderte. 
Auf g,,g,... wenden wir nunmehr das E. Schmidtsche ,,Orthogonali- 
sationsverfahren“ an: 
1 
1% tie Tnl "1 
1 
%2= 9 (Yas Pi)" Pi» Pe Ty) 7 
, , ' , 1 
3 = 93 — \9g» Pi)" Pi — Ga» Pa) Pa» ?s= Ty) 7? 
%,, Po,--. Spannen offenbar dieselbe lin. M. auf wie g,,g,,..., dh wie 
f,, fy,-..3 ferner sieht man sofort, daB sie ein norm. orth. System bilden. 


“Auf Grund dieser Tatsachen kénnen wir nun zeigen, daB 9 ein- 
eindeutig auf den gewéhnlichen Hilbertschen Raum, d. i. die Menge aller 


Folgen komplexer Zahlen (z,, 2z,,...) mit endlichem S\z,|', abgebildet 
n=1 


werden kann, und zwar derart, daB (<~+ bezeichnet die Zuordnung) 
f++(2,,%,...) die Folge af<+(az,,ax,,...) hat, f++(zx,,2,,...), 
9 +> (Y,, Yo,---) die Folge f+ 9<+ (z,+ y,, 2, +y,,..-), und auverdem 
(19) = 2% Yn- 

Sei namlich ,, y.,... ein (beliebiges, aber festes) vollst. norm. orth. 
System, dann ordnen wir f die Folge (z,, 2,,...) mit 2, =—(f,9,) 
(n=1,2,...) ma. DaB (2,,2,,...) zum Hilbertschen Raume gehért, 
folgt aus Satz 4, daB zu jedem solchen (2,,%,,...) ein f existiert, aus 
Satz 5 und dessen Zusatz. Die Ein-eindeutigkeit folgt aus der Vollst. 
(wenn stets (f, p,) = (g, p,) ist, so ist f—g zu allen ¢, orth, also =0). 
Von den drei SchluBbehauptungen sind die zwei ersten klar, die dritte 
folgt aus Satz 7 y). 








Somit ist gezeigt, dab 5 dem gewodhnlichen Hilbertschen Raume iso- 
morph ist, also zwei A bis E geniigende Systeme § einander; d. h. A bis E 
sind ein ,kategorisches“ Axiomensystem, sie legen alle Eigenschaften von 
© fest 


Il. Operatoren in §. 


Ein Operator ist eme Funktion, die n emer Teilmenge von \) de- 


finiert ist (eventuell in ganz 9) und Werte aus ) annimmt. Wir wollen 


zunachst einige besonders wichtige Sorten von Operatoren definieren. 


Definition 5. Ein Operator R ist linear (kurz: lin.), wenn bei 
sinnvollen Rf,,..., Rf, auch R(a,f,-4 a,f,) sinnvoll, und zwar 
a, Rf, ~~? aR f ist. Ein Operator R ist abgeschlossen (kurz: abg 
wenn fiir jede Folge /,, f. fiir die alle Rf sinnvoll sind, die Kon- 


vergenzen f —- f, Rf.—»f* die Konsequenz haben, da8 Af sinnvoll und 


» 29 


zZwal j ist 


Definition 6. Ein Operator R ist Hermitesch (kurz: ein H.O. 
wenn erstens sein Definitionsbereich die abg. lin. M.  aufspannt *°), und 


zweitens (soweit Rf, Rg Sinn haben 
f, Rg Rf.g 


gilt. Ein Operator R ist langentreu, wenn er abg. lin. ist und (soweit Rf 


Sinn hat f\= Rf gilt 


g 

Wir beginnen damit, da8 wir zwei Siatze iiber H.O. und langen- 
treue O. beweisen. Wir erinnern noch daran, das wir einen Operator S 
Fortsetzung eines Operators R nennen (kurz: Forts.), wenn iiberall wo R/ 


Sinn hat, auch Sf sinnvoll und zwar Rf ist und eig 


entliche (kurz: 
eig.) Forts. wenn R+S ist, d.h. S an mehr Stellen Sinn hat, wie R 


Satz 9. Sei R ein H.O. Es gibt einen lin. H.O. R, der Forts 
von R ist und von dem alle ebensolchen H.O. threrseits Forts. sind; und 
es gibt einen abg. lin. H.O. R, der Forts. von R (also auch von R) ist, 


und von dem alle ebensolchen H.O. threrseits Forts. sind. 
Beweis. Wenn wir R so definieren kénnten: Af hat Sinn, wenn 
f=a,f,+...+a,f, ist, Rf,,..., Rf, sinnvoll, und zwar ist es dann 


a, Rf, .. +a, Rf; und R so: Rf hat Sinn, wenn eine Folge 


**) Dies ist offenbar eine stetigkeits-ihnliche Eigenschaft, und zwar in jedem 
kompakten* topologischen Raume der Stetigkeit gleichwertig. Im Hilbertschen Raume 
bedeutet sie aber viel weniger, fir H. O. ist sie im wesentlichen immer da, vgl. Satz ¥ 
”) So weit schwachen wir (mit Riteksicht auf die Anwendung auf Matrizen 
vgl. Anhang III) die Bedingung y) von Einleitung V ab: dort wurde Cberalldichtheit 


des Definitionsbereiches verlangt 
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q,,... @xistiert mit lauter sinnvoller tg, wobei g >f, Raq ff. 
1 zwar ist es dann hi dann wiirden diese R, R offenbar alles 


rewiinschte leisten. Es fragt sich aber, ob diese Festsetzungen wider- 


spruchfrei méglich sind. 


Sie sind es gewil}. wenn a, f. a, f. bg, +69. (Rf,,..., Rf... 
Rg Rg sinnvoll a, Rf, a, Rf,, = 6b, Rg, +...+6,R9, 
ach sich zieht; und ebenso f,-+f, g,—f (alle Rf, Rg sinnvoll), 
» "7 * ‘ * s . . 
R > f Rg-+g die Konsequenz f gq hat. Es geniigt offenbar zu 
heweise} Aus @,f,+...+4,f en | ee sinnvoll), _folgt 
a, Rf, +a Rf. 0, aus f — 0 (alle Rf sinnvoll), Rf — f* folgt 
Gelte zunichst die erste Pramiss« Wenn Rg sinnvoll ist, so ist 
a, Rf -ta Rf 2, Oy ae > (Rg, a,f 
Rq a,f, af 0 
\ diese g stehen also zu a, Rf, + a Rf orth. also auch ihre 
ibg. lin. M., also ist a, Rf, 4 .+a.Rf. auch zu sich selbst orth., 
d. } 0. Betrachten wir nunmehr die zweite Pramisse. Wenn Ag Sinn 
it, so ist (R ist ja ein H.O 
q. fo q, limes Rf limes (gq, Rf limes (Rg, f. 
Raq, limes U 
Somit stehe le diese g ZU t” orth., also auch ihre abg. lin. M.. © — 
, 7 " * . . 
und dies hat wieder ] 0 zur Folge 


Sei U ein langentreuer O. Dann ist sowohl der Defini- 
onsbereich als auch der Wertevorrat von U je eine abg. lin. M., und U 
bildet ste stetig und ein-eindeutig aufeinander ab. Soweitt U Sinn hat, 
gilt (f,9) = (Uf, Ug 

Bemerkung. Wenn Definitionsbereich wie Wertevorrat beide ) 
nd, so heiBe U, im Sinne der iiblichen Terminologie, unitar. 

}eweis. Da U lin. ist, sind Definitionsbereich und Wertevorrat lin. M. 
Weiter ist 

Uf—Ug U(f—g f—g 

also hat Uf=Ug die Folge f=g, d.h. die Abbildung ist ein-eindeutig, 
ferner folgt hieraus ihre und ihrer Inversen Stetigkeit. Dies verursacht, 
zusammen mit der Abg. von U, da’ Definitionsbereich und Wertevorrat 
beide abg. Mengen sind. 

. 2 rei2 [+g heat 

Wenn wir in |f Uf f durch ——~ und —— ersetzen und sub- 


trahieren, so wird R(f,g)=R(Uf, Ug). Wenn wir f,g durch if, g er- 
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setzen, erhalten wir dasselbe fiir die Imaginarteile. Also ist (f,g) =(Uf, Ug ). 
Damit ist alles bewiesen. — 


Einige Eigenschaften von R (R ein H.0O.) sind evident: R= R, 


wenn S Forts. von R ist, so ist S Forts. von R. Wir definieren nun. 


die Maximalitat von H. O. 


Definition 7. Ein H.O. R hei®e maximal (kurz: max.), wenn es 
keine eig. Forts. von R gibt (die auch H. O. ist!). 

Da R Forts. von 2 ist, mu8 fiir max. R R=R sein. Ferner sei R 
ein H.O., S max. H.O., S Forts. von R; dann ist S$ =S auch Forts. 
von R. D.h. jeder max. H. O. ist abg. lin, und ein H.O. R hat genau 
dieselben max. Forts. wie der abg. lin. H. 0. R. Wir werden in den 
spateren Kapiteln die Forts. beliebiger H.O. zu max. untersuchen (vgl. 
auch die Einleitung VI, VII.), das soeben Gesagte zeigt, daB wir uns dabei 
durchweg auf abg. lin. Operatoren beschrinken diirfen. 

Wir definieren weiter: 


Definition 8. Sei Rein H.O. f ist ein Erweiterungselement von R, 
und f* wird f durch R zugeordnet, wenn fiir alle sinnvollen Rg (f, Rg) = (f*,g) 


gilt. f, f* gehéren -zur +, 0, —-Klasse, je nachdem ob $ (f*, f) 
>, =, < 0 ist. 
Satz 11. /* ist durch f eindeutig bestimmt (vgl. Def. 8); wenn Rf 


Sinn hat, so ist f Erweiterungselement von der 0- Klasse, und zwar f* = Rf. 
R ist dann und nur dann maz., wenn es keine weiteren Erweiterungs - 
elemente von der 0-Klasse gibt. 

Beweis. Waren f*, f** beide f zugeordnet, so miiBte (f*,g) =(f**,¢ ), 
(f* — f**,g)=0 sein fiir alle sinnvollen Rg, also auch fiir die ganze 
abg. lin. M. dieser g, §. Hieraus folgern wir wieder f* —f**=0. Die 
zweite Behauptung ist klar. Bei der dritten ist die Hinreichendheit der 
Bedingung klar, die Notwendigkeit folgt daraus, da8 jedes Erweiterangs- 
element der 0-Klasse zur eig. Forts. von R benutzt werden kénnte. 


Die durch Satz 11 gegebene Charakterisierung der Max. legt nun die 
folgende Begriffsbildung nahe. 


Definition 9. Ein H. 0. R hei®e hypermaxima! (kurz: hypermax.), 
wenn es keine anderen Erweiterungselemente von R gibt als die, fiir 
welche R Sinn hat. (D.h. wenn R max. ist und die +- und —-Klassen 
leer sind.) 


Die Wichtigkeit dieses Begriffes*') wird sich noch zeigen, vgl. z. B. 
Satz 36. 


**) Er stammt von Herrn E. Schmidt, vgl. Anm. **). Bei Beschrankung auf 
den reellen Hilbertschen Raum tritt die Unterscheidung max. — hypermax. nicht auf. 
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Wir beweisen noch einen Satz iiber die Stetigkeit von lin. O. 


Satz 12. Fiir einen lin. O. R ist eine jede der folgenden Aussagen 
mit der Stetigkeit gleichwertig. 


«) |Rf|\sec-jf|, B) \(A Rg) |SC-|F\ \g|. 
Wenn R ein H. O. ist, s0 kommt noch hinzu : 
y) \(#RA|<e-|r\* *). 


Bemerkung. Nach Hilbert sagen wir bei lin. H. O. fiir stetig auch 
beschrankt. Bei nicht-lin. O. unterlassen wir es, die Stetigkeit zu unter- 
suchen. (Die Hilbertsche Definition ist ).) 

Beweis. Wegen der Lin. folgt aus «) | Rf--Rg| =| R(f—g)| <C\|f—g}, 
d.h. die Stetigkeit. In #8) brauchen wir nur f=Rg zu setzen, um 
Rg|\°<C-|Rg\-\g|, |Rg|<C-\g|, dh. «), zu gewinnen. Wenn R 
stetig ist, so gibt es wegen RO =O (Lin!) ein e>0, so daB |f|<e 
|\Rf\|<1 nach sich zieht. Daher ist stets (Lin.!) |Rrl|<+-(f|, also 
\(f, Rg)| <\f\-| Rg) <--Ifl-lgl, d.h. £) gilt. Somit sind a), f) der 
Stetigkeit wirklich gleichwertig. 

y) besagt offenbar weniger als f), also geniigt es #) fiir H.O. aus y) 
zu folgern. Das geschieht ahnlich wie bei Satz 1. Wir setzen fiir f f+s 


-4 ein und subtrahieren: dann wird 





und / 
, aes a 
R(f, Rg) <C-(5\r\"+ sigl’)- 


Indem wir (wie bei Satz 1) f,g durch af, “9 (a >0) ersetzen und das 


Minimum der rechten Seite nehmen, sodann f,g durch #/,g (|#| =1), 
und das Maximum der linken bilden, erhalten wir |(f, Rg)|< C-|f|-|g|, 
d.h. 8). Aber hier ist Rf, Rg als sinnvoll vorausgesetzt. Von der Sinn- 
vollheit von Rf befreien wir uns: in 8) kommt Rf nicht vor, es gilt fiir 
alle f, fiir die dies Sinn hat, also in einer iiberall dichten Menge (weil R 
ein lin. H. O. ist); da beide Seiten stetig sind, gilt es also fiir alle f iiber- 
haupt. 
Fiir lin. H. O. haben wir als Bedingung der Beszhranktheit: 


—0-|f*< (AFA) <C-\f|’ 


(Satz 12 y)). Dies zerlegen wir wie iiblich: 


8?) Fir einen H.O. muB jedes (f, Rf) reell sein, da ja (f, Rf)=(Rf, f) 


= (7; Rf) gilt. 














ibe nach oben bzw nten halb 
s¢ ven} ; 
Kk ( bzw f f 
g Beid isamme! h Satz 12 Beschranktheit Wen ns 
l¢ R v t I 


lil. Lineare Mannigfaltigkeiten und Projektionsoperatoren. 


D ! 1] Wi, Wk ser zwei, nicht notwendig abg.. lin. M Dann 
iw Nn und W Mt, die ve hrer Vereinigungsmenge aufge 


M. und ihr Durchschnitt, wieder lin. M. We 


n nahe sondere Wi hi abg 
M lL, se t es MW ) ffenbar ebenfalls Ob M+ N auch abg 
, ; ' . ) i folet es a Satz 17 Im 


sgesetzt werden. Wenn i 


9 ( o ist YX i ihre Differenz, d.h. die Menge aller 
I I te iy a ZU saliel | menten vol We orth. sind uch ne 
g M ») Mt heiBe auch die Komplementare von i 
Satz 1 Sez Wi ene abq lin. M Jedes kann auf ene und nur 
C7 ne iri? an f gq h gq von hk. A von x) We oA rle qt werden 
ben Gg gq heibt dan: lie Projektion von f in Yh. die Zuord- 
p ] ifienbar ! berall sinnvoller Operator wir nennen 
} ‘ Pr ktionsoperator n WW. Ps Mm ist eine he n. M:! 
Be Die Eind g Aus g, } g 19 
! y h / von w%) Wi lolgt g, J. h. h, eses gehort L11SO 
1 q 2 
Wo wie zu \) Wh st somit zu sich selbst orth. also () d. h. 
q; gd h. h. Es bleibt iibr gy caie Existenz Zu bewelsen. 
Da » separabel st, g bt es eine n We liber |] ar hte Folge f . 
diese spannt ulso die abg : M Mm auf Nach Satz & gibt es also ein 
norm. orth. System @,, @... welches dasselbe tut Nach Satz 6 kon- 
zx 
vergiert g pe i, YP, g und es gehért mit den P1> Pa . Zu Wh. und 
f ] : ad = 
h g ist zu allen 9,,¢ orth Also auch zu ihrer abg. lin. M.. 
pi d.h. A gehért zu § —M. Damit ist alles bewiesen. 


Satz 14. Der Projektionsoperator Py ist ein wtberall sinnvoller 
max. H. O., es ist Py Py 

Beweis Dab Pm iiberall sinnvoll ist, wissen wir. Er ist ein H. O., 
wenn wir (f, Pxg Py» f.g) beweisen kénnen, d. h. fiir / h &; 


Jede Teilmenge einer separablen topologischer Men 


ge ist wieder separabel 
siehe B. Hausdorff, Einfiihnung in die Mengenlehre 


Leipzig-Berlin 1914). 
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a=h' k’ (h,h’ von M, k, k’ von H$—M) (fF, h’ h,qg). Nun ist 
kh 0, (h, k’ 0, also 


h+k, h’ h, h' h, h’ +k’) =(h,Q). 


Wenn f zu M gehért, ist die Zerlegung von Satz 13 f= f-+- 0, also 
Paf=f. Da Pmf zu M gehort, ist also Py (Pf Pf, dh. Px = Px. 
Da Py» iberall sinnvoll ist, mu es max. sein. 

Die max. H.0. EZ mit der Eigenschaft E* — E haben aber fiir uns 
ein selbstandiges Interesse (sie entsprechen den ,,Einzelformen* bei Hilbert 
wir untersuchen sie darum zunachst fiir sich. 

Satz 15. Zu jedem max. H.O. E mit der Eigenschaft E* KE * 
gibt es eine abg. lin. M. Wi, so daf Py = E ist. WW ist der Wertevorrat 
von EB 

Beweis. Da Xi offenbar der Wertevorrat von Py ist, geniigt es zu 
zeigen, dai Py E ist, wenn 3% der Wertevorrat vor £ ist 

Wegen E” = E ist, wie man leicht einsieht, 9 die Menge aller f mit 
Ef f, also eine abg. lin. M.(da E max. ist, ist es auch lin. abg.!). Wenn 
Ef Sinn hat, so ist f— Hf zu jedem Element von $i, d. h. jedem Hg, orth 

Eg,f—Ef g, Ef—E*f 0; 
also gehért es zu ) WM. Daher ist Py f= Ef, aiso Py Forts. von EZ. 
Da E max. ist, ist folglich Pm = EZ. 

Definition 12. Eimen Operator, der den Bedingungen von Satz 15 
geniigt, nennen wir Projektionsoperator (kurz: P.O., nach Satz 15 sind die 
P.O. mit den Py; identisch und den abg. lin. M. YW ein-eindeutig zu- 
geordnet ). Eine abg. lin. M. 92% und ihren P.O. Py nennen wir zueinander- 
gehérig. Man sieht sofort: zu den abg. lin. M. (0)**) und § gehéren die 
P.O. 0 bzw. 1%*), ferner ist Ps» l Py. (Also sind 0,1 P.O., und 
mit # ist es auch 1 — Z£. 

Satz 16. Ein P.O. E ist stets beschrdénkt und definit, es ist ndmlich 

f, Ef) =\Ef\" Ef\<\fi. 

Beweis. Es ist (f, Ef)=(f, B°f)=(#£f, Ef) =\Ef\", also ist 
f, Ef);>0. Wenden wir dies auf den P.O. 1—£E an, so wird: 
(f,1—B) A>, (AE <(f)=\fi\*, also |Eri? <li’, \Br| <\t 
Damit sind die Formeln der zweiten Zeile bewiesen. Die erste Zeile folgt 


aus ihnen. 


4) D. h. wenn Ef sinnvoll ist, so ist es auch H( Hf), und zwar = Ef. 
5) (0) ist die Menge, deren einziges Element die 0 (aus §) ist. Die leere Menge 
sehen wir nicht als lin. M. an 


%%) 0, 1 sind zwei iberall sinnvolle Operatoren, durch 0 f=0, 1f =f definiert 
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Satz 17. M,N seien zwet abg.lin. M., E, F die zugehdrigen P. O. 
EF ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF=FE ist, d.h. E, F 
vertauschbar; dann nennen wir auch M,N vertauschbar, E F ist der P.O. 
von Mx<N. E+ F ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF=0 
ist (oder auch: wenn FE =0 ist); dies bedeutet, daB ganz M auf ganz N 
orth. steht, wir nennen dann auch E, F orth., E+-F ist der P.O. von 
M+N. A—F ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF=F ist 
(oder auch: wenn FE = F ist); dies bedeutet, dab N Teilmenge von WM 
ist, wir nennen dann auch F Teil von E, E — F ist der P.O. von M—N.*) 

Beweis. EF ist iiberall sinnvoll, also ein max. H.O., wenn es der 
Symmetrie-Bedingung (E Ff,g)=(f, Fg) geniigt. Nun ist 
(f, EFg)=(Ef,Fg)=(FEf.g), (EF f.g)—(f, BFg)=({EF— FE}f.9), 
damit dies fiir alle g verschwinde, muB (EF — FE) f= 0 sein (fiir alle /), 


also EF — FE =0. Unsere Bedingung ist also bereits fiir den max. H. 0.- 
Charakter von EF notwendig und hinreichend. Und da sie 
(£F)*= EFEF=EEFF=E*F*—EF 
zur Folge hat, auch fiir den P. O.-Charakter. 
Fir £+ F ist der H.O.-Charakter klar, ebenso die Max. (es ist 
iiberall sinnvoll!), es geniigt also (Z + F)° = E+ F zu untersuchen. Wegen 


(2+ FP)*=—#*4+ F*4+ EF+ FE=(E+F)+(E£F+ FE) 
bedeutet es EF + FE =. Hieraus folgt aber 2F = 0, denn man multi- 
pliziere links mit Z: EF+ HFE=0, und dieses rechts mit Z: 2-EFE=0 
beides zusammen ergibt EF = 0**). Ist umgekehrt EF = 0, so ist es ein 
P.0., also FE= EF=0, EF+ FE=0. Somit ist EF=0 wirklich 
charakteristisch, Vertauschen von EZ, F zeigt, daB es FE = 0 gleichfalls ist. 

E— F ist dann und nur dann ein P.O., wenn 1 —(2— F)=(1— £)+-F 
einer ist, da 1— # und F solche sind, bedeutet dies: (1— Z)F=— 0, 
F— EF =0, oder auch: F(1— £E)=0, F— FE=0. 

Es bleibt noch iibrig, die Aussagen iiber 2, RN, M~« RN, M+ N zu 
beweisen. Sei erstens EF = FE. Jedes EF f= FEf gehért zu M und N, also 
zu M>~< RN; wenn aber f zu MN, dh. M und M, gehért, so ist 
EFf=Ef=f — @h. Mx MN ist der Wertevorrat von EF, also dieses 
sem P.O. Sei zweitens EF =0 (also FE=0). Wenn f zu M, g zu N 
gehort, so ist (f,g)=(Ef, Fg)=(f, EFg)=0, dh. M zu MN orth, 
ebenso klar ist die Umkehrung. Fiir jedes f gehért Ef zu M, Ff zu N, 








**) Da es sich um iiberall sinnvolle Operatoren handelt, diirfen wir ruhig 
EF, E+ F bilden; sonst waren die Definitidnsbereiche dieser Operatoren noch ge- 
nauer zu erértern. 

'*) Dieser Kunstgriff stammt von Herrn E. Schmidt. 
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also (E+ F)f zu M+ N; wenn f zu M+ MN gehsrt, so ist es —=g-+ h, 
g von M, h von N, also 
(E+ F)f=(E+ F)(g+h)=£og+ Fog+ Eh+Fh=9+0+0+h—=f 
— dh M-+MN ist der Wertevorrat von HF, also eine abg. lin. M., 
und dieses sein P.O. (Satz 15). Sei drittens EF=—F (also FE= F). 
Dies bedeutet EF f= Ff fir alle f, dh. Eg=g fiir alle g von %, 
d.h. (da dies die Definitionsgleichung von 2% ist, vgl. den Beweis von 
Satz 15) daB M Teilmenge von WM ist. Wegen FE — F= E— EF=E(1— F) 
ist E— F der P.O. von Mx (H—-N)—M—N. 

Damit sind alle unsere Behauptungen bewiesen. 


Satz 18. E ist dann und nur dann Teil von F, wenn stets 


\Ef|s\Ff 
gilt. E,+...+ E, tst dann und nur dann P.O. (E,,..., EZ, P.O.), wenn 
E,, £,,=9 (m+-n;m,n=1,..., p) 


gilt. 
Beweis. Wenn £ Teil von F ist, so ist #= HF, also |Ef| = |EFf| 
<|Ff\. Gilt dies umgekehrt fiir alle f, so hat f= Hf die Konsequenz 
\FrS\£f\=\f|, (A FAN=|FrSNfl =(69), 
(a—F)f?=(,0-—F)f)<s0, (1—F)f=9, 
also f=Ff. D.h. wenn EZ, F die P.O. von M, NM sind, so ist M Teil 
von ¥% — also £ Teil von F. 

DaB £,, E,=0 (m+n) fiir den P.O.-Charakter von HZ, +...+ E, 
hinreicht, folgt durch wiederholte Anwendung von Satz 17; seme Not- 
wendigkeit erkennen wir so. Es ist (m +n) 

[By f\+\E,f\* S\E f+... +18, fl = Bf) +... +(6 8,6) 
=(f, (Z, +...+ B,)f) S\f]*; 
also fir E,f=f |E,f|"<0, E,f=0. Da fir f= E,g das erstere zu- 
trifft, ist stets E, Hg =0, dh. 2, £, = 0, wie behauptet wurde. — 

Zum Schlu8 noch ein Satz iiber die Konvergenz von P.O. 

Satz 19. H,,H,,... sei eine Folge von P.O., und entweder E,, Teil 
von E, fiir alle m<n, oder E, Teil von E,, fiir allem<n. Dann gibt 
es einen P.O. E, so da fiir jedes f E,f—+Ef gilt. 

Beweis. Wenn wir £,, H,,...,# durch 1— £,,1—8£,,....1—E 
ersetzen, geht der erste Unterfall in den zweiten iiber®*), es geniigt daher 
etwa den ersteren zu betrachten. 


3°) Denn wenn E Teil von F ist, so ist 1—F Teil von 1—Z, z. B. darum, weil 
(l—#)(1—F)=1—H—F+EF=1-F ist. 








Vit wachsendem n wiachst BE. f Satz 1&8 und es bleibt f 
Satz 16), daher existiert zu jedem ¢ > 0 ein N= N(e), so da fiir jedes 
m.n N Ef : Ef Y 4 e bleibt Sei noch m - n. dann ist EB E 
n n : , » 


Somit hat die Folg E, f, Ef eine Lime r heibe f 
} 1 iiberall sinnvoller Operat Da 
Eg lime Eg / i } ) 
H.O. Wi é i f 
EK 
Eg Ef. Eg mes(E f/f, £9 me E. 9 mi Eg 
Ea 


IV. Reduzibilitat von Operatoren. 


Bei endlichvieldimensionalen Matriz verst t man unter Reduzibilit 


thich die Mog ichkeit die Matr x unitar aul eme soiche Form zu trans- 


formieren, daB in ihr (die etwa N VM, M,-dimensional sein mag) nur 
die gemeinsamen Felder der M, ersten Zeil ind Spaiten und die gemein- 
amen Felder der M, letzten Zeilen und Spalten anders als mit Nu 
hesetzt sein kénnen Wenn die Matrix al lineare l'ransformat 

cefabt wird, so heiBt dies: der Raum ist in zw zueinander ort n. M 
von M,- bzw. M,-Dimensionen zerlegbar, deren jede durch die Transfor- 


mation in ein Teil von sich iibergefiihrt wird 

Bei den Operatoren in \) analogisieren wir dies folgendermalhen, wobe1 
wir uns auf abg. lin. Operatoren beschrianken 

Definition 13. Ein abg. lin Operator R heiBe durch die abg. lin. M. 
Wt reduziert, wenn aus der Sinnvollheit von Rf auch die von R Py f 
folgt, und zwar dieses = Py Rf ist *°). 

Durch (0) und 9 wird offenbar jedes R reduziert, und wenn YW das 
R reduziert, so tut es auch § — YW (wegen Ps» 1 — Py). Irreduzibel 
heiBe R, wenn es nur durch (0) und § reduziert wird. 

Wenn R durch Yi reduziert wird, so gehdrt fiir jedes f von YW offen- 
bar auch Rf zu M (Rf= RPyf= P»eRf), also erzeugt R auch einen 
Operator in Yt (d.h. eime Funktion, deren Definitionsbereich und Werte- 
vorrat Teilmengen von YW sind). Diesen Operator nennen wir den in 
liegenden Teil von R. : 


**) Dies kann also auch als Vertauschbarkeit von R mit Pm aufgefaBt werden. 
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Wir beweisen nun zwei Satze tiber das Reduzieren von Operatoren 

Satz 20. R set ein abg. lin. Operator, YN eine abg. lin. M. Damit MX 
R reduziere, ist notwendig, daf mit Rf auch RP» f stets sinnvoll sez, 
und mit f auch Rf (falls es stnnvoll ist) stets zu WN gehdre. Wenn R 
ein H.O. ist, so ist dies auch hinreichend™ 


Bewels Die Notwendigkeit haben wir schon vorher erkannt. es 

leibt eigen, daB dies bei H.O. R auch hinreichend ist, d.h. R P» f 
Py Rf : eweisen Ds RP f na } Ay shme zu Wi gehort st die 

Zugehorigkeit von Rf— R Py f Rif Py f) zu 9 Wi zu zeigen, oder 
la Py f zu Wt gehdrt: wenn g zu WM gehért, so gehért auch 
R gq aa es Sinn ha 

me R voll lan! rehort R P» f Mm, also ist 

Py Rq Py f, Raq RP g () 

Da cies ull dicht legen, ist Py, Rq@ zu allem orth., also 0) 
d re Ra s) Wi 


Sat Z1 Wh Wh.. 8é2 et ne event zell abbrechende iy, lage von 


paarweise orth abg. lin. M., die zusammen dit abgq. lin. M. aufspannen 


R set ein aba. lin Operator, der durch jede von thnen reduziert wird, 
ezne 2? Mt, We. ‘ gelege nen Tetle sezven bzu R, R, 

Dann u 1R durch R.. R, bestimmt, und zwar folge ndermafien: 
Rf hat dann und nur dann Sinn. wenn f f +f, t iat fo. ee ne 
aus hz _ We. alle R, ly R, ley own haben betde Rethen 
f f R, fi ZF. konvergieren (wenn die Folge Wi, ‘ Mi , 


abbricht, so fdllt diese Konvergenzannahme natirlich fort), und zwar ist 
dann Rf Rf, R, fs 

Beweis. DaB R an den angefiihrten Stellen Sinn hat, und zwar die 
angegebenen Werte annimmt, das folgt sofort aus der Definition von 
R,, R,, ... sowie dem abg. lin. und durch W,, Wi,, ... reduzierten Charakter 
von R. Wir miissen noch beweisen: wenn Rf Sinn hat, so hat / die obige 
Form. 

Wir setzen f, = Pm, f (p= 1,2,.--), f, liegt dann in Mi, und die Py, , 
,) sind paarweise orth. Auchist Rf, = R a R Py, f= Pm, Rf 
Aus der Orth. der Px, folgt, daB die Py, , Px, 4- Pm, Pm, + Pm, + Pam,, --- 
eine (natiirlich wachsende) Folge von P. O. bilden, die nach Satz 19 einen 


wie die We. 


P.O. E zum Limes haben. Aus Stetigkeitsgriinden sind alle Teile von Z, 
also die W,, M,,... Teile der zu # gehorigen abg. lin. M. Wi. Nach der 
Annahme iiber die Mt,, M,, ... ist daher M@=—H, E=—1. 

*t) In endlichvieldimensionalen Raumen ist dies auch bei unitaren Operatoren 
hinreichend, in 9 nicht; das ist aber hier belanglos. 
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Also sind die Reihen f,+/,+..., R,f,+R.f, +... konvergent, 
und sie haben die bzw. Summen 1f=/f, 1Rf=Rf. Damit ist alles 
bewiesen. 


V. Die Cayleysche Transformation. 


Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir unsere eigentliche Aufgabe in 
Angriff nehmen, die genauere Untersuchung der verschiedenen Arten von 
H.O. Die Grundlage dieser Uberlegungen ist ein Kunstgriff, der eine Uber- 
tragung der Cayleyschen Transformation der Algebra auf unser Gebiet ist. 

Sei R ein abg. lin. H.O. und & sein Definitionsbereich. YW ist eine 
lin. M. und iiberall dicht (also nur dann abg., wenn es = 9, d.h. R iiber- 
all sinnvoll ist, was keineswegs vorausgesetzt wird). Wir betrachten die 


beiden Operatoren R+71, die auch in YW definiert sind. Man berechnet 
miihelos: 


((R+41)f,(R+i1)g)=(Rf, Rg) + (Reig) + (if, Rg) +(f9) 
=(Rf, Rg) +(f9), 
also insbesondere fiir f= g 


(R60) f\—=|(R—s1) |= VRP HT 


Somit hat f+ 0 (R+41)f+0, (R—#1)f+0 zur Folge, und wegen der 
Lin. f+g die Folge (R+71)f+(R+1)g, (R—1)f+(R—1)g. 
Wenn & durch R+1 auf € bzw. F abgebildet wird, so sind die Ab- 
bildungen demnach alle ein-eindeutig. Insbesondere sei die Abbildung von 
€ auf § U. Da R+i1, wie R, abg. lin. sind, gilt dasselbe von U; weiter 
folgt aus der Gleichung von vorhin |Uf|=|f|. Nach Def. 6 ist daher U 
ein langentreuer Operator, da €, % sein Definitionsbereich bzw. Werte- 
vorrat ist, sind nach Satz 10 beide abg. lin. M. 


Satz 22. Se R ein abg. lin. H.O. und U sein Definitionsbereich; 
die Operatoren R+1i1 mégen U auf € bew. F abbilden. Diese Ab- 
bildungen von U, €, F aufeinander sind ein-eindeutig, und insbesondere 
ist die Abbildung von © auf § ein langentreuer Operator U. €, § sind 
beide abg. lin. M. 

Beweis. Wurde soeben erbracht. 


Definition 14. Die Operatoren R, U aus Satz 22 nennen wir Cayley- 
sche Transformierte voneinander, RF ist immer ein abg. lin. H.O., U immer 
langentreu **). 





**) Zunichst wissen wir nur, daB jedes abg. lin. H.O. R genau eine Cayleysche 


Transformierte U (langentreu) hat. Der Giiltigkeitsbereich der Umkehrung wird aus 
Satz 24 hervorgehen. 
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Satz 23. Hin langentreuer Operator U ist dann und nur dann Cayley- 
sche Transformierte des abg. lin. H.O. R, wenn 


«) U die Menge aller p —Uy, p von &, ist, 

B) fir alle p von E R(p—Uq—) =i(gy+U¢q) ist. 

Beweis. Sei U die Cayleysche Transformierte von R. Wenn f zu YU 
gehért, so gehért (R+i1)f=—q m &, es ist Up=(R—?1)f, also 


yg —-Up=2if, f=z, —Uz,. Gehért umgekehrt g zu €, so ist 


(R+71)f= ® fir ein f von U, also (R—i1)f=Uq, p—Up=2if, 
d. h. p— Up gehért zu AU. Und schlieBlich ist p+Up=—2Rf, also 
R(y —Ug) =2iRf=i(y+U¢). Also sind «), 8) erfiillt. 

Geniige umgekehrt U «), £). Wenn f zu U gehért, so ist f—=p —Up, 
gy von & (a)), Rf=i(p+U¢q) (A), also (R+i1)f=—2ig, (R—il1)f 
=2tU@m. Somit gehért (R+1)f m €, und es ist U(R+i1)f 
=(R—i1)f. Wenn wir dagegen von einem ~ von € ausgehen, so gehért 
f=o9—Up m UY, also ist Rf=i(p+Up—), 2ig=(R+21)f, 


yg =(R+ int. Somit ist € die Menge aller (R-+-71)f, f von UA, und 


U(R+741)f=(R—i1)f, dh. U wirklich die Cayleysche Transformierte 
von R. 

Satz 24. Zum langentreuen Operator U gibt es dann und nur dann 
einen abg. lin. H.O. R, von dem er Cayleysche Transformierte ist, wenn 
die Menge aller p —Ug, p von © (€ ist der Definitionsbereich von U), 
itiberall dicht ist. Und zwar ist dann R durch U eindeutig bestimmt. 

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar nach a), Satz 23, da UW iiberall 
dicht ist. Die Hinreichendheit sowie die eindeutige Bestimmtheit von R 
durch U (nach «), 8) in Satz 23) steht gleichfalls fest, sobald erkannt ist, 
da8 f) fiir R keine Unméglichkeit involviert, und daB das so definierte R 
ein abg. lin. H. O. ist. 

Das erstere folgt daraus, daB fir p+y y—Up+y —Uy ist, 
d. h. fir p+0 p—Ugy+0. In der Tat hat p=Up die Folge, daB 
fiir alle y von & 


ist, da aber die y — Uy iiberall dicht liegen, ist p zu einer iiberall dichten 
Menge orth. also zu ganz 9, also p=0. Das letztere beweisen wir so. 
Die abg. Lin. von R folgt aus der von U, die iiberall Dichtigkeit des 
Definitionsbereiches von R (d. h. der »y —Uq) wurde vorausgesetzt — es 
bleibt noch iibrig (f, Rg) —(Rf,g) zu beweisen, dh. daB (f, Rg) beim 
Vertauschen von f und g in seine komplex-Konjugierte iibergeht. Sei also 
f=9—Ug, 9=y—Uy, dann ist 


Mathematische Annalen. 102, 6 
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(f, Rg) =(9 — Ue, i(y+Uy)) 
=—i{(g, y) —(Ug, vy) + (9, Uy) —(U¢, Uy)} 


=4((Ug, y) —(Uy, p)) =t(Ugp,y)+4(Uy, ¢), 
was die Behauptung in Evidenz setzt. 

Satz 25. R, S seien abg. lin. H.O., U, V thre Cayleyschen Trans- 
formierten. R ist dann und nur dann Forts. oder eig. Forts. von S, wenn 
U Forts. bzw. eig. Forts. von V ist. — M sei eine abg. lin. M., es reduziert 
R dann und nur dann, wenn es U reduziert. 

Beweis. Man schlieBt jeweils miihelos mit Hilfe von Satz 22 von 
R auf U, und mit Hilfe von Satz 23 von U auf R. 


In den vorhergehenden Satzen haben wir die Beurteilung der Fort- 
setzbarkeitsverbaltnisse von R auf die viel einfacheren von U zuriickgefiihrt. 
Die Cayleyschen Transformierten aller R sind alle U des Satzes 5, und 
dabei ist zu beachten: wenn R Forts. von S sein soll, also U Forts. eines 
Satz 5 geniigenden V, so braucht es nur langentreu zu sein**). An Stelle 
der zunichst recht uniibersichtlichen Forts. von R brauchen wir also blo& 
die einfach angebbaren langentreuen Forts. von V (das selbst langentreu ist) 
zu betrachten. Um uns iiber derartige Fragen zu orientieren, beweisen wir 
zwei einfache (anschaulich-geometrische ) Satze tiber langentreue Abbildungen 
und abg. lin. M. 


Zunichst bemerken wir: unter der Dimensionszahl einer abg. lin. M. 
M verstehen wir die obere Grenze aller (endlichen!) n, fiir die es in M 
n lin. unabh. Elemente gibt — also eine der Zahlen 0,1, 2,...,00. (Eine 
wesentlich allgemeinere Definition der Dimensionszahl von Mengen in 9 
werden wir im niachsten Kapitel, Def. 16, geben.) 


Satz 26. M set eine abg. lin. M., 7,,..., ~, ein norm. orth. System, 
welches diese abg. lin. M. aufspannt (es gibt gewif solche, vgl. den Beweis 
von Satz 13; es ist n=0,1,2,..., 00, tm letzteren Falle bricht die Folge 
P+ Pq,--» nicht ab), dann ist IQ n-dimensional. 

Zwei abg. lin. M. M, N kénnen dann und nur dann Definitionsbereich 
bzw. Wertevorrat eines langentreuen Operators U sein, wenn sie gleichviel- 
dimensional sind. Sei -,,..., ”,, ein Wt aufspannendes norm. orth. System, 
dann entsprechen die N aufspannenden norm. orth. Systeme y,, ..., y,, diesen U 
ein-eindeutig: jedem wird durch die Bedingungen Up, = y,,..., UP, = YW, 
genau ein solches U zugeordnet. 


Beweis. 9,,...,@, seien ein norm. orth. System, das die abg. lin. M. 
M aufspannt. Da ¢,,..., 9, lin. unabh. sind, hat J >n Dimensionen, 


**) Denn die gy — Um umfassen die y — Vy, liegen also wie diese iiberall dicht. 
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fiir n =o sind wir also fertig, fiir endliches n ist zu zeigen: n + 1 Elemente 
von $Y sind nie lin. unabh. In der Tat miissen sie die Form 


fy = Byr Pat ++» + Oa Pn (u=1,...,.n+1) 
haben, und zwischen den n+ 1 n-dimensionalen Vektoren 
B59 +009 Bug (u=1,...,n+1) 


muB eine lineare Relation bestehen, also auch zwischen den fy 

Gehen wir zur zweiten und dritten Behauptung iiber. Sei It der 
Definitionsbereich und 9 der Wertevorrat des langentreuen Operators U. 
Wenn 9,,..., 9, ein IM aufspannendes norm. orth. System ist, so ist (wegen 
der Langentreue von U) y, =U 9,,...,y, =U, em N aufspannendes 
norm. orth. System. Und 9% wie R haben n Dimensionen. 

Umgekehrt seien 12, 9 zwei gleichviel- (etwa n-)dimensionale abg lin. M. 
Sei 9,,.--, Py bzw. y,,---; Ye je ein WM bzw. N aufspannendes norm. orth. 


n n 

System, es mu8 p=q=n sein. Die Reihen S'z,y, und Sz, y, kon- 
r=1 r=1 

vergieren unter denselben Umstianden: bei endlichem n immer, bei n =oo, 


falls .5°| 2, |? endlich ist (Satz 5) — also allenfalls, wenn _>"|,|* endlich 
r=1 


r=1 n 
ist; sie ersch6pfen also I bzw. N ( Sz, p, hat mit ~, das innere Produkt z,, 
r=1 
es bestimmt also z,,...,2, eindeutig). Wir kémnen also einen Operator 
U durch U( S2,9,) = By x,y, definieren, er hat den Definitionsbereich I 
r=1 


\pxol 


und den Wertevorrat 9%, und ist offenbar linear. Es ist (f = Sa, %,) 
r=1 
If=|Or—S\2,|", [fl=lOrl, 


also der Operator stetig, und weil sein Definitionsbereich abg. ist, ist er 
auch selbst abg. Also ist U langentreu. 
Dabei hat Langentreue, also insbesondere abg. Lin, und Ug, = y, 
(go =l,..., 2) U( S'2,9,) = Ss, zur Folge; daher ist unser U durch 
\r=1 r=1 
diese Eigenschaften eindeutig festgelegt. Damit sind alle Behauptungen 
unseres Satzes bewiesen. 


Satz 27. U set ein langentreuer Operator, ©, % sein Definitions- 
bereich bzw. Wertevorrat (also zwei abg.lin. M.). Wir gewinnen alle langen- 
treuen Forts. von U auf die folgende Weise: 

Man wéhle zwei gleichvieldimensionale abg. lin. M. M,N, Teile von 
©— €, ©—F, und einen langentreuen Operator U' mit diesem Defini- 
tionsbereich bzw. Wertevorrat. Diese bestimmen genau eine lingentreue 

6* 
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Forts. V von U, die so charakterisiert ist: Definitionsbereich bzw. Werte- 
vorrat sind E4+-M bew. F+N, in E gilt VF=—Uf, in M gilt VF—U'f. 
— Indem man N,N, U' auf alle méglichen Weisen wdhlt, gewinnt man 
alle léngentreuen Forts. V von U, und zwar jede genau einmal. 

Beweis. Da8 jede langentreue Forts. V von U so entsteht, ist klar: 
seien &, 2 Definitionsbereich bzw. Wertevorrat von V, so geniigt es, 
M—=K—E, N=—=L—F, V'= das auf Mi eingeschrinkte V zu setzen, 
und alles ist erfiillt. Auch da8 unsere Bedingungen genau ein V (wenn 
iiberhaupt etwas) festlegen, ist klar: geniigen ihr V’ und V”, so ist 
V'f=V"f im ganz & und ganz M, also wegen der Lin. auch im ganzen 
Definitionsbereiche € + M@ — d.h.V’=V”. Es bleibt daher nur iibrig zu 


zeigen, daB wirklich jedes System I, N, VU’ mindestens ein langentreues V 


bestimmt. 

Da IM bzw. N Teil von H — E bzw. H — F, also orth. zu E bzw. F 
ist, sind IM, € lin. unabh, also in E+ M die Zerlegung f=—g +h, 
g von ©, h von M, eindeutig. Wir definieren also V(g+-h)—Ugi+U'h 
(g von ©, h von M). Da g,h orth. sind, und ebenso Ug, U'h, und 
U,U' langentreu, so ist |V(g+h)|°=|Ug+U0'h|* =|Ug|*?+|U'A|? 

=|g\*+)h|?, |g +h|*=—|g|/*+[Al*. V ist in der abg. lin. M E+ M 
definiert, offenbar lin, nach dem vorigen stetig — also abg, und 
nach dem vorigen langentreu. Auferdem, wie gewiinscht, Forts. von 
U und U’. 

Durch die Satze 26, 27 iibersehen wir alle laingentreuen Forts. eines 
langentreuen U, also auch alle abg. lin. H.O. Forts. eines abg. lin. H. 0. R; 
wir kénnen sie alle effektiv konstruieren. So sehen wir z. B.: R ist max., 
d. h. es hat keine eig. Forts, wenn U keine hat — also wenn es unmég- 
lich ist in Satz 26 IM, NM von (0) verschieden (vgl. Anm. *)) zu wihlen. 
Dies ist offenbar nur fiir 9 —€= (0) oder § — § =(0) der Fall, dh. 
fir E=H oder F¥=—. Die genauere Untersuchung dieser Fragen soll 
in den drei nachsten Kapiteln durchgefiihrt werden. 


VI. Erweiterungselemente. 


Wir wollen die bereits im letzten Kapitel zur Geltung gekommenen 
abg. lin. M. ©, in ihrem Verhiltnis zu den Begrifisbildungen von Def. 8 
naher charakterisieren. 

Fiir die Zwecke dieses Kapitels ist es bequem, die Terminologie des 
Restklassen-Kalkiils der Algebra zu verwenden: wenn 9 eine (nicht not- 
wendig abg.!) lin. M. ist, so bedeute f—g...mod M, daB f—g zu M 
gehért. R,U, U, €, % mégen die bisherige Bedeutung haben, wie z. B. in 
Satz 22. 
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Satz 28. 9©—€ bzw. 9 —¥% ist die Menge aller erweiterbaren f, 
denen R if bzw. —if zuordnet. 
Beweis. DaB f* dem f zugeordnet ist, bedeutet nach Satz 23 


(f*, ro Up) =(f,t(e + U¢)) = (— tf,p+ U¢). 

f*=if bzw. = —if bedeutet also, daB f (und mit ihm f*=—+ if) auf 
alle » (von ©) bzw. alle Um (d.h. ganz %) orth. steht; dh. daB es zu 
© — © bzw. H — F gehért. — 

Daher gehért ganz $ — € bzw. ganz 9 — § (mit Ausnahme der 0) 
zur +- bzw. —-Klasse der Erweiterungselemente. 

Satz 29. &+(H — €) + (H — BF) tst die Menge aller Erweiterungs- 
elemente von R. 


Beweis. Die Erweiterungselemente bilden offenbar eine lin. M., da 
diese, wie wir bereits wissen, UY, 9 —€, H—% umfassen mu, ist 
w+ (H — €E)+(H — F) Teil von ihr; es bleibt zu zeigen, daB sie nicht 
groBer ist. 

Sei also f Erweiterungselement, nach dem cbigen bedeutet das: 


f*, p —Uyv) =(— if, e+U¢), (f*+8f, 9) =(f —#f, Ug) 
(fiir alle g von &, f* fest). Sei U~* die Inverse von U, mit %, € als 
Definitionsbereich bzw. Wertevorrat. Es ist daher P;U=U,U~*U=1 
und Py U-* = U~*, UU~* =1, soweit diese Operatoren Sinn haben, d. h. 
in © bzw. §. Nunmebhr ist 
(f* — if, Up) =(f* — tf, Pye) = (Py f* — § Pyf, Up) 
= (UU~* P; f* —iUU~* Px f, Up) = (U~* Py f* — iU~* Ps f, 2); 

also 

({f* +f} —{U~* Py ¢* —iU~* Psf}, p) =0. 
Da dies fiir alle » von € gilt, so ist 

Pe ({f* + if} —{U~* Pyf* —iU~* Px f}) =0, 

{Pe f* +4 Pef}—{U~* Pyf* —iU~* Pg} =0, 

—U* Psf*+ Pef* = —i(U* Pgf + Pef), 
oder nach Anwendung von —U 
P; f* — UPe f* =4 (Pf + UPef). 


Weil allgemein g— Pag = P5-mg =0...mod(Q—M) gilt, ist 
Peg = Pxg... mod ((9 — €)4+(9—%)). Darum folgt aus der obigen 
Gleichung 


Pe f* — UPef* =i (Pef + UPef) ... mod (( — E)+(9 — §)). 
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Die linke Seite gehért ihrer Natur nach zu Y, also gehért die rechte m 
Wi(H— €E)i(H—F); ebenso gehért Pg f— UPgf seiner Natur nach 
zu U, aus beidem folgt, daB auch Pef m A+(H—€)i(H—F) ge- 


hért. Da aber f= Pf... mod (9 — €) ist, gilt dasselbe von f — womit | 


alles bewiesen ist. 

Satz 30. UA, HO —E, O —F sind lin. unabh. 

Beweis. Wir miissen aus f+go+y=0, f von U, » von § —G, 
y von 9 — %, folgern, dab f= p= y= 0 ist, oder auch: daraus, daB 
gm H—€E, ym O-—F, vp+y m  gehort, p=y=0. Sei also 
diese letztere Primisse erfiillt. 

?, wy, p +y sind nach friiher Gesagtem Erweiterungselemente, denen 
R io, —ty, R(w+yw) (dieses hat Sinn!) zuordnet. Da po + yp offen- 
bar auch i(@ — w) zugeordnet wird, muB dieses = R(p + yw) sein. Weil 
7, y tp bzw. — iy zugeordnet sind, so muB 

(§ip,p+y)=(9,Re+yv))=(,t(y—y)), 2, 9)=—9, p=9, 
(—tyv,e+y)=(y,R@+y))=y,.t(p—y)), —24(% y)=0, y= 0 
gelten. — 

Wir kénnen also jedes Erweiterungselement f auf eine und nur eine 
Weise in f=f°+f*+f, f° vn UA, f* von O—E, f von O—F, 
zerlegen, und umgekehrt ist jedes solche f ein Erweiterungselement. Wir 
nennen f°, f*,f bzw. die 0-,-+-, —-Komponente von f. Da f°, f*, f~ 
Rf*, if*, —iéf~ mgeordnet wird, so ordnet R dem f=/f°+/ft+f 
f*=— Rf,+if* —tf~ m. — Diese Zerlegung ist von Wichtigkeit, weil sie 
eine nahere Kennzeichnung der 0-, -+--, —-Klassen erlaubt: 

Satz 31. Hin Erweiterungselement f gehért zur 0-, +--, —-Klasse, 
je nachdem ob |f*|=,>,<|f" | tst. 

Beweis. Wegen f=f°+/f*+f, f*=Rf°+ift —if~ und der 
Zugehérigkeit von if*, —if zu f* bzw. f° ist: 

(f*, f)=(Rf +ift —if, f+ftt+r) 
= (Rf®, f°) + (RP, f*) + (F*, £9} + (RP f°) +(—Ff, fo)} 
+{(tf. fT) +(—tf. f+ (ir, 7) +(—f. ft >} 
= (f°, Rf) + {(f%, 6f*) + (6f*, )} + {(1, —Ef-) +(—8F, fe)} 
+f, —8f-) + (—8t HEL ETP [0 |*}- 
Das erste Glied und die drei ersten { } sind offenbar reell, die letzte { } 
offenbar rein imaginar, woraus 
s(fN=IrP-irl 
folgt — also die Behauptung. 








—s et 6} 
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Vil. Die Defektindizes. 
Definition 15. R,U,U, €,% mégen die bisherige Bedeutung 


haben, wie z. B. in Satz 22. m,n seien die Dimensionszahlen von $ — & 
bzw. 9 — §. 

Wir nennen m,n die Defektindizes von R. (Es ist m,n = 0, 1, 2,..., 00). 

Diese Zahlen werden bei den Fragen der Max. und Hypermax. eine 
entscheidende Rolle spielen. Zwischen ihnen und den drei Klassen der 
Erweiterungselemente besteht ein enger Zusammenhang, den wir nun dartun 
werden. Zuniachst verallgemeinern wir den Begriff der Dimensionszahl 
in . 

Definition 16. WM sei eine (nicht notwendig abg.!) lin. M., Ul eine 
Teilmenge von 9 (die nicht einmal lin. M. zu sein braucht). Unter der 
Dimensionszah! von U1... mod Yt verstehen wir die obere Grenze aller 
(endlichen!) n, fiir die es m lin. unabh. Elemente gibt, die zusammen mit 
ihrer lin. M.**) (mit eventueller Ausnahme der 0 “*°)) ganz in U liegen und 
auBerhalb von Wt. n ist also eine der Zahlen 0, 1, 2,..., co. 

Ubrigens wird im folgenden Ul doch nicht ganz willkiirlich sein, es 
wird vielmehr stets die folgenden Eigenschaften haben: Erstens ist es eine 
Restklassenmenge mod J, d. h. von zwei f,g, f=g...mod Mt, gehért 
keins oder beide zu Ul, und zweitens gehéren mit f auch alle af (a +0) 
zu ll. Man sieht sofort, daB unter diesen Ul die leere Menge und MW die 
einzigen sind, die die Dimensionszahl 0 haben. Weiter ist es klar, dab 
die Dimensionszah! einer abg. lin. M. Ul... mod (0) mit der von Kap. VI 
iibereinstimmt. 

Die +-, —- und 0-Klassen sind solche Mengen Ul mod Y, ebenso die 
Vereinigungsmengen irgendwelcher von ihnen; da die zwei ersten 0 nicht 
enthalten, wohl aber die dritte, so miissen sie im Falle der 0-Dimensionalitat 
leer bzw. gleich Y sein. 

Satz 32. Die +-Klasse, sowie ihre Vereinigung mit der 0- Klasse, 
ist mod U m-dimensional; die —-Klasse, sowie thre Vereinigung mit 
der 0'- Klasse ist mod U n-dimensional ; die 0- Klasse ist mod M& Min (m, n)- 
dimensional. 

Beweis. Sei p<m und endlich (es ist ja eventuell m= oo), und 
fyr--of, lin. unabh. Elemente von $ — € (das ja m-dimensional ist). Die 
ganze lin. M. derselben liegt in § — €, also, mit Ausnahme der 0, in der 
+-Klasse — und somit von selbst auBerhalb 2. Also hat die -+--Klasse 
=m-Dimensionen mod %, wenn wir noch zeigen, da8 ihre Vereinigung 


4*) Die wegen der Endlichkeit von n von selbst abg. ist. 
*5) Diese Ausnahme wird sich im folgenden als praktisch erweisen. 
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mit der 0-Klasse < m hat, sind die zwei ersten Behauptungen bewiesen. 
Fiir m = co ist dies trivial, bei endlichem m ist zu zeigen: wenn f,,..., f,..4 
lin. unabh. Erweiterungselemente sind, so liegt gewiB ein 


Of +++ TOs hmg a FO 
in WM oder in der —-Klasse. 
ae ; . “ a Pere ; 
Sei fL=Atfhits (u= 1,...,m t 1), die f liegen alle in dem 
m-dimensionalen § — ©, sind also nicht lin. unabh. Sei etwa 


+ | + — 
a,f; a ee'y Gasalncs = 9 


(ohne a,=...=a@ 


m+1 


=, also a,f,+.--+@,43fes,%0!), dann ist 
a,f+.---+@,.:fesr=g9 +9 ,9° vonUA, g von H—F. Fir g =—0 
gehért es also zu YW, fiir g° +0 (nach Satz 31) zur — -Klasse. 

Damit sind die zwei ersten Behauptungen bewiesen, die zwei folgenden 
ergeben sich ebenso durch Vertauschen von + und —. Es bleibt die 
letzte. Da die Dimensionszahl der 0-Klasse mod & allenfalls < m und 
<n ist, geniigt es zu zeigen, daB sie > Min. (m,n) ist: d.h. zu jedem 
p< Min. (m,n) solche lin. unabh. f,,..., f, anzugeben, da jedes 
a,f,+...+a,f,+0 zur 0-Klasse gehért, aber nicht zu Y. 

In § — € gibt es gewi8 p lin. unabh. Elemente, die wir gleich ,,ortho- 
gonalisieren“ (vgl. Satz 8), d.h norm. orth. annehmen kénnen: 9,, 
ebenso seien y,,.--,% ', norm. orth. aus © — %. Wir setzen 


+09 Dys 


f= Pit Vy oo lp = Py + Y p> 
dann ist (wenn nicht a,=...= a, = 0) 
@, fy +--+» +O, fy = (4, Fi t+ --- +4, P,) + (4 Y, +--+» +4, y,) 


(nach Satz 30) sicher nicht in YM, also insbesondere +0; und wegen 


' = ' ‘or 2 | 2 
4 of. => y, = =}. y |r 2" fi 
a,?; ++» T4,9,| =|4¥, -- TaLY,| =|) ees }@, | 


gehért es (nach Satz 31) zur 0-Klasse. Die /,,..., f, sind also lin. unabh. 
und leisten alles was wir wiinschen. 

Satz 33. R ist dann und nur dann maz., wennm=0 oder n= 0 
ist, und hypermazx., wenn m=n=0 ist. Oder auch: wenn € = 9 oder 
% = ist bew. wenn E = F = H ist. 

Beweis. Nach Satz 11 bedeutet die Max.: 0-Klasse gleich YU, nach 
Definition 9 die Hypermax.: auBerdem noch die -+-- und die —-Klasse 
leer. Nach der Bemerkung von Satz 32 bedeutet ersteres: 0-Klasse 0-di- 
mensional, und letzteres: +-- und —-Klasse 0-dimensional. Nach Satz 32 
schlieBlich heiBt dies: Min (m,n) 0, d.h. m = 0 oder n = 0 bzw. m= 0 
und n=0. 

Die zweite Formulierung folgt sofort aus der ersten. — 
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Der Gegensatz von Max. und Hypermax. tritt nunmehr klar hervor, 
ebenso die Rolle von m,n. Zu Satz 32 sei noch bemerkt: Wenn wir R 
durch aR +51 ersetzen (a,b reell, a +0; dies ist wieder ein abg. lin. 
H. O. mit demselben Definitionsbereich wie R), so andern sich ©, % auf 
uniibersichtliche Weise, und wir sehen daher zunichst nicht, was mit m,n 
geschieht. Aber Y%, die Menge der Erweiterungselemente, sowie die 
0-, +-, —-Klassen aindern sich bei a >0 offenbar iiberhaupt nicht, und 
bei a < 0 werden nur die zwei letzteren vertauscht. Daher hat Satz 32 
die Konsequenz, daB sich m,n auch nicht andern bzw. nur vertauscht 
werden **), 


VIII. Der FortsetzungsprozeB. 


Bereits am Schlusse des Kap. VI hatten wir eine Ubersicht iiber alle 
méglichen Forts. eines abg. lin. H.O. R gewonnen; wir kénnen jetzt ent- 
scheiden, wann und wie eine Forts. zu max. bzw. hypermax. Operatoren 
gelingt. 

Satz 34. Hin abg. lin. H.O. R mit den Defektindizes m,n kann dann 
und nur dann zu einem mit den Defektindizes m’,n' fortgesetzt werden 
wenn es ein p(=0,1,2,...,c0) mit m’+p=—m, n’+p=n gibt. 

Beweis. Wenn wir den FortsetzungsprozeB nach Satz 27 betrachten 
(U, UM, €, F mégen den iiblichen Sinn haben, Mi, MR wie in Satz 27), so 
sehen wir:  — €, H — § sind m- bzw. n-dimensional, und die Frage ist, 
ob es zwei gleichviel- (etwa p-) dimensionale abg. lin. M. Mt, N gibt, die 


©) Sei R der folgende Operator: Ef hat Sinn fir alle Erweiterungselemente f 
von R, und zwar ist es dann dem zugeordneten f* gleich. R ist offenbar abg. lin. 
und Forts. von R. (Wenn R Hypermax. ist, so ist offenbar R= R, andernfalls ist 


es nicht einmal ein H.0., denn wegen m>0O oder n>O ist dann die +- oder die 
—-Klasse nicht leer und in diesen ist (Rf, f) =(f*, f) nicht reell.) Nach Satz 28 
sind ©—€ und §—% die Menge der Lésungen von Rf=if bzw. =—if. Also ist 


fiir diese Gleichungen m bzw. n die Héchstzahl von lin. unabh. Lésungen. 

_ Nach dem vorhin Gesagten ist aber die Héchstzahl der lin. unabh. Lésungen von 
aRf+bf=if gleich m bzw. n fir a> bzw. <0. Die obige Gleichung besagt: 
Rf=ef, e=- an - i. Wir kénnen also sagen: Wenn 9 eine nicht reelle Zahl ist, 


so hat die Gleichung is 
Rf=of 

die Héchstzahl m bzw. n von lin. unabh. Lésungen, wenn Jo> bzw. <0 ist. (Bei 
reellem o ist die Héchstzahl bekanntlich die ,,Vielfachheit des Punkteigenwertes“ 0. 
Rf=of muB bei nicht reellem o unlésbar sein — auBer durch f=0; da sonst 
(Rf, f)=e(f, f) nicht reell ist.) 

Diese Tatsachen stehen in Beziehung zu gewissen Resultaten von Carleman, 
vgl. das Zitat von Anm. ‘). 
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Teile von denselben sind, und zwar so, dab O©—E—M, H-—F-—N 
m'- bzw. n’-dimensional ist. 


Allgemeiner ist die Frage diese: Wann hat eine k-dimensionale abg. 


lin. M. & ein p-dimensionales Teil (eine abg. lin. M.) 8, so daB KR —fP.- 


k’ Dimensionen hat? Wir werden sehen: wenn k= k’+-p ist. Wenn wir 
hierin fiir &,£,k,k’ 92 —€E,M,m,m’ und H—F, NR, n,n’ einsetzen, 
haben wir unseren Satz. 

Notwendig ist die Bedingung: denn seien $,R —$ p- bzw. k’-di- 
mensional, dann werden sie (als abg. lin. M.) von den norm. orth. Systemen 
Pys +++ Py bzw. y,,..-,y, aufgespannt, also R=—P$+(KR—P) von 
Py) +++ Py» Was +++» W, (diese sind orth., weil es $3, f — $B sind), dh. es 
ist p+ k’-dimensional, also k= k’+p. (Hierbei kann auch k’ oder p 
= oo sein!) — Hinreichend ist sie ebenfalls, denn sei R k= k’+ p- 
dimensional, dann wird es von einem norm. orth. System 9,, ..., 9 p> Was ses Wp 
aufgespannt (wieder darf k’ oder p=occ sein!). Die von 9,,..., Pp, aui- 
gespannte abg. lin. M. sei $, dann wird  — $ von y,,..., y, aufgespannt, 
und wir sind am Ziele. 


Satz 35. R sei ein abg.lin. H.O. mit den Defektindizes m,n. Zu 
einem max. H.O. kann R stets fortgesetzt werden. Wenn m+n ist, 80 
gibt es unter seinen Forts. keinen hypermazx.; wenn m=n ist, so ist, 
falls diese endlich sind, jede max. Forts. hypermazx., wenn sie = oo sind, 
so gibt es unter den maz. Forts. sowohl solche, die hypermaz. sind, als 
auch solche, die es nicht sind. 


Beweis. Nach Satz 33 bedeutet Max.: mindestens ein Defektindex 
= 0, Hypermax.: beide = 0, Max. aber nicht Hypermax.: genau einer = 0. 
Wenn man hierauf Satz 34 anwendet, gewinnt man genau die Behauptungen 
unseres Satzes. 


Zusatz. Wenn R nicht schon maz. ist, so ist die maz. Forts. (und, 
wenn es solche gibt, die hypermax. sowie die max. aber nicht hypermaz. 
Forts.) auf Kontinuum viele verschiedene Arten médglich. 


Beweis. Unsere Forts.-Methoden kamen (nach Satz 27) auf das Er- 
weitern der © — €,  — } um zwei abg. lin. M. M, MN heraus, die bei nicht 
max. R > 0 Dimensionen hatten. Aber dabei spielte noch eine langentreue 
Abbildung U von It auf M eine Rolle, und diese kann auf Kontinuum 
viele Arten gewahlt werden: zu jedem § aufspannenden norm. orth. 
System y,,..., y, gehérte (nach Satz 26) ein U, und derer gibt es Kon- 
tinuum viele (weil z. B. y, durch jedes a y,, |a| = 1, ersetzt werden kann )*’). 





*?) Mehr als Kontinuum viele Forts. kann es nicht geben, da es nur Kontinuum 
viele abg. Operatoren in 9 gibt — wie man aus der Separabilitét von © leicht folgert. 





ee 
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Wenn FR nur H.O. ist, so sind seine max. und hypermax. Forts., wie 
wir wissen, dieselben wie beim abg. lin. H. 0. R, auf welchen die soeben 
erzielten Resultate anwendbar sind. Hat insbesondere R nur eine max. 
Forts. so mu8 schon R max. sein, ebenso bei den hypermax. Forts. 

Wir wenden uns nunmehr der naheren Untersuchung der hypermax. 
H.O. zu (Kap. IX), und dann der der max., aber nicht hypermax. H. 0. 
(Kap. X). 


IX. Die hypermaximalen Operatoren und die Eigenwertdarstellung. 


Wenn RF hypermaximal ist, so ist E=F=—, dh. die Cayleysche 
Transformierte U ist unitar: sie ist iiberall sinnvoll und hat eine (eben- 
falls unitare) iiberall sinnvolle Inverse U~*. Die hypermax. H.O. R ent- 
sprechen als ein-eindeutig den unitaéren Operatoren U, die die Bedingung 
von Satz 24 erfiillen, d. h. fiir die die Menge der p —U iiberall dicht ist. 

Schon beim Beweise von Satz 24 konstatierten wir: wenn die » —Up 
iiberall dicht liegen, so folgt aus Up=qg py=0. Es gilt aber hier auch 
die Umkehrung. Wenn nimlich die » — Up nicht iiberall dicht liegen, so 
spannen sie eine abg. lin. M. Pt + auf (sie selber bilden schon eine lin. 
Mann.!) — dann ist © — M+ (0). Sei also f+ 0 ein Element von $ —M. 
Alle pg — Up gehéren zu M, sind also zu f orth.: 


muB8 fiir alle g verschwinden; daher ist Uf—f=—0, Uf=f. 

Die in Frage kommenden unitaéren U kénnen also auch so charakteri- 
siert werden: fiir sie hat Uf=f keine andere Lésung als die 0 (1 ist 
nicht ,,Punkteigenwert“!). Wir beherrschen somit die hypermax. H.O. R, 
wenn wir diese U kennen. Dies ist aber ein Problem fiir beschrinkte 
Operatoren (U ist langentreu, also stetig), das auch mit den Methoden 
der Hilbertschen Theorie der beschrinkten Formen (mit einem, auch 
jenem Ideenkreise angehérenden, Zusatz) bewiltigt werden kann. Wir 
filhren die notwendigen Uberlegungen (in teilweiser Anlehnung an die ein- 
fache Methode von F. Riesz) im Anhang II durch und geben hier nur 
das Resultat an. 

Definition 17. a<2<b sei ein offenes Intervoll (im folgenden 
wird a,b einmal 0,1 und einmal — oo, oo sein). Unter einer Zerlegung 
der Einheit (kurz: Z.d.E.) verstehen wir eine Schar von P.O. E(A) 
(A lauft durch ganz a, b) mit den folgenden Eigenschaften: 

«) Wenn 4< wp ist, so ist H(A) Teil von E(x). 

6) Wenn 4>4,, 4—+4d,, so gilt fiir jedes f H(4)f— E(A,) f. 

y) Wenn 4—+a@ oder —}, so ist H(A) f—+0 bzw. —f. 
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Wenn nun a,b das Intervall 0,1 ist und H(e) eime Z.d.E., so gibt 
es zu jedem f genau ein f/*, so da® fiir alle g 


1 
if*, 9) = Jetted (E(0)f, 9) ay 


gilt. Der durch Uf=f* definierte Operator U ist unitér, und Uf=f 
hat keine Lésung auBer 0; und umgekehrt wird jedes U mit diesen Eigen- 
schaften durch genau eine Z.d.E. H(A) auf die soeben skizzierte Weise 
erzeugt (vgl., wie gesagt, Anhang II). 

Wir beweisen nun: 

Satz 36. a,b set das Intervall — co, co und F(A) eine Z.d. E. 
Wenn das Integral 


fa?d| F(a) f\" 


endlich ist**), so gibt es genau ein f*, so daf fiir alle g 


a 


(f*,g) = J 4d(F (A) fg) 
(das Integral rechts ist absolut konvergent) gilt. Wir definieren einen 
Operator R fiir diese f, und zwar durch Rf = f*. 
Dieses R ist ein hypermax. H.O., und jeder hypermax. H.O. R kann 
mit Hilfe genau einer Z.d. E. auf diese Weise erzeugt werden. 
Beweis. Den Z.d. E. £(o) fiirs Intervall 0,1 werden die Z.d. E. 
F (4) fiirs Intervall —oo,oo durch die Zuordnung 


E(@)=> F(4)=E(—arcetgi), F(4) > E(e) = F(—ctg 2g) ™) 


ein-eindeutig zugeordnet. Es geniigt nun zu zeigen: Wenn H(A) die Z. d. E. 
eines unitéren Operators U ist (vgl. die Ausfiihrungen vor unserem Satze), 
so erzeugt F(4) nach der Anweisung des Satzes wirklich einen Operator R, 
und dieser ist die Cayleysche Transformierte von U. Nach dem, was wir 
iiber das Verhaltnis der Cayleyschen Transformierten wissen, und iiber 
hypermax. H. O. sowie unitiére Operatoren und Z.d.E. vor dem Satze 


**) Stieljessches Integral, es ist absolut konvergent. Wir schreiben o statt A. 

*) Mit 4 wichst F(4), also auch | F(4)/|*, auBerdem ist 4* nie negativ, daher 
ist dieses Integral seiner Natur nach entweder konvergent (endlich) oder eigentlich 
divergent (+). 

®) Durch 9 =— = arc ctgi, 4=—ctgao werden die Intervalle 0<o<1 und 


—«x<i<o ein-eindeutig aufeinander bezogen. (Beim arc ctg ist immer der Wert 
>—a, <0 zu nehmen.) 
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93 
formuliert haben, folgt hieraus tatsichlich die Richtigkeit aller Behaup- 


tungen. 
Sei also F(A) eine Z.d. E., Z(o) = del Bey vi U der dazugehorige 
unitare Operator. Zunachst zeigen wir: Wenn f d\|F(a)f|\>=C* end- 


lich ist, so kann das f* unseres Satzes wirklich erzeugt werden. 
Es sei A< i'< mw. Da E(A) Teil von £(y) ist, ist H(u) — H(A) ein 
P.O. und deshalb 


|({Z(u) — E@}f,9)| =|({2( — BM} fF, {E(w — £@}¢9)| 
<|{E(u) — B(A)} f|-\{B (4) — B(A)} 91, 

und weil pee 

{Z(u)— E A)} hi * (h, {BE (u) — E(A}Sh) = (h, E(w) h) — (h, Eh) 

=|E(u)h|*—|E(a)h|* 

gilt, 

\({E(u) — E@}f,9)| < VB) fl)? —| Ba) fl? V\B(u) 9 |? — |2() 9", 

\A'{(E (u) f,9) —(E Af, g}) 
< V2" {\B(u) f\?—|B(a) t\*} V|B(«)g|*—|E(a)gl*. 








Da nun die beiden Integrale f 4°d|H(4)f\*=C* und fa E(A)g\* 
=|F(i)g ae \g|* absolut konvergieren, hat die bekannte Un- 
gleichung 
¥a,6,+...+ ya,b, < V(a,+...+a,)(b, +... +6,) 
(alle a,,...,@,, b,,...,6, 20) 


erstens die Konsequenz, da auch f Ad(E(4)f,g) absolut konvergiert, 
und zweitens daB as 











on c{]risaa Twain, 


ist®'), Wir nennen dieses Integral fiir einen Augenblick L(g) (f fest, 
g variabel), dann hat L(g) die Eigenschaften: 
L(a,9, +--+ +4,9,) =4, L(g) +--- +4, L(9,), |L(9)|SC-|9! 


(es ist linear und stetig). Nach einem Satze von F. Riesz gibt es darum 


51) Es geniigt, sich die Definition des Stieltjesschen Integrals zu vergegenwirtigen. 
Die genannte Ungleichung ist nur eine verinderte Schreibweise der Schwarzschen. 
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genau ein /*, so daB stets (f*,g)=— L(g) ist®*) — d.i. gerade unsere 
auf f* beziigliche Behauptung. 


R ist also wirklich herstellbar. Sei R* die Cayleysche Transformierte 
von U, wir miissen noch R = R* beweisen. Es geniigt aber zu zeigen, 
daB8 R Forts. von R* ist. Denn wenn Rf, Rg Sinn haben, so geht (nach 
Definition in Satz 36) beim Vertauschen von f,g (Rf, g) in seine komplex- 
konjugierte iiber — also ist (Rf,g)=(f, Rg). Daher ist R ein H.0 
(sein Definitionsbereich enthalt nach Annahme den von R%, ist also iiberall 
dicht) und Forts. des (wegen der Unitaritét von U) max. R*, also R= R*. 


Sei also R*f sinnvoll, wir miissen beweisen: Rf ist sinnvoll und 
= R*f; oder was dasselbe ist: fe d|F(A)f\* endlich und fiir alle g 
(R* f,g) =(Rfg) = f id(F(4)f,g). Da® Rf sinnvoll ist, bedeutet iibri- 
gens f= pg — Ug, aieses sei unser Ausgangspunkt. 

S a°d| F(a) f\’, z 1d(F@ f, g) kénnen wir, nach der Transformation 

—ctg xo, auch so schreiben: feta’ nod|E(e)f\*, J —ctg xed (Bo f g). 


Um hier f= —Upo dont zu kénnen, miissen wir zunichst einige 
Integrale ausrechnen. 
1 


1 
(p+U9,9)= aga g)+ feted (E (0) 9,9) 
1 
a i (1+ e®*#-e)d(E(0) 9,9), 


5%) Man beweist diesen Satz so 
Da alle (f*, g) vorgeschrieben sind, kann es nicht zwei verschiedene f* geben, 


es geniigt also die Existenz von einem zu beweisen. Sei 9,, y,, ... ein vollst. norm. 
orth. System, L(gy,)=a, (n=1,2,...). Es ist g=3(9, Yn)'Pn (Satz 7, 8)), also 
a=1 


wegen der Linearitét und Stetigkeit von L(g) L(g)= 2G @,):a, (die Reihe mu8 


konvergieren). Ware nun Py |a, |* endlich, so wiirde f* = Py a, Yn, konvergieren a) 5), 


(f*, On) =4,, und daraus folgt L(g) = 5 (f°, Pn): F)=(f", g) (Satz 7 y)): 
die Behauptung. 


Nun ist |Z(g)| <= C-\g|, also fir g=2,9,+...+2nQm 


#|<0-) S\2,|*, 
a n=1 








und wenn wir z, =a, (n=1,..., m) setzen: s\a,|*< Cc. Daher ist S\a,|* end- 
n=1 na=1 


lich (und zwar < C*). 











rl J 
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1 
(p — Ug, E(o)Q9) -fa — e®i-e' d(E(0’)) p, E(g)9) 


I 


Che Se 


(1 — e**#-e) d(E(0) E(0") 9, 9) 


(1— e®*#-e") d(Z(Min (0, 0") p, g) **) 


] 


fi (1 — e®*#-e') d(E(0') y, 9), 
( 


| E(e)(~ — U¢)|*=(9 — Ug, E(e) (vy — U¢)) 


l 


Il 


Fa— erie’ d(E(o') p, p — U¢) *) 


(1 — e**te’)d Ifa — e-*x6e") d (E(Q”) 9, ») | " 


i] 
| I 
Crm SArYo 


(1 pane e2*t-e") (i —_ e-22t-e') d(B(0’) ?> ?) 


| 
Omg, 


4sin*2o'd|E(0')¢|", 
1 1 o : . 
f ctg*xed| E(0) (9 - Up)|*= fctg* xed | f 4sin*xe’d| B(0') 9| : 
1 1 
= f otg*xe-4sin*x9d|£(o)p|— f 40s*xod| B(e)¢|", 


und dies ist endlich, weil es durch das endliche f4d|R(e) ol" = 4/|* 
majorisiert wird. Weiter ist 


1 e 
— ctg xe d(E(o)(~—U¢),g) = f — ctg aod fa — e®t-e') d(E(9') 9, 9)| 68) 
1 1 


= f — otg ag: (1— e®**e) d(H (0) 9,9) = fic + e®*t-e) d(E(0) 9,9) 
=(i(p + U9), 9) =(R*(y — Ug), 9). 


Damit ist alles Erforderliche bewiesen. — 


‘*) Fir 9’>o ist ja (Z(Min(o, o’))y,g) konstant, also das Integral 0! 
%) Man nehme mit g = das komplex-Konjugierte der letzten Formel. 
55) Nach einer allgemeinen Formel fiir Stieltjessche Integrale ist 


B B 
Sove)-a| facery-arie’)| = f p(e)-4(e)-dr(e). 
A A A 
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Wir haben fiir hypermax. H. 0. die der Hilbertschen Spektral- 
darstellung oder Eigenwertdarstellung (bei beschrinkten Formen, vgl. das 
Zitat von Anm.’)) analoge Normalform gewonnen, dabei aber fiir diese 
bereits alle Eigenwertdarstellungen verbraucht, so da® es fiir max. und_ 
nicht hypermax. H. O. gewiB keine solchen geben kann. (Allerdings 
haben wir noch kein Beispiel eines derartigen H. O. konstruiert.) Darum 
sehen wir von der kaum neue Gesichtspunkte bietenden weiteren Unter- 
suchung der hypermax. H.O. ab und wenden uns den max., aber nicht 
hypermax. H. O. zu. 


X. Maximale, aber nicht hypermaximale Operatoren. 


Ein solcher H.O. R (m,n seine Defektindizes) ist durch m= 0, 
n>0O oder m>0, n =0 charakterisiert; da aber beim Ersetzen von R 
durch — R m,n vertauscht werden, geniigt es m=0,n>0 zu be- 
trachten. Wir bilden U,€,%, es ist E=H und G© = H —§F ist n-di- 
mensional, U bildet  langentreu auf % ab. 

Das durch U” (y= 0,1, 2,...) vermittelte Bild von G, sei G, (auch 
eine abg. lin. M.). Fiir »>0 ist G, Teil von %, also orth. zu G,; wenn 
wir hierauf die Abbildung U* (k = 0,1, 2,...) anwenden, so werden die 
Bilder G,,,,@, zueinander orth. (weil (f,g) dabei invariant ist, vgl. 
Satz 10). Also sind allgemein G,, G, (k,/ = 0,1, 2,...) fiir k& +1 orth. 
Die G,, G,, G,,... mégen die abg. lin. M. % aufspannen, wir setzen 
H —M— VR. 

DaB U @&, auf G,,, abbildet (natiirlich ein-eindeutig, langentreu) 
wissen wir schon, wir wollen nun zeigen, daB M (ebenso) auf sich selbst 
abgebildet wird. ist, wie man leicht einsieht, die Menge aller zu allen G, 
orth. Elemente von 9, sein Bild also (wegen der Invarianz von (f, g)) 
die Menge aller zu allen Bildern der G, orth. Elemente des Bildes von 9: 
dies sind die zu allen G,,, orth. Elemente von § = 9 — Gy, also die 
zu @, und allen G,,, orth. Elemente von 9. Also wirklich wieder Yi. 

Sei nun M1 ear! Pp ein die abg. lin. M. &, aufspannendes norm. orth. 
System (eventuell p = oo!), und U" oy =, (» =0,1,2,..., ¢=1,..., 7); 
dann bilden die gj,...,g, auch ein norm. orth. System und spannen G, 
auf. Fir k+/ liegt py in G,, qj in G,, also sind beide orth, d. h. 
alle py (» =0,1,2,...,qg=1,..., p) bilden auch ein norm. orth. System 
— und zwar spannen sie dasselbe auf, wie die G,: Mt. 


v+1 


Per Par Par ++» Mogen M, aufspannen, ie, ie ss M, (alles als abg. 
lin. M., g=1,...,), dann spannen Q,, ..., M, wieder It auf, und M, 
ist Teil von M,. Da Ug; =," ist, bildet U Mt, auf M, ab. Zu- 
sammenfassend haben wir also: 





{ 
' 
' 
t 
' 
' 
: 


ee ene 
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M,,---, M,, RM spannen H auf (wie M,N), U bildet sie bzw. 
auf M,,..., M,,R ab, dh. auf Teilmengen von sich selbst. Ferner 
sind die M,,..., M, (als Teile von M) zu N orth, und auch zuein- 
ander (weil es die p,q) mit g’+q” sind). Hieraus folgt, daB jedes 
M,,--., Me, R das U reduziert, also (Satz 25) auch die Cayleysche Trans- 
formierte R. — 

Wir betrachten die in M,,..., M,. M liegenden Teile von R und U: 
es sind baw. R,, oveg Rus S und bzw. U,,...., U,; V; R ist mit Hilfe von 
R,,..., R,, 8 nach Satz 21 zu charakterisieren. Nun sind die abg. lin. M. 
Tas reve M, alle unendlichvieldimensional (M, wird ja vom norm. orth. 
System Pe» Pe Pao ... aufgespannt), also lauter Hilbertsche Raume (d. h. 
sie geniigen, bei unveranderter Definition von af, f-+-g, (f,g) den Bedin- 
gungen A bis E von Kap.1%*)), daher diirfen wir in ihnen alle fiir 9 
ausgebildeten Begrifie ohne weiteres verwenden. Also ist R, in M, ein 
H. O. (insbesondere ist sein Definitionsbereich in M, iiberall dicht, denn 
er besteht aus den Projektionen des in 9 iiberall dichten Definitionsbe- 
reiches von R), U, ist langentreu und die Cayleysche Transformierte von 
R,. In ® sind drei Fille méglich: erstens kann es oo-dimensional, also 
ein Hilbertscher Raum sein, dann ist wieder S ein H.O., V unitar (es 
bildet ja MN auf M ab) und seine Cayleysche Transformierte — also S 
hypermax.; zweitens kann Jt N (=1, 2,...)-dimensional, also ein N-di- 
mensionaler (komplexer) Euklidischer Raum sein (vgl. Anm. **)), dann 
ist S ein H.O. in ihm — dh. ein gewohnlicher, endlichvieldimensionaler 
Hermitescher Operator; drittens kann 3{ 0-dimensional sein, d.h. = (0) 
— dann brauchen wir es gar nicht zu beriicksichtigen. 

Bei % und S geschieht also sicher nichts Neues, wir wenden uns 
darum den W,, R, und U, (g=1,...,p) zu. Diese benehmen sich alle 
gleich: R, ist Cayleysche Transformierte von U,, und es gibt ein in M, 
vollst. (d. h. YM, aufspannendes) norm. orth. System Per Var Par +++» 80 daB 


U, 94 =Ugy="* ist, also U, (32,97) —S'2, 94°" (3'|z,|* endlich) 
v=0 v=0 v=0 

hierdurch ist aber U, und somit R, vollig festgelegt (wenn man —), 9, P2, --- 

als bekannt ansieht). Indem wir die Isomorphie von Yt, mit ) ausniitzen, 


kénnen wir auch sagen, da8 R, mit dem folgenden Operator R in Q iso- 


morph sein mu8: R ist die Cayleysche Transformierte von (7, und U ist 


56) A bis C und E geniigt offenbar jede abg. lin. M., D aber ist der Unendlich- 
viel-dimensionalitat gleichwertig. Eine endlichviel-dimensionale abg. lin. M. besteht, 
falls sie 0 Dimensionen hat, aus der 0 allein; wenn sie N=1,2,... Dimensionen 
hat, so wird sie durch ein norm. orth. System ¢,,..., ¢w aufgespannt, sie besteht 
also aus den z,9,+...+2y@y, 4. h. sie ist der N-dimensionale (komplexe) Eukli- 
dische Raum aller z,,..., ty. 

Mathematische Annalen. 102. 7 
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(wenn Wy, Wy, W,,--- ein festes volist. norm. orth. System in 6 ist) durch 


0 ( 52, ¥,) =S2, Voir ( 5\=,|" endlich ) definiert. — 


Dabei ware aber zuerst noch zu zeigen, dab R wirklich existiert, d. h. 
daB das offenbar langentreue J der Bedingung von Satz 24 geniigt. Wenn 
das der Fall ist, so ist R, da J in ganz § definiert (also E = 9, m=0) 


ist, ein max. H.O. Der Wertevorrat von U, ¥ ist die Menge aller yz, A ss 
»=0 
d.h. die von den y,, y,,... aufgespannte abg. lin. M. — also ist § —% 
die Menge aller ay,, also 1-dimensional. Folglich hat R die Defektindizes 
0, 1: es ist das erste Beispiel eines max., aber nicht hypermax. H. 0. 
Zunachst ist aber noch seine Existenz zu beweisen, d.h. die iiberall 
Dichtigkeit der Menge aller gp —U. Da sie eine lin. M. ist, geniigt es 
zu zeigen, da8 alle Elemente eines vollst. norm. orth. Systems Haufungs- 
punkte von ihr sind — etwa alle y,. Nun ist 


s 1 \ = = 1 \ 
(vy, +- Wait: + T Ve+i-1) _e l \Y, + 7 Vesa Toe. + 7 ¥e4t-s) 


/ 1 j-—1 _ 

= (+ Vera t+ + Vesa) — (Worst Vos t+ + TV ess) 
l 

= Yr — T (Pres gee + Y.42)> 


und dies unterscheidet sich von y, um + (Vers +...+Y,,,), wobei 


{1 , PY |1 | 
7 (Prea tees T Yy41) wi i. T (Presa + 2s + P43) | 


ist, also (bei geeignetem /) beliebig klein. Damit ist alles bewiesen. 
Wir formulieren : 


Satz 37. Set wo, 1, W,--- ein vollst. norm. orth. System. Es gibt 


dann genau einen H.O. R, dessen Cayleysche Transformierte U durch 
U( Sz,v,)=S2,v,4. (S| 2,|" endlich) 
r= v=0 »=0 
definiert ist. R hat die Defektindizes 0,1, es ist also mazx., aber nicht 
hypermaz. 
Beweis. Wurde soeben erbracht. — 


Wir werden im folgenden noch einige wichtige allgemeine Eigen- 
schaften von R herleiten, seiner expliziten Darstellung ist der Teil VI der 
»Bemerkungen“ gewidmet. Zunachst greifen wir auf unsere friiheren Ent- 
wickelungen zuriick und zeigen: 


Satz 38. R sei ein maz., aber nicht hypermaz. H. O., also seine 
Defektindizes 0,n (n =1, 2,...,00) oder m,0 (m=1,2,...,00). He set 
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p=n bew. =m, wir konnen dann 9 in p +1 abg. lin. M. M,,..., M,, N 
zerlegen, die paarweise orth. sind und zusammen die abg. lin. M.  auf- 
spannen (fiir p= oo bricht “ie Folge M,, M,,... nicht ab), so dap 

a) jedes M,,...,M,, R R reduziert, der in ihnen liegende Teil von R 
set bzw. R,,..., R,, S; 

B) jedes M, (q=1,2,...,p) ist wnendlichvieldimensional und ein 
Hilbertscher Raum, d.h. isomorph; und in thnen sind alle R, dem R 
isomorph bzw. alle R, dem —R isomorph (R nach Satz 37). 

y) Fiir N bestehen drei Méglichkeiten: erstens kann es unendlichviel- 
dimensional und ein Hilbertscher Raum, d.h. 9 isomorph sein, dann 
ist S ein hypermax. H.0O.; zweitens kann es N (=1, 2, ...)-dimensional, 
also ein N-dimensionaler (komplexer) Euklidischer Raum, sein, dann 
ist S ein gewdhnlicher endlichvieldimensionaler Hermitescher Operator; 
drittens kann es 0-dimensional, d.h. =(0) sein, dann kann man es, 
zusammen mit 8S, fortlassen. 


Diese R,,..., R,; S bestimmen R nach Satz 21. 


Beweis. Wurde fir m=0, n>O schon im ersten Teile dieses 
Kapitels erbracht (man beachte noch Satz 37), fir m>0, n=O ge- 
winnt man ihn durch Ersetzen von R durch —R (also Vertauschen von 
m,n). — 

In endlichvieldimensionalen Raumen kann jeder Hermitesche Operator 
auf die Diagonalform gebracht werden, solange er >1 Dimensionen hat 
ist er also reduzibel. In § sind ebenfalls die hypermax. H. O. reduzibel, 
wovon man sich wie folgt iiberzeugt. 

Sei R hypermax., F(A) seine Z.d. E. nach Satz 36. Nehmen wir zu- 
erst an, es gibe ein A, so daB F(A) +0, 1 ist, also die abg. lin. M. Wi 
mit Pym = F(4) +(0), 9. Dieses M reduziert nun R, denn es ist erstens 


Ja? d\B(a’) B(aytl? = fa’ d| B(Min(2’, 2) |? (vgl. Anm. *)) 
a 
= faa|E(1’) Ff’, 
und dies ist endlich, wenn f 4’d|#£(A')f\|* es ist, und zweitens gilt dann 
(B(4)Rf,g) =(Rf, E(a)g) = J a'a(B(i')f, E(A)g) 


= fa'd(B(ajE(i')f,g)= fi’ d(B(i’) EW) fg) = (RE fg) 


fiir alle g, dh. es ist H(A) Rf=— RE(A)f. 
7* 
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Sind aber alle H(4)=—0O oder 1, so gibt es ‘wegen «) in Def. 17) 
ein 4,, so daB fiir 4< 4A, das erstere und fiir 4> 4, das letztere gilt, 
4, ist endlich (wegen f)), und fiir 4=—4, gilt das zweite (wegen 7)). 
Daher ist 


(Rf, 9) =f a’ d(E(A)f,.9) =4(f.9): Rf =Apf, 


d. h. 4,-1 eine Forts. von R, also R=4,-1. Dieses wird aber offenbar 
iiberhaupt durch jede abg. lin. M. reduziert. 


Die -Reduzibilitat ist somit ein Rudiment der Diagonal-Transformier- 
barkeit und als solches mit der Méglichkeit der Eigenwertdarstellung aufs 
engste verbunden; Irreduzibilitét einer Matrix bedeutet bereits das Auf- 
treten der Ausnahmefille der Elementarteilertheorie — was durch den 
Hermiteschen Charakter im Endlichvieldimensionalen, und wie wir sahen 
auch in § im Hypermax., ausgeschlossen wird. Unter diesem Gesichts- 
punkte ist nun die folgende Eigenschaft von R sehr beachtenswert: 

Satz 39. Hin maz. H. O. ist dann und nur dann irreduzibel, wenn 
er (bet geeigneter Wahl des vollst. norm. orth. Systems wy, y,, Wo; --. Gus 
Satz 37) mit R oder mit —R zusammenfallt (beides lat sich nie beim 
selben H.O. erreichen). 

Beweis. Sei R max. und irreduzibel. Nach dem friiher Gesagten ist 
es dann gewi8 nicht hypermax., also tritt Satz 38 in Kraft. Da das 
dortige M@, R reduziert, und M, +0 ist, muB M,—H sein — also p=—1 
und ® fehlend. Dann ist R = R, also nach f) dortselbst eben R oder —R 
(bei richtiger Wahl von y,, y,, y,,--.). Daim einen Falle die Defektindizes 
von R 0,1 sind, im anderen 1,0, ist sicher beides unvereinbar. 

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB R (und also auch — R) irredu- 
zibel ist — d.h. daB U irreduzibel ist (vgl. Satz 25). Mége also J durch 
MW reduziert werden, also auch durch R = — WW; jede dieser Mengen 
wird also durch das (iiberall sinnvolle) 1 auf eine Teilmenge von sich 
abgebildet: M,N. Ware M’—M, NR—MN, so enthielte der Wertevorrat 
von U M und MN, also auch Wi RM —H, was nicht der Fall ist. Also 
ist M oder N echtes Teil von YW ~der MN, M—M oder N— R + (0). 
Sei f+ 0 ein Element von M@—M bzw. NR—N. Dann ist es orth. zu 
M bzw. NR, und als Element von Mt bzw. NR auch zu N bzw. M und 
N bzw. M: also zum ganzen Wertevorrat von U,Mi MN. D. h. zu allen 
Wy» Yor-++» @8 ist also =ay, (mit a+0). Folglich gehért auch y, zu 
M—M bzw. NR — RN, also zu M bzw. R. Aber M, NR enthalten auch ihre 
U-Bilder, das betrefiende von ihnen enthilt daher mit y, auch y,, y», 
— also ganz 9. Darum ist M—H oder H—M—N=—H, M=— (0), 
also alles bewiesen. —- 


— 
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Mit R ist auch aR+b1 (a,b reell, a+0) max. und irreduzibel, 
also (bis aufs Koordinatensystem) — R oder = —R. Fiira> 0 sind die 
Defektindizes 0,1, also kommt dann R in Frage, fiir a < 0 sind sie 1,0, 
also dann — R. 


Zum SchluB sei noch erwahnt, daB die Zerlegung des H.O. R im 
Satz 38 eine Art Umkehrung zulaBt, die die Konstruktion von abg. lin. 
H.O. R mit beliebig vorgegebenen Defektindizes m,n erméglicht. Da 
m=n=Q durch jeden hypermax. H.O. (also z. B. 1) realisiert wird, 
kénnen wir m+n > 0 annehmen. 


Dann gibt es m +n unendlichvieldimensionale abg. lin. M. M,,..., M,,, 
M,,---, M,, die zu je zweien orth. sind und zusammen § aufspannen 
(als abg. lin. M.)°’); jede ist dem § isomorph, wir kénnen darum in den 
m ersten —R und den n iibrigen R realisieren: es seien die Operatoren 
R,,..-, R,,, S,,---, 8. Man iiberlegt sich leicht, daB diese, nach der An- 
weisung von Satz 21 zusammengefaBt, einen abg. lin. H.O. R ergeben, und 
daB R die Defektindizes m,n hat. 


XI. Halbbeschrainktheit. 


Wir wollen einige Merkmale angeben, die jedem nicht hypermax. 
(aber max.!) H.O. abgehen miissen. (Die meisten Resultate dieses Satzes 
gewinnen wir iibrigens bald auch auf anderem Wege.) 


Satz 40. Hin maz., aber nicht hypermax. H.O. kann weder nach oben 
noch nach unten halbbeschrankt (also erst recht nicht beschrdnkt) sein, er 
kann weder tiberall sinnvoll sein noch alle Werte annehmen, und er kann 
in keinem vollst. norm. orth. System reell sein (vgl. Anm.*)). 


Beweis. Fiir einen solchen Operator gibt es eine abg. lin. M. Mt, die 
ihn reduziert, so daB sein in I gelegener Teil R oder —R ist (Satz 38), 
hatte er nun eine der vier zuerst genannten Eigenschaften, so miiBte die- 
selbe auch R oder —R zukommen. Aber R (und darum auch — R) be- 
sitzt keine einzige derselben, wie sich bei seiner genauen Diskussion in 
Anhang IV zeigen wird (im §4). Mit der letzten steht es so: Wenn ein 
Operator in einem vollst. norm. orth. System im Sinne von Anm.*°) reell 
ist, so besteht fiir ihn kein Unterschied zwischen ¢ und —# — also sind 
seine Defektindizes einander gleich. Bei einem max. und nicht hypermax. 
H.0. sind sie aber verschieden (vgl. Satz 33). — 





5”) Sei ,, %g, --- ein vollst. norm. orth. System, wir zerlegen es in m-+-n Teil- 
Soligen wi, wh, ...5 .- <9 OE, WE, +> BE 2b, 0005 50. , 22, 42, ... (es kann auch m oder 
m=co sein), und setzen M,,..., Mm, N,,.--, Re den von einer jeden dieser Teil- 


folgen aufgespannten abg. lin. M. gleich. 
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Wir gehen nun zur systematischen Untersuchung der halbbeschrankten 
Operatoren iiber. 


Satz 41. Hin H.O. R, der alle Werte annimmt, ist hypermax. Er 
nimmi jeden Wert genau einmal an. 

Beweis. Sei f ein Erweiterungselement von R, ihm zugeordnet sei /*. 
Es gibt nach Annahme ein g mit sinnvollem Rg =—/f*. Fiir alle A mit 
sinnvollem RA gilt dann: (/, Rh) =(f*, h) =(Rg,h) =(g, Rh), und da 
Rh alle Werte annimmt, mu8 f= g sein; also ist Rf sinnvoll. Daher ist 
R hypermax., wir haben aber mitbewiesen: aus Rf= Rg folgt, indem 
wir f* = Rf setzen, f=g. 

Satz 42. Hin lin. H.O. R, fiir den stets (f, Rf) >\f\* gilt, kann zu 
einem definiten hypermax. H.O. fortgesetzt werden. 

Beweis. Zunichst bilden wir den abg. lin. H.O. R, auch fiir diesen 


gilt offenbar (f, R helt '*. Der Wertevorrat von FR sei M, M ist offen- 
bar eine lin. M. Es ist 


In <A RASI|f-\Re|, |\Rel\=S\¢\, |\RF—Rg|=|R(f—g)|=\ f—g1, 


also folgt aus Rf—Rg f=g, ah. R hat eine Inverse R~*. R~* ist 
offenbar auch abg. lin., in M definiert, und wegen |f—g|>|R~*f—R~*g| 
stetig — also ist I abg. Also kénnen wir die abg. lin. M. N= H — M 
bilden. 

f gehére zu N. Wenn Rg Sinn hat, so gehdrt es zu M, also ist 
(f, Rg) =0 — dh. f ist Erweiterungselement, zu ihm gehért 0. Wenn 
also Rf Sinn hat, so ist Rf=0, f—0. Der Dehnitionsbereich Y& von R 
(eine lin. M.!) und ® sind also lin. unabh. Wir kénnen daher einen neuen 
Operator S so definieren: Sf hat Sinn, wenn f=g-+h (g von U, h von N, 
die Zerlegung ist ja eindeutig!) ist, und zwar = R g. S ist Forts. von R, 
und ein H.O., denn wenn Sf, Sf Sinn haben (f=g +h, f=g' +h’, 
g.g' von U, h,h’ von MN), so ist: 


(f, 89) =(9 +h, Rg’) = (9, Rg’) = (Rg, 9’) =(Rg, 9’ +h’) =(Sf,9)- 


® reduziert S. In M ist ja nach Definition Sf immer sinnvoll, und 
zwar =0; da Sf stets einem Rg gleich, also in M gelegen ist, haben 
wir auch PySf=0=—SPyf. Also reduziert auch M—OH—MN S, die 
in M, N liegenden Teile von S seien 8’ bzw. S”. Der Wertevorrat von S 
ist M, wegen Sf=— PySf—S Pmf nimmt S jeden seiner Werte schon 
in M an — also hat 8’ auch den Wertevorrat IM. Als ein-eindeutig lin. 
Bild des unendlichvieldimensionalen (weil iiberall dichten) W ist es M 
ebenfalls, also ist I ein Hilbertscher Raum; darum ist Satz 41 anwend- 
bar: S’ ist hypermax., S” ist sogar = 0). 








EE 
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Hieraus folgert man miihelos, daB S selbst hypermax. rein muB. 
Obendrein ist es definit, denn sei f—g-+h, g von UA, hk von ®: 


(f, St) =(9 +h, Rg) =(9, Rg) =\g9\"=0. 


Damit ist alles bewiesen. 


Satz 43. Hin lin. H.O. R, fiir den stets (f, Rf) >C-\f\* oder stets 
<C:\f\* gilt (die Bedingungen der Halbbeschranktheit!) kann zu einem 
hypermaz. H.O. 8S fortgesetzt werden, fiir den stets (f,Sf)>C'-\f\* 
baw. stets < C’-|f|* gilt — dabei kann fiir C’ jede Zahl <C bew. >C 
gewahlt werden™). 

Beweis. FiirC’=0, C=1 (und >-Zeichen) ist dies Satz 42, und 
alle anderen Fille kénnen hierauf zuriickgefiihrt werden, indem man 
_!_.g. ©..4, Lge itt ae B, 

c-—C’ c-—C’ c—C’ c—C’ 








XII. Pathologie der unbeschrinkten Operatoren. 


Zuniachst einige Hilfssitze. 


Satz 44. Wenn R ein nach oben nicht halbbeschrankier lin. H.O. 
ist, so gibt es (fiir jedes n= 1,2,... und jedes C) eine n-dimensionale 
lin. M., in der Rf stets Sinn hat, und durchweg (f, Rf) => C-\f\* st. 

Beweis. Seien f,,..., f, imgendwelche Elemente, fiir die R/,,..., Rf, 
sinnvoll ist. Wir zeigen zuerst: es mu ein p geben, so daB @ zu allen 
fy, «++ f, orth. ist, |p| 1, Re sinnvoll, und (yg, Rp) =D. Nehmen wir 
namlich das Gegenteil an. Da es nur auf die von den f,,...,f, auf- 
gespannte lin. M. ankommt, kénnen wir sie ,,orthogonalisieren“ (vgl. Satz 8), 
d.h. durch die norm. orth. y,,...,y, (1 &) ersetzen. Sei f beliebig, aber 


i 
mit sinnvollem Rf. Dann ist f= Sa,p, + by, wo |p| =1, ¢ zu allen 
pal 


Py, +++) , orth. ist (wir ,orthogonalisieren* f hinzu), da Rf, Rq,,..., Ry, 
Sinn haben, hat auch Rm Sinn — nach Annahme muB8 (9, Ry) < D 
sein. Es ist 


itl? = So, (+ |d]*, 
wal 


\l U 
(f, Rf) = J 4,4, (P,» Ry,) + 2R 3 ba, (p, Ry,) + |b|"(p, Re) 
eal 


‘r= 


t U 
SF la,\\0,|-|7,|| Ro, +23 |b||a,|+|9|| Ry, +||*-D, 


val 


58) Der Satz gilt wohl auch noch fiir C’= C, es liegt aber kein Beweis dafiir vor. 
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also wenn wir D’= Max (Re, |, D) setzen, 


B=1,..+, 
i i ‘ 
D’.( S\a +101) < (141) D’-( dIa,\* + |b|*)=(0+1)D"-|r|; 
w=1 - e=L / 


also ware R nach oben halbbeschrinkt, entgegen der Annahme. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter. g,,...,g, seien nunmehr ganz 
willkiirlich, es gibt dann ein g mit sinnvollem Ry, |\y| = 1, (y, Ry) =D, 
so daB alle |y,g,)|Se sind (u—1,...,k, e>0). (Also nicht ganz 
genau orth.!) Die f mit sinnvollem Rf liegen ja iiberall dicht, wir wahlen 
k solche f,,..., f, mit io. f,| <e (u=1,...,&), und gy nach dem vor- 
her Bewiesenen. Dann ist |p| —1, (y, Ry) >D, und 


(%: 94) =1(% 9, — f.)| SI Pl-l9, —f.| Se- 

Jetzt, kénnen wir die eigentliche Behauptung beweisen. Wir wihlen 
nun sukzessiv: g, mit sinnvollem Ry,, |\y,|=1, (y,, Ry,)>D; y, mit 
sinnvollem R gy,,|~,| =1,(9,, Ry,) ]jD und |(R¢y,, y,)| <1;...; yp, mit 
sinnvollem Ry,, |y,|=1, (9,,Ry,)=2D und |(R¢q,,¢,)|<1,..., 
(R,_1>Pn)| <1. Also: alle Rg, haben Sinn, es ist ?,| =1, 
(y,,Ry,)=D, und |( Ro,» %,)| G1 fiir «<-y, also immer fiir u +. 
Daraus folgt: 

; 2 n n 
ae? = 2 48 (Pur Pe) SX 14! 14,1-| Pel |% 


1 


(Gt pl) Sa Slo," 


n 
(a, Pus R{ 5 a ?,})- p> a, 4,(p,, Re,) 


aal “4,v=1 


= Se, "(2 RY) + Sa, a,(p,», R¢,) 
pal w= 
(u+r) 


2D S\a,|* S \a,||a,|=(D+1) S|a,|*—(SIa,/) 
= v= 
+r 


1 B= 


~ 
: 
ll 
~ 


2(D+1—n) Sa at 


Fir D>n—1 hat also die zweite Ungleichung die Konsequenz, dab 


v 


uP, =9 auch Zila, \*=0, a,=...—a,=0 nach sich zieht — 


= — 
d.h. die 9,,..., 9, sind lin. unabh., die lin. M. der Sa, 7, ist n-dimen- 
sional. Weiter ist (nach beiden Ungleichungen ) - 

D+1—n 


(3a,7, 2 { 24, 7.) j2- aT tear Za .%, | , 





tn 
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also gilt, wenn wir noch D>nOCO--n—1 nehmen, in dieser lin. M. durch- 
weg (f, Rf) >C-\|f\*. Damit sind wir am Ziele. 

Satz 45. Wenn R ein nach oben nicht halbbeschrankter lin. H. O. ist, 
und f,,...,f, trgendwelche Elemente, C eine beliebige Zahl, so gibt es ein 
mit sinnvollem Ry, das zu allen f,,...,f, orth. ist, und fiir welches 
\p|=1, (9, Rp) S|C gilt. 

Beweis™). Wir wahlen die lin. M. des Satzes 44 & + 1-dimensional, 
in ihr sind dann die (héchstens & unabhiangige lin. Bedingungen dar- 
stellenden ) Gleichungen (f,, 7) =0,..., (f,,@) =0 durch ein f +0 lésbar 
— durch Maultiplizieren mit einer Zahl kénnen wir |f|—1 erreichen. 
Dieses f leistet alles Gewiinschte. 


Satz 46. Hin nach oben nicht halbbeschrankter lin. H.O. R ist 
tmmer Forts. von einem definiten lin. H. O. 8. 


Beweis. Es geniigt eine iiberall dichte Folge f,, f,,... anzugeben, 
so daB alle Rf, sinnvoll sind und stets 


n f n r.\) ‘a: . 
( 3 eho Rl St f,}) 20 (n =1,2,...) 
gilt. Dann ist namlich der in der von f,, f,, ... aufgespannten lin. M. (iiberall 
dicht, also nicht abg.!) definierte und dort mit R iibereinstimmende Ope- 
rator S offenbar ein lin. H. O. und definit —- und R ist Forts. von ihm. 


Sei g,,9_,--- eine iiberall dichte Folge, so da8 alle Rg, sinnvoll 
sind (d.h. g,,g,,... sei eime im Definitionsbereiche von R, Y%, iiberall 
dichte Teilfolge von UM, W ist ja seinerseits iiberall dicht; so etwas gibt 
es, weil % als Teil von $ separabel ist, vgl. Anm. **)), und C,, C,,... eine 
Folge von Zahlen, iiber die wir noch naher verfiigen werden. Wir wahlen 
nun eine Folge ¢,,9,,.-.- auf Grund von Satz 45 mit den folgenden 
Eigenschaften aus: Rg, sinnvoll, |~|—1, (¢,, Ry,) [C,; Re, sinnvoll, 
|p| =1, (p,, Ry,) >C, und (Roqy,,y,)=—0: Re, sinnvoll, | p,| —1, 
(y,,Ro,)=C, und (Rq,, 9.) =(RG., ,) = 9; .... Somit sind alle 
Ro, sinnvoll, |y,|=1, (y,, Ry,) =C, und (Re,» y,)=90 fir w<y, 
also immer fir w+yv. Wir setzen f,=—g9,+9,,; R= Jo t+iQa, 
fs = 93 +3 >---, und behaupten, daB die Folge f,, f,,... (bei geeigneter 
Wahl der C,, C,,...) alles Gewiinschte leistet. 


Zuniachst ist sie iiberall dicht: | f,—g,| = | J Pn | = 1 — 0, zu jedem f 
| 


gibt es eine Teilfolge gy,, gy,,--- VON g,, J, --. mit gy,—>/f, dann ist 
auch fy, —> f. Nun berechnen wir (f, Rf) fiir die Linearaggregate der /,, f,, --. : 





5®) Bei sinnvollen Rf,, ..., Rf, hatten wir dies schon am Anfange des Beweises 
von Satz 44, aber wir miissen uns von dieser Annahme befreien. 
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n V / n 


(34, fy» R{ Sa, 1,}) =(_ ae eI. Pt uw Pe? 24, Rg, + are #.) 


n 
7 a, a lay | 
= J 4,4,(9,,Rg,)+2R s =| (Py B9,) + 2st = (9, RY,) 
| u,r=l we 
a, a, 
+ 2 uy (Py Re,) 
(ur) 


n . =. | Rg, 4 
>— Sla,llet-la,|Be,|—2 3 la,|la,|- el Pel + 510, 2s 


weal 


"CO n Rg, | \ 
3 ela!’ — & (191189, |+—) 1a 1141. 
Wir setzen || Rg,| + LE eel = A,. (dies hangt von g,,g,,... ab, aber 
cP 9, | uy gt 9; 92 


nicht von den f,, fy, --- oe Y1» Po, --+, a. h. den C,, C,,...!) und schatzen 
den Subtrahenden ab: 


n n 
l = q 3 ra \ j 
S 4,.19,| | a,|= J A,,|4,! = X Aust 4,4) 1% 114, | 
“v= “= v= 
(a <¥) 





<3 A,pla\+ 3 (2° (Ay + Ay) lO1* + aly!) 
(u <¥) 
+ =- A A 2 1 
7 s {1,,+'52°" ? “Ge t+ Aen) + 2 saa pla!” 
u= e=1 o=utl 


< 2{4,,+14+. 32° ( A yjpneatAyo-a)} 14p1* 


o=0 
Indem wir den { }-Ausdruck kurz mit B, bezeichnen, wird: 
3 
(5 a whe BY Sa, f, }) E(B. — B,)-\a, | : 


Es geniigt also C, =p’: B, zu setzen und wir sind am Ziele). — 


®) Fiir die Zwecke der in Anm. ™) angekiindigten Arbeit soll hier noch eine 
gewisse Verscharfung dieser Abschitzung ausgefiihrt werden (hier brauchen wir sie 
nicht). Es ist 


| 2 \2 i 2 
~ 

Qufy\ =| Gu Jur 55 t 

‘pol ! vol wal # 


n 
= > 4 ue Ay (Gu>Gu) + 2R > He (eu Gr) + > se (ys ¥) 





wre val My rel 
. lPulloe| , | Pull oe! 
i ! | ¥ i , | 
— » {\9 9» | + + top H Pel \ ay || a9 
ave “ uy 


(Fortsetzung der FuGnote *°) auf nachster Seite.) 
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Damit haben wir bereits ein recht ,,pathologisches“ Resultat ge- 
wonnen, das sich leicht weiter verscharfen laBt. 


Satz 47. Sei R ein nach oben oder nach unten nicht halbbeschrankter 
lin. H.O., dann gibt es einen hypermax. H.O. S, fiir den stets 
(f, Sf) >C-\f\|* bew. stets <O-|f\* gilt, so dag R,S beide Forts. 
desselben lin. H. O. sind — dabei kann fiir C jede Zahl gewdhit 


werden. 


Beweis. Fiir C =—1 und nicht-Halbbeschranktheit nach oben folgt 
dies aus Satz 46 und Satz 48 (wo C=0, C’ = —1 wu setzen ist), fiir 
alle anderen C folgt es hieraus, wenn man R —(C+1)-1, S—(C+1)-1 
bzw. —R+(C—1)-1, —S+(C—1)-1 statt R, 8 betrachtet. — 

Hieraus folgen die sonderbarsten Dinge fiir unbeschrinkte H.O. Das 
Verhiltnis eines H.O. zu seiner Matrix und dieser zu ihren Abschnitten 
wird dadurch qualitativ anders wie bei beschrankten; insbesondere zeigt 
sich, daB die ,,Abschnittsspektra‘ bei unbeschrinkten Matrizen sehr wenig 
mit dem Spektrum der Matrix selbst zu tun haben und diese (nicht wie 
in der Hilbertschen Theorie) in keinem Sinne ,approximieren“. Ober das 
Verhaltnis Operator-Matrix werden wir einiges im Anhang III sagen, die 
genaue Erdérterung der Eigenschaften unbeschrankter Matrizen soll in der 
in Anm. **) angekiindigten Arbeit erfolgen. 

Wir geben noch einige charakteristische Eigenschaften der unbe- 


schrankten H.O. an. Im Gegensatze zu Satz 41 bis 47 beschranken wir uns 
jetzt auf abg. lin. Operatoren. 


Satz 48. Set R ein abg.lin. H.O. Dann sind die vier Aussagen 
a) R ist beschrankt, B) R ist beschrankt hypermaz., y) R ist tberall 


Wir nennen den { }-Ausdruck kurz a dann wird wie im Text: 


n 
a Qe Bf Cont 1+ BH CG, -M-o- i+ Cy- o- vn} | 


Mv= 
Diesen { }-Ausdruck nennen wir D,, dann wird 


3 
| So, fu| < 3D, | a, |*. 





te wal 
Wenn wir nun C, = *(B,+uD,) setzen, so ist fir a,=...=a,_,=0 (nZ>p!) 
n n ‘ " n 2 " 1C x" 
( Saute BL Saute) P| 3 ante| 2D (Se-Be—PDe) |oul*Z0. 
‘p=? M=p =p =p 
D. h.: in der von den f,, fp+1, fp+9,--- aufgespannten lin. M. (auch diese ist 
natiirlich iiberall dicht, also nicht abg.!) gilt sogar 
(f, Rf) S>p-\f\", 


fir jedes p=1,2,.... 
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sinnvoll, 5) es gibt keinen abg. lin. H.O. von dem R eig. Forts. ist, alle 
gleichwertig ™). 

Beweis. Wenn R nach oben nicht halbbeschrankt ist, so wihlen 
wir C so, daB (f, Rf) <C-|f|* vorkommt, und dann einen hypermax. — 
H.O. S nach Satz 47, so daB stets (f, Rf) >C-|f\* gilt — dann kann S 
offenbar keine Forts. von R sein. Nun sind R, S Forts. eines lin. H.O. 7, 
und weil sie abg. lin. sind, auch des abg. lin. H. 0. T. Da S nicht Forts. 
von R ist, mu8 7 +R sein, d. h. 6) ist nicht erfiillt. Wenn 2 nach unten 
nicht halbbeschrankt ist, so gilt 5) nicht fiir —R, also auch nicht fir R. 
Also folgt allenfalls aus der Unbeschrinktheit das Gegenteil von 6), d. h. 
aus 4) folgt a). 

Aus a) folgt y): denn R ist abg. und stetig, hat also einen abg. Defini- 
tionsbereich; da aber dieser iiberall dicht ist, mu8 er= § sein. Aus y) folgt 3): 
denn ware R eig. Forts. des abg. lin. H.O. S, so wire dieser nicht max., 
also zu mehreren max. H.O. festsetzbar (Zusatz zu Satz 35), z.B. zu 
R' + R; dann ist fiir alle f mit sinnvollen R’f (wenn Sg Sinn hat) 


(R’f,g) =(f, R’g) =(f, 8g) =(f, Rg) = (Rf. g); 


und weil die Menge dieser g iiberall dicht ist, R’f— Rf — also wire R 
Forts. von R’, R’+ R, trotzdem R’ max. sein sollte. 
Wir haben das logische Schema 


a)—>y) +d) >a), 
d. h. «), y),4) sind logisch gleichwertig. Aus #) folgt a), und £) folgt 
aus «) und y): daher ist es ihnen auch gleichwertig. 


Satz 49. Sei R ein unbeschrankter abg. lin. H.O., dann ist es 
Forts. eines abg. lin. H.O., der zu Kontinuum vielen verschiedenen maz. 
H.O. fortsetzbar ist. 


Beweis. Nach Satz 48 6) muB R eig. Forts. eines abg. lin. H.O. S 
sein, dieses S§ ist nicht max., hat also nach dem Zusatz zu Satz 35 die 
gewiinschte Eigenschaft. 


Anhang I. Funktionenriume. 


_ Her soll der im Kap. I angekiindigte Nachweis erbracht werden, daB 
alle in der Einleitung I. und II. erwahnten Funktionenriume abstrakte 
Hilbertsche Raume sind, d. h. den Bedingungen A bis E aus Kap. I geniigen. 


Fir den ,gewéhnlichen Hilbertschen Raum“ (aller Folgen (2,, x,,.--) mit 


> |=, |*) eriibrigt sich dieser Beweis, sobald mindestens ein A bis E ge- 
n=1 


*) Die Gleichwertigkeit von a) und y) ist der bekannte Satz von Toeplitz, 
Math. Annalen 69 (1911), S. 321. 
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niigendes System bekannt ist — denn jedes solche System ist ja (nach 
den SchluBiiberlegungen von Kap. I) dem _ ,,gewéhnlichen Hilbertschen 
Raume“ isomorph, also mu dieser die Eigenschaften A bis E gleichfalls 
besitzen. Wir miissen daher nur noch die Funktionenriume von Ein- 
leitung I. betrachten. 

Q sei also einer der dort genannten metrischen Raume, oder auch 
irgendein allgemeineres Gebilde, von dem wir aber jedenfalls folgendes ver- 
langen: Es soll in Q einen Begriff der ,MeSbarkeit“, ein ,MaB“ und ein 
Integral“ ( f f(P) dv mége es heiBen) geben, und zwar im Lebesgueschen 
Sinne. Wir wollen hier nicht naher ausfiihren, was dieser ,,Lebesguesche 
Sinn“ genau bedeuten soll, dies ware leicht zu beschreiben, aber etwas 
weitlaufig. Bei den nun auszufiihrenden Uberlegungen wird man ohnehin 


erkennen, auf welche Eigenschaften dieser Begriffe es ankommt. Ferner 
setzen wir 2 auch als separabel voraus. 


Der Funktionenraum {’ bestehe nunmehr aus allen in Q definierten 
meBbaren (komplexwertigen) Funktionen f(P), fiir die fit (P)|* dw endlich 
hi 


ist: dabei gelten zwei Funktionen, die nur auf einer Menge vom Mabe 0 
verschiedene Werte haben, als nicht verschieden. Was af und f+ g be- 
deuten, ist klar, (f,g) sei gleich J t(P)g(P) dv. Diese Definitionen sind 
zulissig: wenn f,g zu §’ gehéren, also Si r(P) |? de, {ig(P)|*de end- 
2 
lich sind, so gehéren auch af, f+ g zu 9’, denn S\ar(P) |" dw ist offenbar 
2 
endlich, und f\f(P)+g(P)|*dv ist es wegen |f(P)+g(P)|° 
a 
<2\f(P)\?+2\g(P)|*; ferner ist J f(P)9(P) de sinnvoll, ja absolut 
konvergent, wegen | f(P)9(P)| <3|f(P)|°+3|9(P)|*. 
Wir gehen nun die Bedingungen A bis E der Reihe nach durch. 
A,B sind offenbar erfiillt. 


C. Es gilt eime Folge f,(P), f,(P),... zu finden, die im Sinne der 
Entfernung 





If—9l=V fir) —9(P) |? do 


iiberall dicht ist. — Das MaB von Q ist eventuell unendlich, jedenfalls 
kénnen wir aber 2 durch eine aufsteigende Folge JJ,, IJ,,... von Teil- 
mengen endlichen MaBes erschépfen. Wenn f irgendeine Funktion aus %’ 
ist, so’ definieren wir fy (N =1, 2,...) so: 


f(P), wenn P in ITy liegt und |f(P)| < N ist, 
0 sonst 


fx(P) =| 
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Da fiir jedes N fy(P)—/f(P) und alle f{\tx(P)|*ao beschrankt 
(s firtP)|’ dv) sind, so mu f |fr(P)— f(P) | dv—0, d.h. im Sinne 


unserer Entfernung fy-—>f. Also sind diejenigen f, die nur auf einer 
Menge endlichen MaBes Werte +0 haben und die auBerdem beschrankt 
sind, iiberall dicht — es geniigt somit eine in ihnen iiberall dichte Folge 
zu finden. 

Sei f eine Funktion dieser Klasse, das MaB der Menge wo sie + 0 
ist, M, die obere Grenze ihres Absolutwertes A. Wir wahlen im Inter- 
valle — A, A eine Einteilung 0,,..., 0, rationaler Zahlen, die dieses mit 
einer Maschenweite < « itiberdecken (e > 0, sonst beliebig). Es sei 


£(P) = . , wenn f(P) + 0 und o,"das f(P) nachstgelegene der 9,, ..., 0, ist, 
0 sonst 


Hieraus folgt sofort {\4(P) —f(P)|*dv < M-2A-e, fiir e—0 gilt somit 


fiir diese f, f,—-f. D.h. diejenigen Funktionen, die stets rationale Werte 
annehmen, und nur endlich viele verschiedene, und jeden der +0 ist nur 
auf einer Menge endlichen Ma8es, sind auch iiberall dicht. Die gesuchte 
Folge braucht daher nur in diesen iiberall dicht zu sein. 

Wenn 2 irgendeine Teilmenge von endlichem MaBe von QQ ist, so sei 
f, die Funktion, die in 2 =1 und sonst = 0 ist; die Funktionenklasse 


von vorhin ist einfach die aller 9, fs,+...+ 0,fs, (0,,---, 0, Tational), 
Wenn wir eine Folge von Mengen =, 5, ... finden, die in der Gesamt- 


heit aller Mengen endlichen MaBes iiberall dicht ist (die Entfernung 
von zwei Mengen =’, =” ist die ihrer Funktionen f,,,f,,,, d. h. das 
MaB8 ihrer ,,Unterschiedsmenge“ (>’ + >”) — (2’-2”) *)), so lagen die 
Funktionen 9, fyin) + - «+ Orfeo (k= 1, 2, +) Oyy +++ Q, ational, 
(m,,..-,%, =1, 2,...) im 9’ iiberall dicht: d.h. wir waren am Ziele. Eine 
solche Mengenfolge >, =, ... gilt es also zu finden. 

Sei 2 eine Menge vom endlichen MaB M, bekanntlich ist M die 
untere Grenze der MaBe aller 2 enthaltenden offenen Punktmengen; sei 
>” eine solche Menge mit einem MaBe < M-+-«, dann hat die ,,Unter- 
schiedsmenge* =”—Z ein MaB <e. D.h. die offenen Mengen liegen 
iiberall dicht. Da 2 separabel ist, gibt es in Q eine Folge offener Mengen 
A,, Ag,--+ die ein ,gleichwertiges Umgebungssystem“ bilden, also so, daB 
jede offene Menge >” die Vereinigungsmenge aller in ihr enthaltenen A, 
ist — etwa von A,,, A,,,.... Das Ma8 von >” sei M’, dann konvergieren 
die MaBe der A,,, Ap, + An,, An, + An, + An,,--. gegen M’. Sei etwa das- 


*?) +, - sind hier die Zeichen fir das Vereinigen, Abziehen und Durchschnitts- 
Bilden bei Mengen. 
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jenige von A,,+...+ Aq, bereits > M’—e, dann hat die ,,Unterschieds- 
menge* S° —(Ay,+...+An,) ein MaB <e. D.h: die Ay +... + Ag, 
(k=1,2,..., m,,...,m, =1,2,...) liegen auch iiberall dicht**), und diese 
sind abzahlbar viel, womit wir am Ziele sind. 

D. Sei k= 1,2,..., wir wahlen & paarweise punktfremde Mengen 
K,,..., K, in Q aus, jede von endlichem MaSe +0. Die Funktion f, (P) 
sei =1 in KX, und =0 sonst (Ah =1,..., &); dann sind die /,, ..., f, offen- 
bar. lin. unabh. (und sie gehéren zu 9’). 

E. Sei f,, f,,--- eine Funktionenfolge, die dem Cauchyschen Konver- 
genzkriterium geniigt (zu jedem «> 0 gibt es ein N=WN(e), so daB fiir 
m,n=>wN S\t.(P _ f,(P)|* dv <e ist). Wir wahlen (in Anlehnung an 

2 


einen Beweis von Weyl) eine Folge N, << N,< N,<... mit N,>N (=) 
aus und schlieBen dann so. Es ist } 


: 19 1 
J \far..(P) we) fv, (P)| dvs ap’ 


also hat diejenige Menge, auf der 


\fw,.,(P) — fw,(P)| => as 


QP 
gilt, ein MaB < = Also . 











\fw,.,(P) — fy, (P)| S— =? lfv,.,(P) — ee .(P)| <n dala 
1 
iiberall, mit Ausnahme einer Menge vom Mae $+ > wi +..= <1 
Aber dort, wo die obigen Ungleichheiten gelten, on die Folge fy, (P), 
fy,(P),... eimen Limes; also iiberall mit Ausnahme einer Menge vom 


Mabe < ot Da dies fiir alle p gilt, hat die Ausnahmemenge das Ma8 0. 


Wir definieren nun: /(P) = limes fy,(P), soweit dieser Limes existiert, 
d.h. iiberall bis auf eine0-Menge, und sonst =0. Wenn nun m=> N(e) ist, so 
gilt fiir fast alle p (namlich sobald N, > N(e) ist) f \f.(P) — fw,(P)|*-do<e. 
$ 
Also diirfen wir p—+oo ausfiihren, und es wird: J \fa(P)—f(P)|*dv Se. 
| 


Somit gehért erstens f,— f, also auch f, zu $’, und zweitens ist f,—/. 
D. h. alles ist bewiesen. 


Anhang II. Das Eigenwertproblem unitiérer Operatoren. 


1. Wir betrachten im folgenden durchweg in ganz 9 sinnvolle und 
beschrankte (stetige) lin. Operatoren R, auf die also Satz 12a), 8) an- 








*%) Wir nehmen natiirlich nur die von endlichem MaBe. 











112 J. v. Neumann. 


wendbar ist. Der Hermitesche Charakter hingegen wird nicht immer Vor- 
aussetzung sein. Bei festem f hat L(g)=(f, Rg) die Eigenschaften 


L(a,9, +.-- +4,9,) = 4, L(9,) +--- +4, L(9,); 
\L(g)| SC-\f\\g| =D-\g\, 


so da8 der Satz von F. Riesz (vgl. Anm. **)) anwendbar ist: L(g) = (f*,g). 
Wir nennen das so bestimmte f* R*f, R* ist ein iiberall sinnvoller und 
offenbar lin. Operator. Es hat die Eigenschaften 


(f,Rg)=(R*f.g), (Rf.g)=(f Rg) 


(die erste war Definition, die zweite folgt durch Vertauschen von f,g und 
nehmen der komplex-Konjugierten). Insbesondere ist 
IR*f*=(R*7, R*f)=—(,RR*N<C-|f\|R*t|, |R*t|<C-|f\, 

d.h. auch R* beschrankt. 

Man verifiziert sofort R** = R, (R+S)*=R*+8*, (RS)* =S*R*,”) 
(a R)* —akR*, 0*—0, 1*=1. Fir H.O. ist R=R* charakteristisch 
{wenn sie beschrinkt sind). Jeder unitére Operator U gehért zu unserer 
Klasse (er ist wegen |Uf|=|f| beschrinkt), und ist in ihr durch 
vuU*=U*U=1, da. h. U-* =U" gekennzeichnet™). 


2. Jetzt sei R sogar H.O., wir nehmen zuerst sein Eigenwertproblem 


nach der Methode von F. Riesz in Angriff. Sei p(x) = daz’ ein Poly- 
v=1 


nom (die a, reell), dann ist p(R) = Sa, R’ (R°=1) ein H.O. unserer 


=0 
Klasse; das Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren dieser p(R) ist offenbar 
ebenso zu vollziehen, wie das der p(z) (also sind alle vertauschbar). Wir 

wahlen C mit |Rf|<C-|f| (fiir alle f). 
Satz 1". Wenn fiir —C<2x<C p(x)>0 ist, so ist p(R) definit. 
Beweis. Sei Mt irgendeine endlichvieldimensionale (also abg.) lin: M., 
etwa durch das norm. orth. System ¢,,..., p, aufgespannt. R’ = Pa R Py 
ist ein H.O. mit |R’f|=|PmRPef\<|RPaf\<C-|Pef\<C-\f\, 


d.h. von unserer Klasse, der durch 9 offenbar reduziert wird (sein in 








*) Bei Matrizen ist dieses * das Nehmen der konjugiert-transponierten, ebenso 
bei Integraloperator-Kernen, bei Differentialoperatoren die adjungierte. 

%) Es handelt sich um iiberall sinnvolle Operatoren, daher sind die +, —, - 
ohne weiteres sinnvoll (vgl. Anm. *)). 

*) Wenn U unitér ist, so hat es eine Inverse U~', und es ist (f, U-*g) 
= (Uf, UU-*g)=(Uf, g)=(f, U*g) far alle f,g, also U-'=U*. Wenn U-! =U* 
ist, so ist (Uf, Ug)=(f, U*Ug)=(f,9), also fir f=g |Uf|=|f|, so daB U 
langentreu ist; da es tiberall Sinn hat und alle Werte annimmt (U~* hat ja iiberall 
Sinn!), ist es unitar. 
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§ — M liegender Teil ist 0!). Sein in M liegender Teil ist also ein 
k-dimensionaler H.O., etwa mit den Eigenwerten 4,,...,4,; wegen 
\R'f|<C-\f| sind alle |4,|,...,|4,| <0. Auch p(R’) wird durch M 
reduziert, und sein in Yt liegender Teil hat die Eigenwerte p(,),...,p(A,) 
— also lauter Zahlen > 0, d.h. er ist definit. Also: Wenn f in M liegt 


so ist 


(f, p(R’)f) >0. 

Sei nun f beliebig, wir wahlen I als die von /, Rf,..., R"f auf- 
gespannte (abg.) lin. M., dann ist f in M, R’F—Rf,..., R'"f=—R" f, also 
p(R’) f= p(R)f. Also (f, p (R) f) > 0; und da f ganz beliebig war, ist p(R) 
definit. 

Satz 2". Wenn fiir —C<2<C |p(zx)|<e ist, so ist |p(R)f|<e-|f}. 

Beweis. Satz1* ist aufe+ p (x) anwendbar, also (/, {e-1 + p(R)}f)>0, 
(f; p(R) f)| <e-|f\®. Nach Satz 12 (Gleichwertigkeit von y) und a)!) be- 
deutet das |p(R)f| <e-|f}. 

Satz 3". Wenn P(x) ein im Intervalle —C < x < C stetige Funktion 
ist, und p,(x), p,(z),... eine dort gleichmaBig gegen P(x) strebende 
Polynomfolge, so hat p,(R)f einen Limes f*, der nur von R, f und P(x) 
abhangt. 

Beweis. Klar nach Satz 2*. — 

Durch P(R)f=f* definieren wir also einen iiberall sinnvollen Ope- 
rator, der lin. H.O. ist, weil es die p,(R) sind, und beschrinkt nach 
Satz 48 (@) und (y), oder auch weil es die p,(z) gleichmaBig sind (also 
auch die p,(R), Satz 2"). 

Satz4*. Die P(R) sind ebenso zu addieren, subtrahieren, multipli- 
zieren wie die P(x), Satz 1*,2* gilt fiir sie auch; wenn P(x) ein Poly- 
nom ist, stimmt die alte und neue Definition iiberein. 

Beweis. Die letzte Behauptung folgt daraus, daB p, (x) =p, (x)=... 
= P(x) gesetzt werden kann; die iibrigen gelten fiir die p(x), also aus 
Stetigkeitsgriinden auch fiir P(z). 

3. Nun biegen wir vom F. Rieszschen Wege ab. 

Satz 5". Sei Mp die Menge aller f mit Rf =0, Np die Menge aller 
Rf und threr Haéufungspunkte. Dann ist Mp=—D — Nr. 

Beweis. Die Rf bilden eine lin. M., es geniigt zu zeigen, daB Mp 
aus allen zu dieser lin. M. orth. g besteht. Nun bedeutet das orth. stehen 
auf diese, (g, Rf) = 0 fiir alle f, d.h. (Rg, f) =0 — also Rg = 0. Damit 
sind wir fertig. 

Satz 6*. Wenn R, S definit sind, so ist Mpis Teil von Mr, und Np 
Teil von Nris- 


Mathematische Annalen. 102. 8 











114 J. vy. Neumann. 


Beweis. Aus (R+S8S)g=0 folgt 0< (g,Rg)Sig,(R+S8)g) = 
(g, Rg)=0. Nun gilt fiir definite R 
\(f, Rg)|*<(f, Rf)-(g, Rg) 
(man beweist dies ebenso, wie die entsprechende Gleichung fiir R = 1 bei 
Satz1), also hat (g, Rg) —0 die Folge (f, Rg) = 0 (fiir alle f!), Rg=0. 
Die obige Relation bedeutet daher: Mp,s5 Teil von Mp. Nach Satz 5* 


also Np Teil von Nr.¢- 
Wir definieren: 


f,(2) = Max(z—a,0), M(R,a)\—Miw, N(R, a) = Ncw. 
Satz 7*. In M(R,a) bew. N(R, a) gilt durchweg 
(f, Rf)<a-|f\* baw. Da-|f|*. 


Beweis. Sei g, (2) = Max(— (xz —a),0), da f,(x)g,(x)=0, f,(2) 
+ 9, (x) = 2x —aist, haben wir fiir S’ = f,(R), 8” = g,(R) nach Satz 4*. 
S'S” = 8"8'=0, S’— 8S” =R—a-1. Da stets f,(x)>0, g, (x) >0 
ist, sind S’,S” auch definit. In R(R, a) = Ne ist S’f—0, also 
Rf=af—S8"f, (f, Rf)=a-: irl" —(f, 8"f)<a-|f|*. In R(R, a) = Ng 
befinden wir uns (nach Satz 5* und S”S’—0) in Mg», also ist S”f—0, 
und Rf=af+S'f, (f, Rf)=a-|f\*+(4£, SN Sa-|fl. 

Satz8*. Wenn a<b ist, so ist om R,a) Teil von M(R, b) = 
phage psc a), ferner ist fira< —C bzw. >C M(R,a)=(0) 

» = und N(R, a)=—H bew. = (0). 

Beweis. Die erste Behauptung folgt, da f,(7)>0, f,(x) —f,(x)>0 
ist, also f,(R), f,(R)—f,(R) definit, aus Satz 6*. Die zweite beweisen 
wir so: Gehérte ein f+0 fir a< —C baw. >C m M(R,a) bzw. 
N(R, a), so wire 

(f, Rf)<a-|f\/*<—C-|f|* baw. Da-|f\?>C-\F\*, 


entgegen der Definition von C (Satz12(y)), also ist M(R,a) bzw. 
N(R, a)—(0). Also N(R, a) baw. M(R,a)— H—(0)—Q. 
Satz 9*. Es gilt ganz allgemein 
(Rf,g) = Jad (Pare f, 9) 


(wobet das Integral iiber irgend zwei Grenzen <—C, >C 2u erstrecken ist). 
Beweis. Fiir f=g folgt es aus Satz 7*,8**’). Durch Einsetzen von 


*) R ist mit f,(R) vertauschbar (Satz 4*), wird also durch M(R, a) reduziert 
(aus f, (R) f =0 folgt f,(R)-Rf=R-f,(R)f =6, und Satz 20), d. h. es ist mit Pen. a) 
vertauschbar. : 
Nun sei %<2,<...<2_, %<—C, z,>C, dann ist 
(Fortsetzung der FuSnote **) auf nichster Seite.) 
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“— und Subtrahieren entsteht die Gleichung allgemein fiir die 


Realteile; durch Ersetzen von f,g durch ¢/f,g auch fiir die Imaginarteile. — 

Satz 9* ist im wesentlichen das Hilbertsche Resultat fiir beschrankte 
H.O. Wir gehen weiter und betrachten zwei H.O. R,S unserer Klasse. 

Satz 10*. Wenn R, S vertauschbar sind, so sind es auch Pypr.), 
P: MS, b)- 

Beweis. R,S sind vertauschbar, also auch alle P(R),.Q(S) (Poly- 
nome offenbar, andere Funktionen aus Stetigkeitsgriinden) — also ins- 
besondere f,(R), f,(S). Daher reduziert I(R,a) f,(S8) (vgl. die Uber- 
legung in Anm.*)), und R(R,a) = 1 — M(R, a) ebenfalls. Darum muB8 
M(S,b) so gebildet werden, daB man die f mit f,(S)f—0O zuerst in 
M(R,a) und dann in R(R, a) bildet, und dann beide abg. lin. M. addiert. 
Hieraus schlieBt man miihelos die Vertauschbarkeit von Py p,q) und Pmisg,»). 

4. Jetzt wenden wir uns den sog. normalen Operatoren A unserer 
Klasse zu, die durch AA*=A*A charakterisiert sind. Die H.O. 
R= 5 (A +A*), S= = (4 — A*) sind dann vertauschbar, und es ist 
A=R+iS, A*=R-—iS. Wir bilden nun die P.O. 

E(A, a, b) = Pm r,a)* Pris,»)- 
Es gilt der Satz: 

Satz 11*.*) A und die E(A,a,b) erfiillen die folgenden Bedin- 

gungen: 





Ld ? 
(RF, f) = 2 RP pr, 2) — Par irey-.)) fe 1 = 2B Papp, 2y)—minay- OP) 


Pp . P 
= 2 (RB Pap cp, 25)-8 (Re zy—2) ff) = 2 BP a cr, ay) (Rezy- yf Pam (p,2y)- RR. 2y-) 1+ 


(Das letztere, weil R mit Py, -p Pa Pir, zy) = Pep ir, 2_)-RIR, Geos) vertauschbar ist, 
. * 
also Pp ip, 2,)-R(R,ry—3) RB Py ip, 2,)-R(Rezy-s) = RPa ip, 2,)-M(R,ty-,) gilt.) Nach Satz 7 
LA 
ist also der einzelne Addend in » 
ve. 


St | Prcr.ey-nine,_»f\"> 
{ = ty-1| Papp, 2») (R,ty-,)1 |» 
| Pan (rz, 2,)-R(R, ay. f= Pur in, 2»)- MR, 2y-) 1 |" = | Pap (rye, f|°- \Par rz», 1 |": 
Nach Definition des Stieltjesschen Integrals bedeutet aber 
SEx (\Pmenenl!*—\Pminsy-yf!"): 
(Rif), 


Ld 
Sats (| PR, 2») f\* =| Pair,z,,)f|")» 
das aus unseren Relationen folgt, die behauptete Gleichung 
(Rf, f)=fad|Ppip af |?=Sod Pref f)- 


*) Vgl. hierzu Einleitung [IX und Anm. *). 
g* 
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«) E(A,a,b), E(A,a’,b’) sind vertauschbar und ihr Produkt ist 
E(A, Min (a, a’), Min (b, b’)). 

B) Fiir geniigend kleines a oder b ist E(A,a,b)=0. Fiir geniigend 


groBes a oder b ist es von a bzw. b unabhdangig. Fiir geniigend grofes . 
a und b ist e =1. 


Und es gelten die Gleichungen: 
(Af.g) =Sf (a+ ib)d(E(A, a, b) f,g), 
(A*f,g) =S Sf (a — ib) d(B(A, a, b) f, 9). 
(Die f f sind iiber ein hinreichend groBes Rechteck zu erstrecken. ) 


Beweis. Vergegenwartigt man sich die aus Satz 9*,10* folgenden 
Gleichungen 


(Rf,g) =Sfad(E(A, a,b) f,9), (Sf, g) = ff bd(E(A, a, b) f, 9), 


so folgt alles unmittelbar aus Satz 8*,9*,10* und der Definition der 
E(A, a, 6). — 


Die unitairen Operatoren U sind wegen UU * — U*U =1 auch normal, 
Satz 11* gilt also fiir sie auch. Ihre E(U,a,6) haben aber noch weiter- 
gehende Eigenschaften und diese wollen wir jetzt herleiten. 

Zuniachst gilt allgemein: 

(Af, E(A, a, 6b) g) = ffi(a’ + ib’) d(E(A, a’, b’) f, E(A, a, b)g) 
= Sf (a’ + ib’) d(B(A, a, b) B(A, a’, b') f, 9) 
= ff (a’+ ib’) d(B(A, Min (a, a’), Min (b, b’)) f, 9) 
ab 
= ff (a’+ ib’) d(R(A, a’, b’)f,9). 
(Af, Ag) = ff (a—b)d(Af, E(A, a, b)g) 
=ff(a—ib)d at ff(a a’+ib’)d(E(A,a’,b’) fg )} = (vgl. Anm.*) 
= ff (a—ib)(a+ib)d(B(A, a, b)f, 9) 
= Sf (a*+*)d(E(A, a, b)f,9). 
(f,9) = SJ d(B(A, a, byf, 9). 
Fir unitire A ist also wegen (f, g) = (Af, Ag) 
Sf (a—a*®— b*)d(E(A, a, b)f,g) =0 


Und wenn wir f=g setzen: ffa _ a*— b*)d| E(A, a, b) f|* =0. 
5. Wenn § irgendein Rechteck a’ < 2< a", b’< y <b” ist (Ecken: 
a’, b’; a", b’; a’, b”; a”, b”), so definieren wir einen P.O. 
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E(A, R) = B(A, a”, 6”) — E(A, a”, b’) — B(A, a’, b”) + B(A, a’, b’) 
= Pmir,e)*(1 — Par cr, a): Pmis.o)*(1— Pmis,o”) 
= Pg (pr, a’) 8 (R,a") RiS,b) R(S, 6") 


Mége nun & keinen einzigen Punkt mit dem Einheitskreis gemeinsam haben, 
dann ist in Rt stets 1 — a*— b* >« oderstets < —«(e> 0), und wir haben fiir 
jedes f mit H(A, R) f= f (dh. aus M(R, a’) R(R, a”) M(S, b’) NCS, b”) 


[J Q—a* — b*)d| B(A, a, 6) f\?| 
=| Sf —a*—b*)d|B(4, a, 6) || De| Sfa| B(A, a,b) "| 


=e|ffd|2(A, a, b)f\*| =e-|f|*. *) 


Also mu8 f=0 sein, dh. es ist H(A, R)=—0. — Wenn R,S zwei 
punktfremde Rechtecke sind (die Rinder diirfen sich treffen), so ist 
E(A, ®)-B(A,S)=0%). Wenn die beiden Rechtecke R,G zusammen 
genau ein Rechteck T ausmachen, so ist H(A, R) + H(A, SG) = H(A, T)). 
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsachen folgert man nun: 
wenn ll eine Summe von endlich vielen Rechtecken ist, so ist erstens 


E(A, U) = E(A, R,) +... + E(A, R,) 


(R,,..., R, seien die genannten Rechtecke) ein P.O.; zweitens ist er fiir alle 
Zerlegungen fi,,..., R,, von U derselbe; drittens ist, wenn U1, B zwei solche 
Mengen sind und héchstens Randpunkte gemein haben, E ( A, U)-#(A,B) =0, 
E(A,U+4%) = E#(A, U) + F(A, B). AuBerdem muB, wenn U den Einheits- 
kreis nicht trifft, H(A, U) = 0 sein (weil alle H(A, R,),..., H(A, R,) =0 
sind); hieraus folgert man miihelos weiter: wenn U1, 8 dieselben Punkte 
mit dem Einheitskreis gemein haben (und keine Randecke auf ihm), so 
ist H(A, U1) = H(A, B). 

Jetzt sind wir in der Lage, das Stieltjessche Integral f f sozusagen 
auf Polarkoordinaten zu transformieren. 





%) Da f in M(R, a’) und R(R, a”) liegt, ist fir a< a’ oder >a” PR, a) f= 9 
bzw. =f, also E(A,a,b)f von a unabhingig; ebenso ist es fir b< b’ oder > b” 
von b unabhingig. Daher diirfen wir ff und {f identifizieren. 
x 


%) Seien R, S etwa a’ Szrsa”, b’sSysb” und c’Sxese”, d’sysd"; 
es muB a”< c’ oder ce” <a’ oder b”< d’ oder d”< b’ sein. Fira” Sc’ ist M(R, a”) 
Teil von M(R,c’), also N(R, a”) orth. zu ihm — daher ist Pr ip, a’) Pir, ec’) =0 
und erst recht H(A, R)-H(A,G)=0. Ebenso schlieBt man in den drei anderen 
Fallen. 

™) Es muB a”=c’ oder c”=a’ und gleichzeitig b’=d’, d”=:b” sein, oder 
b” =d’ oder 4” =b’ und gleichzeitig a’ = c’, a” =c’’; man verifiziere an der Definition 
der E(A, ®). 
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6. Es sei OS o<o <1, dann gibt es sicher Rechteck-Mengen Ul, 
die mit dem Einhkeitskreise genau den Bogen 220,220 gemein haben 
(und fiir die keine Randecke auf dem Einheitskreise liegt), und fiir alle diese 
ist (nach dem oben Gesagten) H(A, U1) derselbe P.O. — er heiBe F(o, 0). 
Es ist (fir 0S o<o<t<l) offenbar F(o,0)+ F(o,1t) = F(o,r), 
also, wenn wir F(o)= F(0,@) setzen, F(o,c)—F(o)— F(o). Weiter 
muB, weil offenbar F(0,1)—1 ist, F(1)—1 sein. Die F(o) sind P.O. 
da fir 9 <0 F(«)— F(o) auch P.O. ist, ist F(o) Teil von F(c). F(0) 
ist zunachst undefiniert, es sei — 0. 

Man teile das Integrationsgebiet der Formel 


(Af, f)=JSJ (a+ ib) d| BA, a, b) f\* 


(ein groBes Rechteck!) in Rechtecke §,, ..., St, mit den folgenden Eigenschaften 
ein: Jedes derselben hat einen Durchmesser < ¢ (¢ > 0), keines eine Randecke 
auf dem Einheitskreise; und zwar seien sie so angeordnet, daB mit dem 
Einheitskreise ft,, ..., Rt, (4 <&) Punkte gemein haben, und zwar bzw. die 
Bogen 229,, 22¢,; .--,270,_,,2%0, (0 =0,<0,<...<0,_1,<0,=1). 
Aus jedem ,,..., 9, wahlen wir je einen Punkt ¢,,..., &, aus, dann ist 


k 
(Af, ft) =Sf(a+ib)d|E(A, a, b) (|= [J (a+ ib) d| B14, a, b) f\? 
v=] y 
beliebig wenig**) von 


k " k ; ad 
Dé, Sfd| BA, a,b)? = > , [J a(BA, a, b) f,f) = SE, (L(A, KR) ff) 
v=] y v=1 


v=] R, 


h h 
= Yé,-| F(o,_,,0,)f|*=D&,-(|F(o,)f|* — | F(o,_3) f|") 
v=1 v=1 


verschieden. Wir kénnen natiirlich §, = e®*‘-er, 9, .<o°<e@ 
wahlen, dann ist unser Ausdruck 


(» =1, ...,h) 


’ 


h ’ 
> e®i-er(| F(o,) f|* — | F(e,_,) |”). 
v=1 


Dabei sind die 9), 0,,---, 0, 1, @, voneinander <« entfernt. 
Hieraus folgt aber 


1 


(Af, f) = f e***ed| F(g) f\*. *) 


0 


2) Da {f d| E(A,a,b)f|* far alle Rechtecke S > 0 ist (nimlich =| E(A, 6) f |*), 
S$ 


héchstens « ff | H(A, a, b)f|*=e-|f|*. 
*%) Das Integral rechts konvergiert, z. B. weil wir 0), 0,,---,; Qk-1, Qn VOF- 
schreiben und die Einteilung #,, ..., 8, daran anpassen kénnen. 
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Satz 12". Zu einem unitdren Operator U gibt es eine Schar von 
P.O. E(d) (OQ SA<1) mit den folgenden Higenschajten: 
«) Wenn <u ist, so ist E(A) Teil von E(u); E(0)=0, E(1)=1. 
B) Wenn 4>4,, 4-+Ad,, 80 gilt fiir jedes f B(A)f— E(A,) f. 
Dabei gilt fir alle f,g 


1 
(Uf, g) = fetiad (Bay f, g). 


Beweis. Betrachten wir die vorhin konstruierten F(A). Sie haben die 
Eigenschaft «), aber 8) eventuell nicht. Sei 0 << 4, <1 und 4, >A, >... > dy, 
i,— 4, dann bilden die F(4,), F(A,), ... eine abnehmende Folge von P. O., 
nach Satz 19 gibt es also einen P.O. Z, so daB stets H(i) f— Ef ist; 
E hangt nur von 4, ab, denn zu zwei Folgen 4,, 4,,... muB dasselbe Z 
gehéren, weil geeignete Teilfolgen von ihnen zu einer ebensolchen Folge 
zusammengefaBt werden kénnen — fiir die im obigen Sinne die Konvergenz 
auch stattfinden mu8. Dieses Z heiBe E(A,). 

Da F(A,;) Teil aller F(A,), F(A,), ... ist, ist es auch Teil von H(A, ); 
wenn 4, < mw, ist, so kénnen wir 4, =, wahlen, so daB H(A,) Teil von 
F(u,) = F(A,) ist (weil es alle F(A,), F(A,),... sind). Also: F(A) Teil 
von H(A), fiir 4< yp E(A) Teil von F(u), daher fiir 4< uw H(A) Teil 
von E(). 

Sei nun 4>4,, 4-+4,. EH(d)— E(A,) ist Teil von F(A) — E(A,), 
also | H(A) f— E(4,)f| <| F(A) f— H(a,)f|, und da letzteres (nach De- 
finition von H(A,)) gegen 0 strebt, muB H(4)f—H(4,)f. Die H(A) er- 
fillen also #) und auch «) bis auf #(0)=—0, H(1)=1. Wir erzwingen 
dies durch Definition — dann geht #) fiir 40 eventuell verloren — 
das alte H(0) heiBe E. 

Fiir F(4) hatten wir die Relation 


(Uf, f) = fetta F(A) FI’. 


Da | F(4)f\*, |£(4)f|* monoton sind (in 4) und fir 4<p | F(A)f\* 
<|E(a)f\*<|F(u)f\|* gilt, tiberlegt man sich leicht, daB sie auch fiir 
E(2) besteht. Dies ist aber die SchluBrelation des Satzes fiir f—g. Wenn 
[+9 
2 

fiir beliebige f,g, ersetzt man f,g durch ¢f,g, dann entsteht der Imagi- 
narteil. 

Es bleibt noch die Verletzung f) fiir 4 = 0 zu beheben, dies gelingt, 
indem man fiir 0<4<1 E(4) durch E(A)— E ersetzt — dann bleibt 
alles andere beim alten und dieser Punkt kommt in Ordnung. 


man und Gs einsetzt und subtrahiert, so erhalt man ihren Realteil 
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7. Der Satz 12* war die Hauptschwierigkeit, nun folgen einige leichte 
Eindeutigkeitssatze. 


Satz 13". Wenn die P.O. B(A) den Bedingungen «), 8) von Satz 12* 


entsprechend gewdhlt werden, so gibt es genau einen unitdren Operator U, - 


der zu thnen im Verhdltnis von Satz 12* sieht. 


Beweis. Da® es héchstens ein solches U gibt, ist klar: Satz 12* 
legt alle (Uf,g), also alle Uf fest. Bleibt die Existenz zu beweisen. 


Durch dieselben Oberlegungen, wie sie beim Beweise von Satz 36 an- 
gestellt wurden, gelingt (wegen |e*®***|—1) die Abschatzung 


1 
f etd (E (4) f, 9) S| f\lgl- 





Nennen wir das Integral links L(g) (f fest, g variabel), so ist 
L(a,9,+.--+4,9,) = 4, L(g,)+...+4,L(g,), 
IL(9)| S| f\|g|=C-|g9|, 
der F. Rieszsche Satz ist anwendbar (vgl. Anm. **)): Es gibt genau ein /* 
mit L(g) = (f*, g). Wir definieren U durch Uf = f*, es ist offenbar ein 
iiberall sinnvoller lin. O. — wir miissen nur noch die Unitaritét von U 
beweisen. 


Zunichst ist |(Uf,g)|<|f\||g|, also U beschrankt; wir bilden U%*, 
und haben: 


1 1 
(Uf, 9) = J ett4d(B (A) f,g),  (U*f.g)= fet d (BCA) f, 7) 


(die erste Gleichung ist Definition, die zweite entsteht durch Vertauschen 
von f,g und Nehmen der komplex-Konjugierten). Genau wie am Ende 
von § 4 berechnet man auf Grund dieser Formeln (Uf, Ug) =(f, 9), 
(U*f,U"g)=(f,g). Daraus folgt (U"Uf,g)=(UU"f,9)=(f,9) fir 
alle f,g, also U*U=UU* =1 — also die Unitaritat. 

Satz14*. Zu einem gegebenen unitaren Operator U kann nur eine 
Schar E(i) von P.O. im Verhdlinisse des Satzes 12* stehen. 

Beweis. Die Formel 


(U"f,g) = J e****4 d(E(A) f, 9) 


0 
ist fir n=O trivial, fir n—1 Definition, fir n= —1 Folge von 
U-*=U*. Wenn sie fiir m,n bewiesen ist, so gilt sie auch fiir m — n: 
denn mit der Methode vom Schlusse von § 4 ergibt sich 


1 


(U"f, U"g) a! (inate d(E (A) f, g), 














“~ eo = => & Ww 
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und es ist 


(U"f, U"g) = ((U")* U"f, 9) =(U""* U" fg) =(U-“U"f, 9) =(U"""F, 9). 
Daher gilt sie fiir alle n= 0, +1, +2,.... 

Wenn F(A) eine zweite Schar von P.O. mit denselben Eigenschaften 
ist, so gilt die obige Gleichung auch mit F(A) an Stelle von Z(A). Also gilt 


f pia) d((Z (4) f,g) —(F@f,g)) =90 


zunachst fiir alle p(4) = e?"**4, und dann auch fiir ihre Linearaggregate, 
die trigonometrischen Polynome. Aus Stetigkeitsgriinden gilt es aber auch 
fiir alle stetigen Funktionen p (4) mit p(0) = p(1). Wegen der Bedingung /) 
in Satz 12* gilt sie sogar noch fiir solche p(A), die endlich viele Spriinge 
aufweisen — vorausgesetzt, da die Unstetigkeit stets rechts von der 
Sprungstelle liegt. Wir setzen nun 


p(a ji, fir 0<4s4, 
P(a)=) 9. sonst , 


(0 <4,<1), dann haben wir 


ho 


J a((E@ f,9) — (FMF, 9)) = (EG) f. 9) — (FA) f, 9) = 9; 


0 
da dies fiir alle f,g gilt, ist somit 2(A,) = F(4,). (Dabei muB8 4, +1 
sein, fiir 4,1 ist es aber wegen a) in Satz 12* der Fall.) 

8, Wir haben durch Satz 12*, 13*, 14* gezeigt: die von Satz 12* 
gegebene Zuordnung eines unitéren Operators U zu einer Schar von P.O. 
E(4) mit den dortigen Eigenschaften a), 8) ist ein-eindeutig, und alle U 
und alle H(4) werden dadurch erschépft. Zur Z.d.E. fehlt diesen H(A) 
noch die Eigenschaft H(A) f—f fiir 4< 1,4-—+1 (vgl. Def. 17), wir haben 
daher alles in Kap. IX Angekiindigte bewiesen, wenn wir noch zeigen, daB 
gerade diese Eigenschaft damit gleichbedeutend ist, daB » =U, nur fir 
y =0 stattfindet. 

Sei zuerst p = Ug, »y +0. Dann ist 


1 
R((p, ») — Ug, p)) = KJ (1 — e**4) dE Wg, ¢) 
1 
= f2sin*2id|E(4) 9)". 
0 
Dies mu8 verschwinden, und ist 


i-e 1-e 
> f 2sin*xid|E(4)—|* > 2sin* xe f d|E(4) @|" 
= 2sin* ze (|H(1 — e) y|* — |Z) p|*) 
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(fiir alle «>0). Fir e<$ ist die rechte Seite gewiB >0, also = 0: 


|E(1— e)p| = |E(e)¢}. 


Da die rechte Seite mit «—+0 gegen 0 strebt, gilt dasselbe von der linken: 
E(1—e)p—-0 +. 

Sei umgekehrt fiir 4< 1, 4—+1 nicht H(A) f—f. Nach Satz 19 existiert 
ein P.O. #, so da fiir alle g E(A)g—Eg, es ist also Ef+/f. Fiir 
f’ =f — Ef haben wir daher: f’+ 0, £(14)f’— Ef’ =0. Nun ist | F(A) f’! 
nie negativ, mit 4 monoton nicht fallend — da es fiir 4—+1 gegen 0 strebt, 
muB es stets —0 sein. Also ist H(A) f’=0 fiir alle 4 <1, und natiirlich 
E(1)f’=f". Hieraus folgt 

1 


(Uf’,g) = f e®**4 d(E (2) f’,9) =(f',9); 


0 
dies gilt fiir alle g, also ist Uf’ =f’. 
Damit ist alles bewiesen. 


Anhang III. Operatoren und Matrizen. 


1. Es ist wohl erwiinscht, unsere Resultate iiber H.O. in die iibliche 
Terminologie der Matrizen zu iibersetzen. Es wird sich zeigen, daB8 im 
Unbeschrankten die der Operatoren bedeutend praktischer ist. (Im Be- 
schrankten kommt beides, nach Hilberts Resultaten, aufs selbe heraus.) 
Im iibrigen werden wir erkennen, daB die abg. lin. H.O. und die Hermiteschen 
Matrizen mit lauter endlichen (aber nicht notwendig beschrankten!) Zeilen- 
Absolutwertquadratsummen — die sogenannten ,,quadrierbaren Matrizen“ — 
einander zugeordnet werden kénnen. 

Die genauere Theorie dieser Matrizen soll in der in Anm.**) an- 
gekiindigten Arbeit ausgefiihrt werden, hier soll nur soviel gegeben werden, 
als zur Orientierung nétig ist, und was wir fiir die Zwecke von Anhang IV 
brauchen. 

Eine Matrix A = {a,,} (u,»=1,2,...) heiBe Hermitesch quadrier- 


bar (kurz: H. quadr.), wenn a,, = a,, 


gilt, und alle S'a,,|* (u—1,2....) 
y=1 


endlich sind**). Wenn 9,, @,, --. ein vollst. norm. orth. System ist, so bilden 
wir einen Operator R, der fiir die Py (und nur diese) Sinn hat, und zwar 


Ro, = 28, Pe (die Reihe konvergiert). Die von den 9,, 9,,... auf- 


gespannte abg. lin. M. ist , und es ist 





(P,» R ¢g,) — GQ, 9 an, —= (Rq,, ?,)> 





*) Dann sind auch alle Zaye Fe absolut konvergent, d. h. die Matrix A* 
kann gebildet werden. e=t 
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d. h. R ist ein H.O. Wir nennen R den elementaren H.0. von A, {¢,, 9, .--}; 
und R, R den lin. bzw. abg. lin. H.O. von A, {¢,, %,--.}. — Rf hat 


offenbar fiir die 249, Sinn (und nur fiir diese), und es ist 


Rf= 32, ( 34,,9.) -> [34,2] 


val 


R ist. nicht so leicht direkt zu charakterisieren, wohl aber seine Er- 
weiterungselemente. Damit f eines sei, und zwar das /* ihm zugeordnet, muB8 


(f*, %) =(f BY) = ZF Pp) Pw BY) = Sef %) (w= 1,2,.-.) 
“= p— 
sein (R und R haben ja dieselben alma Wir schreiben 
(f, 9,) = 2%, (gs =1,2,...), f= 2 Ey Pur 


dann existiert ein f* mit (f*, y,) = >» 4,,%, offenbar dann und nur 
eal 


dann, wenn 3\3 a,,2,|. endlich ist, und zwar ist es dann gleich 
, Wir haben also: dlich) ist 
Py (5 a,,2,) P,- ir haben also - 3+, r.( 3 |e |* endlic ) is 


dann und nur dann nates wenn fiir die. 


a Sa,,2, 7 
ual 
ly, | \* endlich ist, und zwar ist dann /* = Px? 7, (Wenn sogar Rf 
wal 
Sinn hat, ist es erst recht dieses. ) 
Weiter ist 
(f*, f) =39,2,=5 ( S4,,2,)2, = (S,,2 t,, z,) : 


w= r eal 


Gf) = 32,9,—= 32,(24,%) = 2 (34.2 “ z,) 


v=1 


Die 0-Klasse ist also durch die Vertauschbarkeit von 5, > gekennzeichnet! 
wel v=1 


2. Wir zeigen nun, daB zu jedem abg. lin, H.O. R eine H. quadr. 
Matrix A = {a,,} und ein vollst. norm. orth. System ,, ,,.-- existiert, 
so daB R der abg. lin. H.O. von A, {¢,, %,,---} ist. Es geniigt —,, Po, ... 
anzugeben, A ist ja durch a,,—(Rq,,9,) festgelegt, und wenn die 
R,, Re,,... alle Sinn haben, ist A H. quadr.: a,,—a,, ist klar, und 


3\a,,|" = 3 \(Re,, ¢,)|"=|R¢y,|* ist endlich. 


78) 2 |aus|* é P ‘|tel" sind endlich, also konvergieren die Zum jedenfalls 
absolut! * 
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Sei S der elementare Operator von A, {y,, 7,,---}, dann ist 
SE, = 24, P, = XR Py Py) P, = RY,’ 


*=1 


d.h. S ist das auf die y,,y,,... eimgeschrankte R. Das, was wir durch- 


geeignete Wahl der ¢,, 9,,... erreichen sollen, ist also S=—R, dh: Dab 
zu jedem f mit sinnvollem Rf eine Folge von Linearaggregaten je endlich- 
vieler 9,,,,--- existiere, f,,f,,..., 80 dab f,—/f, Rf,—Rf (natiirlich 
miissen alle Rq, sinnvoll sein). Dies ist erreicht, wenn wir eine Folge 
91> 9o,--- mit lauter sinnvollen Rg,, Rg,,... haben, derart, daB zu jedem 
f mit sinnvollem Rf eine Teilfolge gy,,gy,,... mit gy,—f, Rgv,—-Rf 
existiert (diese ist dann von selbst iiberall dicht): Dann geniigt es, f,, fj, ... 
nach Satz 8 zu ,, p,,... zu ,,orthogonalisieren“. 

Eine solche Folge g,,g,,... finden wir so: Sei h,, h,,... tiberall dicht, 
aber sonst beliebig. Zu jedem Zahlentripel m,n, k (=1,2,...) zu dem 


es ein f mit sinnvollem Rf und |h,, — f| < 7 |h,—Rf| <; gibt, ordnen 
wir ein solches f zu: f,,,- Diese f,,,,, leisten (als Folge geschrieben) 
alles Gewiinschte. Denn sei f, Rf und «> 0 gegeben. Wir wihlen ein k 
mit Se und A, und A, mit |h, —f|< 7: |h,, —Rf| St Dann ist 
fen,» GeWiB definiert, und |h,—fyn21<q> |Bn—Rlwn,x| Sgr also 
lf —fn,nx} Se |RI— Rhy n.x| Se. Da e > beliebig ist, sind wir am 
Ziele. 

3. Zu gegebenem R kann es auch mehrere A, {q,, 9,,.-.} geben, 
deren abg. lin. H.O. dieses R ist. Seien etwa A= {a,,}; {Py, Pos++«} und 
B= {b,,}, {V1 Ye» ---} derart. (Sowohl A wie B sollen H. quadr. sein!) 


Die beiden vollst. norm. orth. Systeme 9,, 9,,---, Wy, We,--- bestimmen 
eine unitare unendliche Matrix {u,,} mit u,,—(,,y,). In der Tat ist: 
i .” ie © , 1, fr p=—s», 
u uy —_ ’ hs = ( 2 To) 
: s, neve A Wo) (Wes Pr) = (Pus Pr) * ake 
(0) = 1, fir w=y 
u ie = j > > _ ’ —_ : “Hinks 
Bute J vo 2) Gov) =o Wty sae nae 
Und weiter: 
(U,) Pn = (Py Yr)" Ye = 2 My Yor Vu = 2 (Yyr Pr) Pr = Lithyy* Pes 


Auch fiir a,,, b,, gelten die gewohnten Transformationsformeln: 


me? 
2 


4, = (Py» Re,) = LY (Py ¥-) (¥_» B@,) = Sy ¥,) (RY, ,) 


e=1 


=> (Py» Ve) [se Yo» Yo) (Yes ?,)| -5 (3%,. Une Ure) . 


e=1 





n 


d 
) 
u 
a 
z 
Z 
t 
r 
V 


—_~ wi we fp. Ee, 








Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. 125 


Wenn wir w,» (und 9,0) vertauschen und die komplex-Konjugierten 


nehmen, so wird (wegen a,,—4@,,, b,, =5,,) 

(U,) 3 (30 2) = 3 (2 beetnere) 
Ebenso erhalten wir die Umkehrungen: 

(U,) = =3 (24. OM Us») —2 (3 baile, u,,) , 


Bis hierher gilt also die gewdhnliche unitaére Transformationstheorie 
der Hermiteschen Matrizen, aber nicht weiter! Denn wenn wir eine H. quadr. 
Matrix A—{a,,} und ein vollst. norm. orth. System ¢,,9,,... haben, 
und irgendeine unitére Transformationsmatrix {u,,} (nach (U,)) darauf 
anzuwenden versuchen (nach (U,), (U,), (U,)), so braucht zunichst nichts 
zu konvergieren. Aber auch wenn die in (U,),(U,) angegebenen Konver- 
genzen alle stattfinden, so kann sich der abg. lin. H.O. von A, {@,, 9,---} 
bei der Transformation andern. Wir gehen auf diese Verhiltnisse hier 
nicht naher ein, da sie an anderem Orte (vgl. Anm.**)) genau diskutiert 
werden sollen. 

4. Es sei noch erwahnt, wie sich die abg. lin. M. €, § die zum abg. 
lin. H. O. R von A, {9,, Pq, ---} gehdren (R sei sein elementarer H. 0.) be- 
stimmen lassen (vgl. Satz 22). € bzw. § ist die Menge aller (R+#1)f. 
Aus der abg. von R und den in Satz 22 auseinandergesetzten Eigenschaften 
von R+#1 folgert man leicht, daB dies die Menge der Haufungspunkte 
von (R +71)f ist”*). Dies aber ist die von den (R+/1)f, dh. von den 
(R+ t1)9,, aufgespannte lin. M.; also ist € baw. } die von den (R +71) P, 


aufgespannte abg. lin. M., d. h. von den > a,,P,£t9,- 
v=1 


Anhang IV. Der Operator R. 


1. R und seine Cayleysche Transformierte [7 wurden in Kap. X 
(Satz 37) folgendermaBen definiert: Sei p,, y,, y,,... ein vollst. norm. orth. 
System, dann ist 


U (Sz, ?,) = 52, Pra (Sle, \* endlich); 


dh. Rf hat Sinn fiir alle f=~ —U p= 29 q+ (2, —%p) P+ (%y— 24) %_ ++ 
und dann ist Rf=4 (p+ U gy) =6 x9 pp + 8 (+2) py +4 (@, + 2) Py + 


Oder auch: R ( PRE ?,) hat Sinn, wenn | y,|?+ |y,+9,|°+|yo+9, +40) +--- 
*) Denn wenn eine Folge (R+41)f konvergiert, so konvergiert auch 


U+(R +i1)f=(RFi1)f, also f und Rf — und natiirlich auch umgekehrt: Wenn 
f, Rf konvergieren, konvergiert (R + 11) f. 
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konvergiert (es muB ja x =, 2, = Yp + Hy, Ty = Yo + Yi + Yo» --- SiN), 
und zwar ist es dann gleich FYoPo tT (28 Yo t+tY,)P,+(2typ t+2ty, +8y,)P_+-... 
Wir haben hier eine Art Matrix von & gewonnen: 


0, fir uw>y», 
a.=<{ ¢, fir =, 
2%, fir wr. 


Freilich ist sie es nicht im Sinne von Anhang III: Sie ist weder H. noch 
quadr., was kein Wunder ist, da die Re,, uw =0,1,2,..., alle sinnlos sind. 


Um eine richtige Matrix von R angeben zu kénnen, miissen wir vor 


allem ein vollst. norm. orth. System y,, y,, ... finden, fiir welches alle R Y,» 
uw =1, 2,..., Sinn haben. 
Wir setzen: 


— | wis 
Ok Pm-gttt 7 Pm-g*t241 Feet F (2m+1)-2*=-1 P o2m+1)-2* 


—~ Peem+i)-2841 — *** — Pomsty-2*tt-1 (m, k = 0,1, 2,...). 


Nach unserem Kriterium ist R( > x, ?,) gewi8 sinnvoll, wenn nur end- 
0 


= 


lich viele z, +0 sind und x z,=0 ist — dies ist aber hier der Fall. 


vy=1 
(@,, x» ,;)=9 gilt sicher, wenn @, ,,@,, kein gemeinsames ¢,-Glied 
haben, und auch wenn alle g, des einen im anderen vorkommen, und zwar 
alle mit dem Koeffizienten +1, oder alle mit —1. Dies ist aber immer 
der Fall, auBer fir m—n,k—1, dagegen ist |w, ,|° offenbar =. 
Die y,, , = an" , bilden also ein norm. orth. System, und alle 
Ry... “sind sinnvoll. Aber dieses System ist auch vollst., denn sei 


f= x x,y, zu allen y, ,, d.h. zu allen w, , orth. Das bedeutet: 
vr=0 , 


Bm.ottt + Bm.gttt 41+ ..- + Looms1)-2t-1 — Lem4+1)-2* — Leom+1)-24-1— --- 


— Xim+1).2*1-1= 0. 


Also: z—2z,=0, 2—2,=0, 2—2,=0, z,—2z=0,.... d h 

Zq=Zy %—%y, = 2%, %y—=2,,... Weiter: z+ 2, —2— 2, =—0, 

2,+2,—2,—2z,=0,...,d.h. 22,—22,, 22,—22,,..., dh. t=2,—2,—2,, 

2,=2,=—2%,=2,,... Weiter: z+ 2,+ 2%, +2%,— %,—2%—%,— z,=0, 

d.h. 4a,—42,,..., dh. z—2,—...—2,,.... Somit gilt tiberhaupt 

2, = 2%,=%=..., und s |x|" kann nur endlich sein, wenn alle = 0 
r=0 


sind: also f=0. Damit ist die Vollst. bewiesen. 
2. Wenn wir nun die Matrix {},2%/,;} durch 


bk) nt = (Ym, k> Ryn) == 9-5 O+8-1 (@,, »» Ro, ,) 





ee ee ee ee ee 
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definieren, so ist sie jedenfalls H. quadr. und ihr elementarer H.O., S, 
das auf die y,, , eingeschrinkte R. Also ist R Forts. von S, und (wel 
es abg. lin. ist) von S. Wenn.§ max. ist, so mu8 R=S sein, d.h. der 
abg. lin. H. O. von {b,./,:}5{Vme}- 7 
Wir beweisen dies, indem wir zeigen: das © von S ist = §, d.h. 
(vgl §4 von Anhang III) die R Yaz t Wn, &? oder auch die Ro, , + to, ,; 
spannen die abg. lin. M. 9 auf. Oder: wenn f= y2, gy, zu allen 
v=0 
Ro,,, + io,,, orth. ist, so ist f=0. Nach § 1 kénnen wir ja aus- 
rechnen: 
Raom,t = 6 Pm-2** + 34 Pm.gtttg1 +... + (2"**— 1) i qemss-2*—1 
+ iro — 1) ¢ @em+1)-2* + ee — 3)¢ @om+1)-2441+--- 
+ 34 Qim+1)-2*+1~-2 + t Pim 41)-2**2-1, 
Rom,x + §Om,b = 26 Pm.2*t1 + 44 Dm.o*+241 Tet 2  S em41)-2*-1 
+ (2°** — 2) i @emssy.2# + (2°** — 4) 8 peomet-2t41 +... 
+ 24 Pim+1)-2*+1 2. 


DaB f mu diesen orth. ist, bedeutet 


os . k+1 - . 
28 Lm.gttt + 46 2m.gttt44 +... $2 t Liem+1)-24-1 +... + 26 Xim41).2*tt_2 = 0, 
d. h. 


z=0, ~=0, 4 =0,...; 4+22,+2,=—0, 2,+22,+2,=—0,...; 
% + 22, + 32, + 42, -+ 32, + 22, +2, =—0,...; ..., 
woraus 4% = 2z,—2,=...0, f=0 folgt. 


Es bleibt noch iibrig, die b,, ,/.,,= 27 ?**"*(w,, ,, Ra, ,) zu be- 
rechnen, was ohne weiteres geht, da wir On.» Ro, , mit den y, ausge- 
driickt haben. Fir m+n, k =I treten keine gemeinsamen g, auf, es 
kommt also 0 heraus, fiir m =n, k =I iiberzeugt man sich direkt von 
dem selben. Fiir &>J und n auBerhalb des Intervalles m-2*~',..., 
(m-+1)-2*-'—1 fehlen wieder die gemeinsamen ¢,, also 0; liegt n im 
genannten Intervalle, so ist es = m-2*~'+ 9 oder = (m+1)-2*-'— 9 —1 


(o=0,1,..., ot... 1), und dann berechnet man: 
(29+1)-2'-1 (e+1)-2'+4-1 
a: —8(2a+1)— Se —£(2a+1) 
o-2'+1 (20+1)- wg! 
R =—4-2'.(— 2-2") = Zz. er bzw. 
(@,, y» ®,, 1) Bic (o+1)-2'-1 (20+1)-2'-1 
S* —t(2e+1)— Sa —i(2e+1) 
(2e+1)-2! 9-21 
—— a a eee g-Q2'tt 
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Pir & <1 muB es (weil b,,/,, Hermitesch ist) nach Vertauschen vom m,n 
(und k,?) entsprechend 0, — i-2°***, ¢-2°*** sein. Und den 0, +4-2°**?, 
+ i-2'* entspricht bei b,,/,, 0, 4-27”, + 4.28, 

Wir fiihren nun die Indizierung m, k (=0,1,2,...) auf eime mit p 
(=1, 2,...) guriick, durch p =(2m-+1)-2". Dann wird, wie man sich 
leicht iiberlegt: 

Satz 1**. Im oben beschriebenen vollst. norm. orth. System y,, Wg, -.. 
gibt es eine H. quadr. Matrix B={b,,}, so dap R der abg. lin. H.O. 
von B, {w,, Wq,---} tt. Die b,, (p,q =1,2,...) sind so definiert: 

Wir teilen die Zahlenrethe folgendermafen ein: Das Intervall 
m-2*** +1, ..., (m-+1)-2"** ist eine Zelle, m-2***+-1,..., (2m+1)-2* 
und (2m-+1)-2*+1,..., (m-+1)-2*** thre erste bew. zweite Halfte, 
(2m +1)-2* thre Mitte, k thr Grad. Jede Zahl p=1,2,... ist dann 
Mitte einer einzigen Zelle, threr Zelle. 


Es ist: 
wenn von den Zellen von p,q keine echter Teil der 
b e 0 anderen ist. 
" er wenn das der Fall ist, und k,l der Grad der 


kleineren bzw. gréBeren Zelle ist. 
Das Vorzeichen + bestimmt sich so: 





sie liegt in der ersten Halfte | sie liegt in der zweiten Hilfte 
p-s Zelle ist kleiner - 
q-@ Zelle ist kleiner a _ 














(Man beachte: B ist i-mal eine schiefsymmetrische Matrix.) 


Zelle 
Erste Hailfte 














¥ 5 6 7 men #2 13 4 -- = -- 


{_ 
3 «<0 


$. Eine bessere Ubersicht gewinnen wir iiber R, wenn wir es in 
Funktionenriumen realisieren. So sei 2 das Intervall 0,1, wir bilden 
seinen Funktionenraum: die Menge aller (nach Lebesgue meBbaren) Funk- 


1 
tionen f(x) des Intervalles 0<2<1, mit endlichem f|f(x)|*dx — 
0 


nach Anhang I ist dies ein Hilbertscher Raum, isomorph ©. Er heiBe 9*. 
Die e®***'*, n= 0, +1, + 2,... bilden bekanntlich ein vollst. norm. 
orth. System in $*. Sei § die von den e®**i-, n —0,1,2,... aufge- 


ee Ie ee Mitte“ Zweite Halth 


im Wat ele at ae ai FT hile r cif a ae” a 
3 


~- 
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spannte abg. lin. M., 3 ist unendlichvieldimensional, also ebenfalls ein 


Hilbertscher Raum (in diesem & wollen wir £ realisieren). 
Uf (x) = e®*** f(x) 


ist ein langentreuer (ja unitaérer) Operator in 9*, der % auf ein Teil von 
sich selbst abbildet. Wenn wir oy, (x)= e***** (»y=0,1,2,...) setzen 
so sind die 9, ,,q,--- ein vollst. norm. orth. System in J, und es ist 
Ue,=%,4,; 2h. in J stimmt U mit U iiberein, und & ist seine Cayley- 
sche Transformierte. Also: Rf(x) hat Sinn (f(z) aus 3!) wenn 


f(x) =o (x) —Up(x) = (1 — e®***) p(x), p(x) aus &, ist, und zwar 
ist es dann —i(y(x)+ Up(x))=i(1+e?***). Oder auch: Rf(zx) 
hat Sinn, wenn f(z), SO beide zu & gehéren, und zwar ist es dann 
=x § tale) = — ctg.az-f(zx 

f(x) gehére zu §. Dab ee zu ¥ gehért, bedeutet: sein Absolut- 
wertquadratintegral ist endlich, und es ist zu allen e®**"*, n — —1, — 2,... 


1 
orth. Hieraus folgt die Endlichkeit von f ctg*ax \f(x)|"da (weil ja 
0 





0 | 


Rf(x) =— ctgaax f(x) ist), und wir wollen zeigen, daB diese umgekehrt 
zur Folge hat, daB LS zu & gehért (f(x) aus $!). 
| i2 | » 212 
Zunichst ist wegen |r = eee < 5 tg? ne +5 auch 
}1—e** | - | 
ie, 
s Ol 2 | dz endlich, also alle f\; | =| dx (0<@<1) absolut 


gleichmaBig integrierbar. Also ist fiir 0 <9 < 1 ol 


_ f(z) ~ g—2nazai- tdz— ft f(z) —eg—*nri-z dy. 
0 1— peta” ars 


Wir haben noch zu zeigen, daB die rechte Seite fiir alle n = —1, — 2, ... 
verschwindet, es geniigt also dies fiir aie linke (und alle 0 < 9 <1!) zu 
beweisen. Nun ist oes xz = Do” e*”***, und die Reihe konvergiert 

—oe ~ v=0 


gleichmaBig in x (o fest!), daher ist 


N 1 
Do’ f f(x)e-2-"ixt-2 dz - ir a)( 
0 0 


v= 


So e jont-o lg —2nni-z 
\yme =0 


f as f(z) e-2nxt tdx 
é 1 pe *t 2 
(fiir Noo). Dan =—1,2,..., »=0,1,2,... alson —» = —1, —2.... 


Mathematische Annalen. 102. 9 
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ist und f(z) selbst zu & gehért, ist die linke Seite stets 0, also ver- 
schwindet auch die rechte. 

Nun kénnen wir beweisen: 

Satz 2°". ©* sei der soeben beschriebene Hilbertsche Funktionen-. 
raum, 3 die von allen e*****,n>k bew. <k (n=0,+1, +2,... 
ebenso k) aufgespannte abg. lin. M. — die %* sind unendlichvieldimen- 
sional, also wieder Hilbertsche Raume. 

R sei der folgende Operator in $*: wenn f(x), — ctgaz-f(x) m * 


1 1 
gehéren, (a. h. S\f(x)|*«dx, f ctg*xx-|f(x)|*-dx endlich sind), 80 sei 
0 0 


Rf(x) sinnvoll, und zwar = — ctgaz-f(zx). 

Wenn f(x) in einem der 3* liegt und Rf(x) Sinn hat, so liegt 
auch R f(x) in diesem $;*; 80 kénnen wir R in jedem 3> zu einem H. O. 
dortselbst einschranken *”). In den %,* erhalten wir so R, in den3, —R 

Beweis. Fiir %o° = $ haben wir dies bereits bewiesen. Die unitaére Ab- 
bildung f(x) => e®***-*.f(x) fihrt *, R, 30° in $*, R, %,* iiber, die uni- 
tare Abbildung f(z) > f(1— z) 9*, R, %*, in O*, —R, ¥> — also gelten 
die Behauptungen fiir alle 3;*. 

Man zeigt iibrigens leicht, daB dieses R in $* ein hypermax. H. 0. ist. 


4. Wir kénnen jedem f(z) = Da, e2nxt-s ( SIa,|* endlich) von 
n=0 n=0 





Yo” 78), die (wegen > |a,|* endlich, also a, +0) im Einheitskreise ana- 
n=0 
lytische Funktion F(z) = Daz" zuordnen. Da 
n=0 


S\a,|?—limes 3'r"|a,|?—limes f | F(z)|* 
n=0 r>1 n=0 r>1 |zi=r 7 


ist, bilden die im Einheitskreise analytischen Funktionen F(z) mit be- 
schrinktem J} | F( (2) (*= (r—+1) einen Hilbertschen Raum. Wegen 


22i- 
— ctg az = peacees ist hierin R durch R F(2)=i2++ F(z) definiert 


(falls dieses wieder zur genannten Klasse gehért). — Eine andere be- 








*7) Aber dies ist noch keineswegs Reduzierbarkeit von R durch 3;*! Denn mit 
Rf braucht ja nicht auch RP. f sinnvoll zu sein. 
k 
**) Die Reihe a, e?"*** konvergiert (im Sinne der von uns stets verwen- 
n=0 
1) s 
deten Metrik) ,im Mittel“: J| | f(x)- Sa, e®"*t2) dz—+0 (fir N-+o); natiirlich 
n=0 
nicht notwendig anatiasili. 
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merkenswerte Realisation von R gewinnen wir, wenn wir die im Intervalle 
0, co definierten Funktionen f(z) (mit endlichem f | f(x) |* dz) betrachten: 

% 0 


es entspricht dann dem Differentialoperator ix ... mit der Randbedingung 


f(0)=0. Wir gehen aber hie: of nicht naher ein”). 
Es bleibt noch iibrig, die bei Satz 40 beniitzten Eigenschaften von R 
zu verifizieren. Erstens: R ist nicht iiberall sinnvoll und nimmt nicht 


jeden Wert an. Wir realisieren es nach Satz 2°" in 3°, da f ctg*xdz, 
1 


Stg*xxdz beide —co sind, ist R fir f(z) —1 sinnlos, und nimmt 
0 


diesen Wert nie an. Zweitens: R ist weder nach oben noch nach unten 
halbbeschriankt. Wir realisieren es nach Satz 1** und setzen f=y,» +iy,+1, 
dann ist (f, Rf) = + 2’*4 und |f\*=2 — Ah. (f, Rf) >C-|f|* bew. 
<-|f|* bei beliebigem C erreicht, wenn 2”~? >|C| gewahlt wird. 








) Sie wird in der in Anm. ®) genannten Arbeit erértert werden. 


(Eingegangen am 15, 12. 1928.) 


9* 











Uber den Cauchyschen Integralsatz fiir reelle und 
komplexe Funktionen. 


Von 


J. Ridder in Baarn (Niederlande). 


Es ist unsere Absicht, im folgenden zwei Hauptsitze [A und B] her- 
zuleiten, welche Bedingungen enthalten, unter denen der Cauchysche Inte- 
gralsatz bei reellen Funktionen seine Giiltigkeit behalt bzw. unter denen 
sich die Analytizitaét einer komplexen Funktion zeigen laBt. Weiter wird 
gezeigt, daB die verschiedenen Funktionengruppen, welche den meistbekannten, 
hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit jener Sitze geniigen, dadurch 
auch implizit den Bedingungen des entsprechenden Hauptsatzes geniigen. 
Damit ist dann aufs neue gezeigt, daS jene Bedingungen hinreichend sind. 
Sie sind dabei méglichst weit verallgemeinert, wihrend die in den §§ 15 
und 16 enthaltenen Bedingungen neu hinzugefiigt wurden. 


$ 1. 


In unseren Beweisen brauchen wir den Begriff der Intervallfunktion 
in der Ebene. Eine derartige Funktion ® (J) ist definiert in jedem Intervall J, 
das einem bestimmten Gebiete der Ebene angehért und dessen Seiten den 
Koordinatenachsen parallel laufen. Sie heiBt beschrdnkt additiv, wenn 
& (J) = O(J,) + O(J,) +... + O(J,) ist, wobei das Intervall J in eine 
endliche Anzahl von Teilintervallen J,, J,,..., J, zerfallt*). — Konvergiert 
®(J) in einem Punkte (2, y) des Bereiches immer nach Null, falls J eine 
Reihe den Punkt als inneren oder Randpunkt enthaltender und sich in 
den Punkt zusammenziehender Intervalle durchlauft, deren MaB nach Null 
konvergiert, so heiBt die Intervallfunktion stetig in (x, y). — Die obere 
und untere Derivierte in (x,y), Diz,y@(J) bew. Dg, y (J), sollen nun 


*) Wo im folgenden ,additiv“ steht, meinen wir ,,beschrinkt additiv“. 
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definiert werden als lim sup *Y) und lim int 2% , wobei J ein Quadrat 
mig=o ™() m (J)=0 = 

darstellt, das (x,y) im Innern oder auf dem Rande enthalt*). Sind sie 

einander gleich, so existiert in (x,y) eine Ableitung D,, , ®(J). 

§ 2. 


Wenn in einem abgeschlossenen Intervall J, dessen Seitenlangen ein 
rationales Verhdlitnis haben, eine additive Intervallfunktion definiert ist, 
deren untere Derivierte in jedem Punkte >0 ist, so ist P(J)>0. Ist 
das Verhdlinis der Seitenldngen irrational, so gilt dieselbe Aussage, wenn 
man noch Stetigkeit der Intervallfunktion in mindestens einem Punkte des 
abgeschlossenen J annimmt. 

Im Falle eines Quadrates fiihrte die Annahme ®(J) < 0, bei fortge- 
setzter Vierteilung in Quadrate, zu einem Punkte (z,y) in J, der Rand- 
punkt oder innerer Punkt einer Folge von Quadraten Q, wire, deren MaB 
nach Null konvergierte und fiir die ®(Q,)< 0 wire. Also wiirde die 
untere Derivierte in (x, y) <0 sein entgegen der Voraussetzung. 

Ein Intervall mit rationalem Seitenverhiltnisse la48t sich in eine, end- 
liche Anzahl von Quadraten teilen. Aus der Additivitét folgt damit auch 
in diesem Falle ®(J) > 0. 

Ist svhlieBlich das Seitenverhiltnis von J irrational und (2, y) ein 
Stetigkeitspunkt von ®, so laBt sich J in zwei oder vier Intervalle J; 
teilen [ausgenommen wenn (2, y) Eckpunkt von J ist] mittels der beiden 
Achsenparallelen durch (x,y). Jedes J; [oder J selbst] ist wieder zu 
teilen in eine endliche Anzahl von Quadraten nebst einem Intervall U; 
[oder U], das kein Quadrat zu sein braucht und (x,y) zum Eckpunkte 
hat. Dabei kann zufolge der Stetigkeit von ® in (2, y) jedes Intervall U; 
[oder U] so gewahlt werden, daB bei positivem e: 


| ®(U,;)|<e [oder | ®(U)|<e] 
ist. Somit ist in jedem Falle: 
@(J)> —4e 
und, da « beliebig klein sein darf, ist auch 
G(J)=0. 
Die Voraussetzung D” © >0 dar} durch D’ DSO ersetzt werden. 


*) Ist ® definiert im abgeschlossenen Bereiche B, welcher aus einem Gebiete G 
hervorgeht durch Hinzufiigung seiner Randpunkte, so lassen sich die oberen und 
unteren Derivierten in einem Randpunkte (x, y) definieren mittels der in B liegenden 
und (z, y) als Randpunkt enthaltenden Quadrate. Auch die Definition der Stetig- 
keit in einem Randpunkte l48t sich auf analoge Weise geben. 











134 J. Ridder. 


Durch Anwendung des vorherigen Satzes auf die Funktion 
®(J)-+-e-m(J), wobei « positiv und beliebig klein, folgt: 
@(J)+e-m(J)>0. 
Also fiir lime = 0 wird: 
@(J)>0. 


§ 3. 


Im folgenden wird eine positive, stetige, additive Intervallfunktion 
konstruiert, deren Derivierten in einer Menge vom Ma8e Null positiv un- 
endlich werden. 

Sei M die ganz beliebige Menge vom MaBe Null. Sie laBt sich ein- 
schlieBen in eine Folge von offenen Mengen 0,>0O,>..., so dab 
m(O,)<«, und «+ e+...+4,+...<e ist. Die charakteristische 
Funktion von O, sei h,. Dann ist im Intervall J: 


Sfh,dady = m(0,-J) < m(0,) < ¢,. 
Fir jeden Punkt der Mi O, ist dann die Ableitung dieses Integrals = 1. 
Setzen wir nm) = SSS, dxdy, so ist in O,: De yx%(J)=k. Da 
%(J)<e+4&+.. pre <e ist und also iim % (J) endlich ist, ist nach 


einem Satze von Levi*): 


lim x, (J) = lim ff Dh, dzdy = Sf tira Sh, dady<e 


k=@ v=1 


fiir jedes Intervall J. Setzen wir (J) = kim %, (J) und H= im yh, 
1 


so ist 


1(J) = If mazay<e 


die gesuchte Funktion. Denn in M ist Dé, y z(J) > Diz, x, (J) =k fiir jedes 
ganze, positive k. Weiter ist 7(J) sogar totalstetig und absolut additiv. 


§ 4. 

Wenn in einem abgeschlossenen Intervall J, dessen Seitenlangen ein 
rationales Verhdltnis haben, eine additive Intervallfunktion definiert ist, 
deren untere Derivierte in keinem Punkte — co und fast iiberall >0 
ist, so ist auch O(J)>0. Ist das Verhdlinis der Seitenlaéngen irrational, 
80 gilt dieselbe Aussage, wenn man noch Stetigkett der Intervalljunktion in 
einem Punkte des abgeschlossenen J annimmt. 


*) Siehe z. B. Schlesinger und PleBner, Lebesguesche Integrale, Nr. 27 oder 
Carathéodory, Vorles. iiber reelle Funktionen, § 383, Satz 4. 
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M sei die Teilmenge in J, von der man nicht wei8, ob in ihren Punkten 
D- ®|}0 ist. Nun sei zx(J) das oben angedeutete Beispiel einer positiven, 
stetigen und additiven Intervallfunktion, deren Derivierten in der Menge M 
unendlich werden und deren Wert in jedem Intervall < « ist. Betrachten 
wir ®,(J)= ®(J)+ (J), so ist in allen Punkten des abgeschlossenen 
Intervalls DD, >0. Mit §2 folgt O,(J)>0, also auch, da (J) will- 
kiirlich klein ist, (J) >0. 


§ 5. 


Wir andern die vorangehende Definition der Stetigkeit in der Weise 
ab, da8 wir die Intervallfunktion ® in jedem Punkte (2, y) eines Ge- 


bietes G als stetig betrachten, wenn immer lim ®(J) = 0 ist, falls J eine 
m (J)=0 


Reihe den Punkt als inneren oder Randpunkt enthaltender Intervalle 
durchlauft, deren Ma8 nach Null konvergiert. Das Intervall braucht sich 
also nicht immer in den Punkt (z, y) zusammenzuziehen*); Die vorher- 
gehenden Sitze gelten auch bei dieser Definition ungedndert. Wir kénnen 
nun hinzufiigen: 

Ist © eine im abgeschlossenen Intervall J definierte, additive Intervall- 
funktion, welche in J (im abgednderten Sinne) stetig* ist, so ist O(J)>0, 
falls in J: 1. die untere Derivierte nur in einer abzdhlbaren Menge E — co 
werden kann, 2. die untere Derivierte fast tiberall > 0 ist. 

Es sei Z, die Vereinigungsmenge aller derjenigen Punkte des abge- 


schlossenen Intervalls J, welche in J liegenden, abgeschlossenen Quadraten J, 
angehéren, fiir die en <—vn ist. Hierbei sei m eine positive ganze 
Zahl. Aus der Stetigkeit* von @® folgt, daB jeder Randpunkt eines 
J,, welcher zugleich innerer Punkt von J ist, auch innerer Punkt eines 
Quadrates J; ist, das 1. J, enthilt, 2. im abgeschlossenen J liegt, und 


3. fiir das ebenfalls ~o. <—vn ist. Jeder Punkt (z, y) von Z,, welcher 
m na 


zugleich Randpunkt von J ist, ist immer Randpunkt eines Quadrates J, 
in J, das so gewahit werden kann, da8 (z,y) kein Eckpunkt von J, 
ist. Dieser Punkt ist dadurch auch als innerer Punkt eines Inter- 
valls J, zu betrachten, welches aus diesem J, hervorgeht durch Ver- 


schiebung der durch (z,y) laufenden Seite um einen Abstand = nach 


der AuBenseite des Intervalles J. Die aus den inneren Punkten der J,, 
(J,) und J, existierenden Menge Z/ ist offen. Der Durchschnitt aller 





*) Die neue Stetigkeitedefinition in einem inneren Punkte oder Randpunkte 
eines abgeschlossenen Bereiches 148t sich auf analoge Weise geben. 
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dieser offenen Mengen EZ’ fallt zusammen mit dem Durchschnitte D aller 
Mengen Z,. Somit ist D eine innere Grenzmenge. 

Nun ist die abzihlbare Menge EZ derjenigen Punkte des abgeschlossenen J, 
wo D”- ®=—oo ist, mit D identisch, Denn zu jedem Punkte (z, y) 
des Durchschnittes D gehért ein Intervall J, aus J, das (xz, y) im Innern > 


oder auf dem Rande enthalt und so da8 =) < —n oder | (J, | >n-m(J,) 
ist. Ware lim inf m(J,) eine positive Zahl 6, so wire lim | ®(J,,) | = +- oo. 


Es existierte dann eine Folge von Quadraten J, aus den J, und ein in J 
liegendes Intervall J derartig, daB 1. die Seiten der J, mit zunehmendem y 
konvergierten gegen die iibereinstimmenden Seiten von J, 2. m(I)>6 
und 3. zufolge der Stetigkeit * |®(J)| = lim |@(J,)|— + 0o wire. Da 


nur endliche Werte von ® zugelassen sind, ist dies unméglich. Also ist 
lim inf m(J,) =0 und gehért daduzch (x,y) zu 2. Da’ umgekehrt jeder 


Punkt von Z zum Durchschnitt der ZH, gehért, ist evident. 
Da £ abzahibar und innere Grenzmenge ist, ist sie nirgends dicht 
auf jeder perfekten Menge in J.°) 


Die Menge A der Punkte von J, in deren jeder Umgebung Inter- 
valle J liegen mit ®(J)< 0, ist abgeschlossen. Es sei (z, y) ein Punkt 
von A und J ein Intervall aus einer Umgebung von (2, y), so dab @(J)<0 
ist. Die Achsenparallelen durch (2, y) teilen J in zwei oder vier Inter- 
valle J; [ausgenommen, wenn (x, y) Eckpunkt oder auBerer Punkt von J 
ist]. Aus der Additivitét von ® folgt, da® fiir eines der J;: O(J;) < 0 ist. 
Aus der Stetigkeit* von ® folgt weiter, daB J; [oder J} sich durch hin- 
reichend kleine Verschiebung iiberfiihren la8t in ein Intervall Jj [oder J’], 
das (x, y) nicht enthilt und so daB auch (J) <0 [oder ®(I’) <0) ist. 
Fortgesetzte Vierteilung von I [oder J’] zeigt schlieBlich, daB dieses Inter- 
vall einen Punkt von A enthalt. Da (z,y) Intervalle J mit ®(J)<0 
und dadurch auch Punkte von A in einer jeden Umgebung hat, ist (2, y) 
Haufungspunkt von A. Somit ist A sogar perfekt. 

Aus der Definition von A folgt, daB in der Komplementiarmenge 
(J —A): D>®|S|0 ist. EH muB dadurch eine Untermenge von A sein. 

E ist auf A nirgends dicht. A enthalt innere Punkte von J. Es 
existiert dadurch ein offenes Unterintervall U von J, so daB die Menge 
(U-A) nicht leer ist und auf (U-A): D” + —oo ist. In jeder beliebig 
kleinen Umgebung V eines Punktes von (U-A) ist dann D' ®+ —co 
auf (V-A) und 20, also auch + —oo, auf der Komplementirmenge 


5) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 81. 
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(V—V-A). Nach §4 wire somit fiir jedes Intervall dieser Umgebung 
® => 0 entgegen unserer Annahme. Die Menge A ist leer. 

Anwendung auf ® und — @ liefert: 

Die im abgeschlossenen Intervail J definierte, stetige*, additive Inter- 
vallfunktion D ist in J identisch Null, falls 1. die unteren und oberen 
Derivierten nur in einer abzdhibaren Menge unendlich werden kénnen, 
2. fast tiberall beide Derivierten Null sind®). 


§ 6. 
Das Linienintegral : jr y)dx-+q(x,y)dy ist ein Beispiel einer 
additiven Intervallfunktion. Anwendung des letzten Satzes liefert: 
Hauptsatz A: He seien p(x,y) und g(x,y) tn einem bestimmten 


(beschrankten) Gebiete G der Ebene nach x bzw. y linear summierbar. 
Dann ist ®(J)={pdz+qdy in G identisch Null, falls in G@ 1. ®(J) 


stetig* ist, 2. D* ® und D~ ® nur in einer abzdhlbaren Menge unendlich 
werden kénnen, 3. fast tiberall D® = 0 ist’). 

Sind p und q (zweidimensional) stetig nach x und y, so braucht man 
nur 2. und 3. anzunehmen. Denn in jedem in G liegenden, abgeschlossenen 
Intervall J sind dann p und g beschrankt und gleichmaBig stetig; daraus 
folgert man leicht, daB ® stetig* ist in J und dadurch =0 in J, — 
also auch in G. Auferdem verschwindet in diesem Falle das Linien- 
integral iiber jede einfache, geschlossene, rektifizierbare Kurve in G.*) 


§ 7. 


Verallgemeinerung eines Satzes von Lichtenstein : In‘einem (beschrankten) 
Gebiete G der Ebene ist (J) = {pdx+qdy identisch Null, falls p 
J 
und q diesen Bedingungen geniigen: 





*) Statt 2. geniigt auch: D+ ® [oder D~ ®) ist fast iiberall Null. — Fir den 
Beweis und fir weitere Satze iiber additive Intervallfunktionen in der Ebene siehe 
einen im Nieuw Archief voor Wiskunde (Amsterdam) (2) 16, 1 (1929) erschienenen 
Artikel. 

*) Statt 8. geniigt auch: D+@® [oder D~ ®} ist fast iiberall Null in G. — Vgl 
loc. cit. *), § 8. 

®) Siehe fiir der Beweis des letzten Teiles: Pollard, Proc. of the London Math. 
Soc. (2) 21 (1928), §8 (B) and (C). Dort wird bewiesen: ,Wenn in einem be- 
schrinkten Gebiete G das Linienintegral einer atetigen Funktion f(z), wobei z=2z+-iy, 
iiber den Rand eines jeden abgeschlossenen Intervalls verschwindet, so gilt dasselbe 
liber jede einfache, geschlossene, rektifizierbare Kurve in G.“ Die Ubertragung des 
Beweises fir den im Texte gegebenen, reellen Fall bietet keine Schwierigkeiten. 
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1. sie sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche be- 
schrankt und in G in bezug auf jede einzelne Variable stetig, 

2. mit Ausnahme einer héchstens abzdhlbaren Menge E“ existiert fiir 
jeden Punkt von G eine bestimmte Umgebung folgender Art: 


7; [4.9(, ¥) — 4, p(2, y)] 


ist fiir alle Wertepaare (x,y) aus dieser Umgebung ,jedoch bei Vernach- 
lassigung einer Menge vom Mae Null“ und alle Werte von h >0 dem 
absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke, 

3. fast tiberall in G ist 


1 , 
lim =-(4,9(z,y)—46,p(z,y)]}=9, A>O. 
h=0 


Hierbei ist 
6,q(z,y) = q(z+h, y)—q(z, y) und 6, p(x, y) = p(z,y+h)—p(z, y). 
In jedem in @ liegenden, abgeschlossenen Intervall J ist nach 1. 
p(x, y) beschrankt. Es sei A die obere Schranke und (, 7) ein willkiir- 


licher Punkt in J. Dann ist fiir jedes abgeschlossene Intervall J, das in J 
liegt und dessen untere oder obere Seite (mit der Lange h) durch (¢, 7) geht: 


(1) | fp dz|<A><2h. 


Also konvergiert [ p dy nach Null, wenn h willkiirlich klein wird. 
j 


Fir jedes abgeschlossene Intervall J, (7, << x<2,; no yd, oder 
d,<y<7n) in J, dessen Horizontalseite mit Ordinate d, sich mit zu- 
nehmendem n der anderen Seite nahert, ohne daB diese in Lange oder 
Lage sich andert, folgt durch Anwendung eines Satzes von Lebesgue (iiber 


Grenziibergang unter dem Integralzeichen bei gleichmaBig beschrinkten 
Funktionen ) : 


2, t ty 
lim f p(x, d,)dx= flim p(2,d,)dx =f p(x, d)dz. 

d,=7 2, , 2, d,=7 2, 
Also: 
(2) lm f pdx=0. 

dn=7 Jn 

Aus dem Beweise des Lebesgueschen Satzes*) geht weiter hervor, daB das 
in (2) enthaltene Integral sich mit zunehmendem n der Null gleichmaBig 
nabert, wenn man als Integrationsgrenzen alle méglichen z, und x, zu- 
laBt, welche der Bedingung: a < 2, <2, <b geniigen. 


*) Siehe z. B. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, etc. (Coll. Borel), § 39. 
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Hierdurch und mit (1) folgert man leicht, daB | pdz stetig* ist in J. 
Dasselbe gilt von fq dy; also auch von (J). 


Aus 1. folgt, daB p(x, y) und g(z,y) zur ersten Baireschen Klasse 
gehéren*®) und somit in jedem abgeschlossenen Bereiche in G summierbar 
sind. Nach dem Satze von Lebesgue folgt aus 2. und 3. fiir jedes Inter- 
vall J in einer bestimmten Umgebung eines jeden Punktes (f,) ,,mit 
Ausnahme der héchstens abzaihlbaren Menge EF“: 


1 
(3) _ iff. q(z,y)—4, p(z,y)|dxdy 


= [Jim 5 : (6, q(x, y)—4, p(x, y))dxdy =90. 
Betrachten wir das Integral: 


{ft (4,9 (x, y)— 4, p(z, y)]dady = t {[taw+a, y)—q(z, y)\dady 
7 J 


- iSftre y+h)—p(z, y))dxdy =1 flac. y)dxdy— if q(x, y)dady 
J J, J, 


~iffrlev)dedy + ¢[[p(e,y)axay. 
Js W6 


Geniigen die Koordinaten von J den Ungleichungen: «a<2<f, ySy<6, 
so gilt fir J,: Boe op+h, ySy<d; fir Jz: eS aerca+h, ySyss; 
fir J: eS ep, dS ysd+h; und fiir Jj: eS esp, ySySyt+h. 
Nach einem Satze von Fubini ist: 
bth 8 


rfJoeueray — 5 f ae faconay 


Da q(x, y) stetig nach x ist und beschrinkt im abgeschlossenen Inter- 
8 
vall J,, ist auch Sa(z, y) dy stetig nach z bei B<x<f-+h. Daraus folgt: 


mt in 5 Ja (2, y)dady — lim rf ae fa a, y)dy= fowe.ne y)d 


Wendet man denselben Grenziibergang an auf die tiber J,, J, und J, er- 


10) Siehe z.B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 558 Satz 2. 
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streckten Doppelintegrale, so liefert Addition schlieBlich: 
: ae 
(4) lim {fleece y)—4,p(2,y)|dady = [paz +qdy. 
_ J 

Aus (3) und (4) folgt, daB D = 0 ist in jedem Punkte von G, die 
Menge £ vielleicht ausgenommen. Demnach liefert Anwendung des Haupt- 
satzes A, dab ®(J)=0 ist in G**). 

Korollar, Verallgemeinerung eines Montelschen Satzes: 


O(J)=fpde+ady ist =0 


im Gebiete G unter den Bedingungen: 


1. p und q sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche 
beschrankt und in bezug auf jede einzelne Variable stetig; 

2. ,mit Ausnahme einer héchstens abzdhibaren Menge E* existiert 
fiir jeden Punkt P von G eine bestimmte Umgebung folgender Art: Die 
oberen und unteren Derivierten von p nach y und von q nach x sind 
in dieser Umgebung beschrankt ,,bet Vernachldassigung einer abzdhlbaren 
Menge von Punkten in dieser Umgebung“ **); 

3. fast iiberall in G ist <2 —<!. 

dy @é2 

Nach einem Satze von Lebesgue **) folgt aus Beschrinktheit im Sinne 
von 2. auch Beschrinktheit jener Derivierten, wenn in der betrachteten 
Umgebung des Punktes P keine abzihlbare Menge vernachlissigt wird. 
Da nach Dini bei Funktionen einer Verinderlichen die oberen und unteren 
Derivierten und die zugehérigen Differenzenquotienten in einem abge- 
schlossenen Intervall dieselben oberen und unteren Schranken haben‘), 
so sind hier in der Umgebung von P die Differenzenquotienten von p 
nach y gleichmaBig beschrinkt auf allen Parallelen zur y-Achse, also be- 
schrankt in der ganen Umgebung von P. Das letztere gilt auch von den 
Differenzenquotienten von g nach x. Damit sind alle Bedingungen des 
verallgemeinerten Livhtensteinschen Satzes erfiillt. 


§ 8. 


Satz: Im (beschradnkten) Gebiete G existieren zwei abzdahibare 
Mengen E, und E,, so daf fiir die in G definierten Funktionen p(z, y) 
und q(x, y) folgendes gilt: 


41) Vgl. Lichtenstein, Sitzyngsber. Berliner Math. Ges. (1910), Satz III und Beweis. 
**) Hieraus folgt Stetigkeit nach z und-y von beiden Funktionen in P. 

18) Siehe Lebesgue, Legons sur lintégration (Coll. Borel), p. 80. 

%*) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 476, Satz 5. 
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1. p und q sind in G linear stetig nach x und nach y; 

2. in jedem Punkte von (G—E,) sind die partiellen oberen und 
unteren Derivierten von p nach y und von q nach «x endlich; 

3. fiir jeden Punkt von (G — E,) existiert eine Umgebung U, in der 


3 und “4 summierbar sind auf der Teilmenge von U, auf der beide 
existieren ; : 

4. fast diberall ist 5? — *4 auf derjenigen Menge in G, auf der beide 
existieren ; 


5. B(J) —pde + qdy ist stetig* in den Punkten von E,.**) 
Dann ist in G: ®@=0. 


Da p und q stetig sind nach z und nach y, sind sie als Funktionen 
von zwei Veranderlichen meSbar'*). Die Mengen K, und K, in G, auf der 


. bzw. a existiert, sind dadurch auch meBbar**). Da die oberen und 
und unteren Derivierten von p nach y auf einer Paralielen zur y-Achse 
nur in einer abzahlbaren Menge unendlich werden kénnen, so sind sie, 
nach einem Satze von Montel und Denjoy*’), auf der Parallelen einander 
gleich auBer in einer linearen Nullmenge. Daraus folgt, daB K, und G 
gleiches FlachenmaB haben. Dasselbe gilt von K, und G. Somit existieren 
beide Ableitungen fast iiberall in G gleichzeitig. 


Nehmen wir ° ? und °4 gleich Null dort wo die partiellen Ableitungen 


nicht existieren. Dann ist in einer bestimmten Umgebung eines jeden Punktes 
von (@ — Z,) fiir ein willkiirliches Intervall J [z7,< r<2z,4; y,Sy< y,): 


Z v2 
op = op 
f oy dxdy = fax [2 dy. 
J " 


2, 


Fiir jeden Wert von 2, fiir den das innere Integral existiert, ist, da © 


héchstens abzihlbar viele Unendlichkeitsstellen hat und p stetig ist nach y: 


V2 


ta] 
Z dy = p(x, ¥.) — p(2,y,) **). 


Ww, 


5) Diese Bedingung darf man fortlassen, wenn unter 1. (zwei-dimensionale) Stetig- 
keit von p und gq nach x und y angenommen wird (vgl.§ 6). Dann ist auBerdem 
das Linienintegral Null iiber jede einfache geschlossene rektifizierbare Kurve in G. 
— In der Formulierung des Satzes sind dann auch die Mengen EZ, und EZ, zusammen- 
zufassen. 

16) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 558, Satz 2 und § 557, Satz 1. 

1”) Siehe z. B. Hobson, Theory of functions I, § 298. 

18) Nach Carathéodory, Reelle Funktionen, § 527, Satz 4. 
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Somit ist: 


Sz dzdy = finte Y.) — p(x, y,)) dz, 
J z, 


z, x 
oder da S p(2, y,)dx und S p(z, y,)@z nach 1. existieren, auch: 


(5) JJijazay — — free. 


J 
Auf dieselbe Weise lat sich zeigen: 


6 
(6) ff2azay—faay. 
J J 


Nach 4. liefert Subtraktion von (5) und (6): 
{pdz+aqdy—0. 


Auf (G — £,) ist dadurch D®=— 0. 

In jedem in @ liegenden abgeschlossenen Intervall J[z,<2< 2,; 
¥, [YL y,) ist ® stetig* in den Punkten von (J- £,). 

Es sei (€, 7) ein innerer Punkt von (J — J-#,). Enthialt die Parallele L, 
zur x-Achse durch (£, 7) keinen Punkt von (J-Z,), so existiert fiir jeden 
Punkt von (L,-J) eine Umgebung, in der = 0 ist. Daraus folgt durch 
Anwendung des bekannten Borelschen Lemmas, da es ein abgeschlossenes 
Intervall J, (7, Se<2z,; y,Sysy,) gibt mit ¥,ly¥,<7ly,<y, 
so daB auch in J;: ®=0 ist. Somit ist lim D(J,)—0, wenn J, eine 


m(I,)=0 
abzihlbare Folge von Intervallen durchlauft, die (¢,) im Innern oder 


auf dem Rande enthalten, ganz in J liegen und deren Vertikalseiten nach 
Null konvergierende Langen haben. 

Enthalt L, dagegen Punkte von (J-H,), so ist die Durchschnitts- 
menge D von L, und (J-E,) abgeschlossen, da auch H, zufolge ihrer 
Definition abgeschlossen ist. Es sei (&,,) die obere Schranke derjenigen 
Punkte von D, welche auf der linken Seite von (f, 7) liegen, und (&,, 7) 
die untere Schranke der Punkte von D, auf der rechten Seite von (é, 7). 
Nehmen wir vorlaufig die Existenz beider Teilmengen an. Dann zerfiallt 
(L,-J) durch (€,,7) und (&,,4) in drei Teile, von links nach rechts: 
L, [y,SrSé,), L, (&: oe) und L, (§,S27<2,). 

Fiir eine Folge von in J liegenden Intervallen J, welche (£, 7) im 
Innern oder auf dem Rande enthalten, deren Vertikalseiten nach Null 
konvergierende Langen haben und deren linke Seiten L, tiberschneiden, 








n 


a, @~2@woa 
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ist lim ®(J,) = 0. Denn alle J, enthalten als inneren Punkt oder Rand- 


n=n2 
punkt (€,, 7). Eine auf analoge Weise definierte Folge von Intervallen U,, 
welche (¢, 7) enthalten und L, iiberschneiden, hat dieselbe Eigenschaft, 
da alle U, (&,, 7) enthalten. 

Eine Folge von Intervallen V,, welche (¢, 7) enthalten, deren Vertikal- 
seiten sich der Null nahern und deren x-Koordinaten alle im abge- 
schlossenen Intervall (£,, ,) liegen, hat auch die Eigenschaft: lim ®(V,) = 0. 

n=o 


Denn bei willkiirlich positivem ¢ existieren Umgebungen (Intervalle) W, 
und W, von (é,,) bzw. (&,,7), in denen |®|<e bleibt fiir diejenigen 
Intervalle, welche (£,,) oder (&,, 7) enthalten. Die abgeschlossene Strecke S,, 
welche W, und W, aus L, hinausschneiden, liegt ganz im Innern eines 
Intervalls W,, in dem ®=0 ist. Daraus folgt, daB im Innern von 
W,+W,+W,: |®|<4e ist fiir alle Intervalle, welche (£, 7) enthalten. 
Da jecoch V,, fiir geniigend groBes n ganz im Innern von W,+ W,+ W, 
liegt und « willkiirlich positiv ist, ist die Konvergenz bewiesen. 

Man folgert nun leicht, daB auch, wenn die Uberschneidungen mit L, 
willkiirlich liegen, die Konvergenz nach Null stattfindet; so auch in den 
Fillen, wo D auf LD, nicht an ,,beiden“ Seiten von (£,7) Punkte besitzt. 

Ubereinstimmende Betrachtungen gelten, wenn man Intervallfolgen 
um (&,%) betrachtet, deren Horizontalseiten nach Null konvergierende 
Langen besitzen. 

Somit wird auch eine jede Folge von abgeschlossenen Intervallen, 
welche (€,) enthalten, in J liegen und deren Ma8 nach Null konvergiert, 
nach Null konvergierende Werte von ® geben. Das heibt: in J ist @ 
auch stetig* in den nicht zu HZ, gehérigen inneren Punkten. 

Im offenen Intervall J sind die Bedingungen des Haupteatzes A er- 
fillt. Daraus folgt: ® =0 in J, also auch in G. 


§ 9. 
Es sei f(z) = u(z,y)+¢#v(2,y). Dann labt sich { f(z) dz schreiben 
als fude—vdy+ifodz+udy— ®, (J) +¢,(J). Wir definieren 
J 


D@ = D®,+iD®, und betrachten @ als stetig*, wenn ®, und ®, es 
sind. Anwendung vom Hauptsatze A auf die reellen und imaginaren Teile 
des Linienintegrals liefert: 

»Hs seien u(x,y) und v(z,y) in einem (beschrinkten) Gebiete G 
der Ebene nach x und nach y linear summierbar. Dann ist 


® (J) = J f(2)dz =, (J) + 4, (J) 
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in G@ identisch Null, falls in G: 1. ®(J) stetig* ist, 2. die oberen und 
unteren Derivierten von ®, und ®, nur in einer abzahlbaren Menge un- 
endlich werden kénnen**), 3. fast iiberall D® —0 ist“ *°), 


Von Rademacher wurde bewiesen: 


»lst g(z) eine komplexe Funktion im beschrinkten Gebiete G der 


Ebene der z= 2-+-¢y, deren Real- und Imaginarteil fiir sich in G sum- 
mierbar und auf jeder in @ liegenden achsenparallelen Strecke auch linear 
summierbar sind, und ist fiir jeden achsenparallelen Rechtecksrand C, der 
samt seinem Innern in G liegt, 


fg(z)dz=0, 
é 
so existiert eine analytische Funktion, welche in @ fast iiberall mit g(z) 
zusammen fallt. 
g(z) ist mit dieser analytischen Funktion identisch in G, wenn: 
a) g(z) stetig ist nach x oder nach y in G, oder: 


b) g(z) auf allen in @ liegenden, abgeschlossenen Strecken, welche 
einer fest gewahlten Achse parallel laufen, beschrinkt ist und approximativ 


stetig als Funktion der zugehérigen Veranderlichen“*). 





1%) Oder in jedem Punkte von G, vielleicht mit Ausnahme einer abziahlbaren 

Menge, lim sup LOW)! endlich ist, wobei der betrachtete Punkt im Innern oder 
mJ=o mJ) 
auf dem Rande des Quadrates J liegt (vgl. § 1). 

) Statt 3. geniigt: ,aus einer jeden der beiden Gruppen [D~ %,, D+ ®,) und 

[D~- ®,, D+ ®,] ist eine der Derivierten fast iiberall in G gleich Null*. Und auch: 
lim inf - ® (J)| 
ylim inf ——-~ 

miJj=o mJ) 
zieht (vgl. § 1). — Vgl. fir den Beweis der letzten Behauptung loc. cit. *) § 8 und 
§ 19. 

*1) Siehe Rademacher, Math. Zeitschr. 4 (1919), Satz I. — Die Formulierung des 
Satzes ist in der zitierten Arbeit nicht ganz richtig; dort wird, ohne Bedingung a) 
oder b) anzunehmen, aus den ,iibrigen“, oben im Texte gegebenen Bedingungen ge- 
folgert: ,g(z) ist analytisch regulir in G“. Jedoch geniigt eine Funktion g(z), gleich 
Null in allen Punkten (z, y), deren beide Koordinaten rational sind, und gleich Eins 
in den iibrigen Punkten der Ebene, den ,iibrigen“ Bedingungen, ohne selbst analy- 
tisch regular zu sein; ein sehr einfaches Beispiel dieser Art ist eine Funktion, gleich 
Null in einem bestimmten Punkte P und gleich Eins in allen tibrigen Punkten. — 
Rademacher zeigt, daB im Innern eines in @ liegenden, abgeschlossenen Intervalls J 
{4, S2@S%; ¥, Sy S ye) die Funktion: 


= fast iiberall in G, wobei das Quadrat J sich auf (zx, y) zusammen- 


z 
G(2)=G(etiy)= fg(¢+iy,)ae+é fg(2+in)dy 
*, " 
analytisch regular ist. Die Ableitung von G(z) nach z ist eine analytische Funktion, 
welche im allgemeinen ,fast iiberall‘ in J mit g(z) tibereinstimmt. In den unter 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf nichster Seite.) 





ei 


oo awa 
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Definitionen. ,,Eine reelle Funktion f(z), die in der Umgebung 
eines Punktes é definiert ist, hei®t an der Stelle  approximativ stetig, 
wenn fiir jedes e > 0 die Menge It(é,«) der Punkte z, fiir die 


If(z)—F(é)|<e 
ist, im Punkte ¢ die innere Dichte 1 hat. 
Das soll bedeuten: 
lim int ™I%(E, #)-J) _ y 
m(J)=0 m(J) : 
wobei J ein Intervall mit Mittelpunkte &-, (M-J) den Durchschnitt der 
Mengen I und J- und m,[M-J] das innere MaB des Durchschnittes be- 
deutet.“ — ,g(z)=—u(z,y)+v(2,y) ist approximativ stetig nach z 
oder y, wenn u und »v es sind.“ 
Aus den beiden vorherigen Satzen la8t sich nun folgern: 
Hauptsatz B. h(z) sei eine komplexe Funktion im (beschrankten) 
Gebiete G der Ebene, deren Real- und Imagindrieil fiir sich in jedem 
in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche B summierbar und auf jeder 
achsenparallelen Strecke in B auch linear summierbar sind. 
Fiir die Intervalljunktion &(J) = f h(z)dz soll folgendes gelten: 


1. D(J) ist stetig* in jedem abgeschlossenen Bereich in G, 2. bet Ge- 
brauch von Quadraten J kann lim sup pad} nur tn einer abzdhibaren 
m(J)=0 m(J) 
Menge in G unendlich werden, 3. fast tiberall in G ist D&=0.**) 
Dann existiert eine in G analytische Funktion, welche fast iiberall 
in G mit h(z) tébereinstimmt. 
h(z) ist mit dieser analytischen Funktion identisch in G, wenn: 
a) h(z) stetig ist nach x oder nach y in G, oder: 





a) und b) gegebenen Fallen hat man véllige Ubereinstimmung. Im Falle b) folgt 
dies durch Anwendung des Satzes: ,,Eine in (a, b) approximativ stetige, beschrinkte 
Funktion ist in allen Punkten von (a, 6) die Ableitung ihres unbestimmten Integrals“ 
(siehe Denjoy, Bulletin Soc. Math. 1915, 8. 172 u. 178). 
*) Siehe FuBnote *), — Nimmt man statt 3. als Bedingung: ,,lim inf eo 
m(J)=0 

fast iiberall in G , bei Gebrauch von Quadraten J“, so ist ein Spezialfall des obigen Satzes der 
folgende, Looman-Wolffsche Satz: Im beschrinkten Gebiete G ist f(z) = u(x, y)+iv(z, y) 
analytisch reguldr, falls: 1. u und v in G@ (zwei-dim.) stetig sind nach x und y, 
2. lim sup * LACA1E wobei im Quadrate J: ¥(J)= | f(z)dz ist, endlich ist in den 

m (J)=0 m(J) 
Punkten von @ vielleicht mit Ausnahme einer abzithlbaren Menge, 3. lim inf aoe _ 

m(J)=0 Mm 

ist (bei Gebrauch von Quadraten) jast iiberall in G. Siehe Nieuw Archief (Amsterdam) 
(2) 14, 3 (1924), Looman und 14, 4 (1925), Wolff. 
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b) h(z) auf allen in G liegenden, abgeschlossenen Strecken, welche 
einer fest gewahlten Achse parallel laufen, beschrankt ist und approximativ 
stetig als Funktion der zugehdrigen Verdnderlichen**) *5*). 


Man hat zum Beweise nur die beiden ersten Satze dieses Paragraphen 
anzuwenden in jedem Bereiche B, der nebst seinem Rande in @ liegt. 


§ 10. 


Der Satz von §7 laBt sich auf komplexes Gebiet iibertragen. Das 
Resultat ist die folgende 

Verallgemeinerung eines Satzes von Lichtenstein: Jn einem (beschrankten) 
Gebiete G der Ebene ist f(z)=u(x,y)+tv(x,y) analytisch regular 
falls u und v diesen Bedingungen geniigen: 

1. ste sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche be- 
schrankt und in G in bezug auf jede einzelne Variable stetig; 


2. ,,mit Ausnahme einer héchstens abzdhlbaren Menge E“ existiert fiir 
jeden Punkt von G eine bestimmte Umgebung folgender Art: 


+ (#6, f(z) — 4,(z)] 


ist fiir alle Werte z aus dieser Umgebung, ,,jedoch bei Vernachlassigung 
einer Menge vom Mafe Null“, und alle Werte h > 0 dem absoluten Betrage 
nach unterhalb einer endlichen Schranke; 


3. fast tiberall in G ist 


. l -. 
im xr [¢6, f(z)—4d,f(z)]= 0, A>O. 
Hierbei ist 
6.f(z)=f(r4+h-+ty)—f(x+ ty) 
und 
6, f(z)=f[x+i(y+h)]—f(x +ty).™) 

*3) Wir haben Satz B (in seiner ersten Hialfte) in dieser etwas weitliufigen For- 
mulierung gegeben und nicht in der einfacheren Form, welche Satz A gegeben wurde, 
damit deutlicher hervortritt, daB er den Looman-Wolffschen Satz umfa8t (wenn 
man in Satz B statt 3. die in FuBnote ®) zuletzt genannte Bedingung einsetzt). 
Denn aus Stetigkeit von u und v in G@ nach z und y (siehe FuBnote *)) folgt ohne 
weiteres nur Summierbarkeit von u und v, und Stetigkeit* von #(J) in jedem 
in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche (vgl. § 6, letzten Teil). 

8) Bemerkung bei der Korrektur. Es lat sich im Texte hinzufiigen: 
oder c) wenn zu jedem Punkte z von G eine Menge existiert, auf einer der Parallelen zur 
z- und y-Achse durch z, welche in z eine positive obere Dichte hat und auf der h(z) 


stetig ist in z. 


*) Vgl. Lichtenstein, loc. cit. ") Satz IV. 
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Der Beweis kann auf zweierlei Art gefiihrt werden. Erstens kann 
man zeigen, daB wenn 


(J) = f t(z)dz= fudz—vdy+i fode+udy = ®, (J) +i ®, (J) 
J J 


ist, die Intervallfunktionen ®, und ®, den Bedingungen des Satzes 
von §7 geniigen und somit in @ identisch Null sind. Dann sind in G 
auch ® und D®@ identisch Null und daraus folgt nach dem Satze von 
Rademacher (§9) [oder nach Hauptsatz B], daB f(z) in @ analytisch 
regular ist. 

Zweitens ist es méglich, der in §7 gegebenen Beweismethode folgend, 
ohne f(z) und (J) in reelle und imaginaére Bestandteile zu trennen, 
zu zeigen, dab ® stetig* ist in jedem abgeschlossenen Intervall J in G 
und daB D@®=0 ist in den Punkten von (G— ZZ). Darauf liefert An- 
wendung des Hauptsatzes B das gesuchte Resultat. 

Korollar, Verallgemeinerung eines Satzes von Pompéiu (-Montel): 
f(z) =u(a,y)+tv(x,y) tst im (beschrankten) Gebiete G analytisch 
reguldr unter den Bedingungen: 

1. u und v sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche 
beschrankt und in bezug auf jede einzelne Variable stetig; 

2. ,,mit Ausnahme einer héchstens abzdhlbaren Menge E“ existiert 
fiir jeden Punkt P von G eine bestimmte Umgebung folgender Art: Die 
oberen und unteren Derivierten von u und v nach x und y sind be- 
schrankt in dieser Umgebung ,,bei Vernachlassigung einer abzdhibaren 
Menge von Punkten der Umgebung*)“; 

3. fast tiberall in G ist: 

du _—s aw du 


dv 
—~ —sund ——— 


= 
dz ay dy ——ié De®” 


§ 11. 


SchlieBlich erhalten wir die beiden folgenden, etwas verallgemeinerten 
Satze von Rademacher: 


I. Die komplexe Funktion f(z) = u(x, y)+tv(x,y) tst analytisch 
regular in G unter den Bedingungen: 

1. in jedem abgeschlossenen Bereiche in G ist f(z) flachenhaft sum- 
mierbar und in x und in y fiir sich linear totalstetig; 


%) Siehe FuBnote **). 


%) Vgl. fir die Herleitung aus dem ersten Satze dieses Paragraphen das Ende 
von § 7. 


10* 
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2. fast tiberall geniigen die partielien Ableitungen von u und v den 
Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen auf derjenigen Menge in G, 
auf der alle vier existieren; 

3. ste sind in einer Umgebung eines jeden Punktes z in G ,,mit Aus- . 
nahme einer abzdhibaren Menge E“ summierbar auf der Teilmenge dieser 
Umgebung, auf der alle vier existieren; 

4. D(J) = Jf(e)de ist stetig* in den Punkten der unter 3. ge- 


nannten Menge E. **) 
DaB die partiellen Ableitungen von u und v flachenhaft meBbar sind, 


folgt aus 1. Aus der Totalstetigkeit von u nach y folgt, daB i in G 


fast iiberall auf jeder Parallelen zur y-Achse existiert**) und dadurch 
auch fast iiberall in G. Das letztere gilt auch von den drei iibrigen Ab- 
leitungen. Dadurch existieren, nach 2, die C.-R. Diff.-Gl. fast iiberall in G. 


- @ du dv 
Nehmen wir —, 
ax dy’ dz 


Dann ist in einer bestimmten mi eines jeden Punktes von (G — Z) 
fiir ein willkiirliches Intervall J [7,< r<2z,; y, Sf yy.) (nach 3. 
und 1.): 


ie dzdy= fal tay — few (x,y) — u(x, y,)] dx = — Jude 


2, ww 


und x gleich Null dort, wo sie nicht existieren. 


Analoge Identititen existieren fiir die andern Ableitungen. Sie liefern 


zusammen: 
_ -Je dz —vdy+ ife dx+udy 


-- J+ in) deay +6 Jf (5-2) dady—0. 


Auf (G — EB) ist dadurch D® — 0. 

Weiter ist, wie in § 8, zu beweisen, daB ® stetig* ist in jedem ab- 
geschlossenen J aus dem Gebiete G. 

Nach Hauptsatz B ist nun f(z) analytisch regular in G. 

Il. Im (beschrankten) Gebiete G existieren zwei abzdhlbare Mengen E, 
und E,, so daf fiir die in G definierte Funktion f(z) = u(x, y) + tv(x, y) gilt: 

1. f(z) ist in G linear stetig nach x und nach y, und auf jedem 
n G liegenden abgeschlossenen Bereiche summierbar; 








*7) Vgl. Rademacher, loc. cit. *) Satz II, und Pollard, loc. cit. *) § 9. — Ein ent- 
sprechender Satz existiert fiir den reellen Fall. 
**) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, §485, Satz 2. 














Cauchyscher Integralsatz. 149 


2. in jedem Punkte von (G—E,) sind die partiellen, oberen und 
unteren Derivierten von u und v nach x und y endlich; 

3. fiir jeden Punkt von (G — E,) existiert eine Umgebung U, in der 
alle partiellen Ableitungen von u und v auf der Teilmenge von U sum- 
mierbar sind, auf der alle existieren; 

4. die partiellen Ableitungen geniigen den C.-R. Differentialgleichungen 
fast iiberall auf derjenigen Menge in G, auf der alle vier existieren; 

5. @(J) = J f(2)de ist stetig* in den Punkten von E,. 


Dann ist f(z) analytisch reguldr in G**). 
Das Beweisverfahren des § 8 ergibt, daB auf (@— #,): D®=—0 ist 
und daB @ stetig* ist in jedem abgeschlossenen, in G liegenden Intervall. 
Damit sind die Bedingungen des Hauptsatzes B in @ erfiillt. 


§ 12. 

In den SchluBparagraphen werden zwei Sitze C und D abgeleitet, 
welche neuere Bedingungen enthalten, unter denen sich der Cauchysche 
Integralsatz im reellen Fall bzw. die analytische Regularitét von f(z) im 
komplexen Fall zeigen la8t. Voran gehen einige Hilfssatze. 

f(x, y) sei eine im beschrinkten Gebiete G definierte, reelle Funktion, 
fiir die definiert wird: 
f(at+h, y+k)—f (2, y) 


w,(x, y; @) = obere Grenze von a 
f Va?+ k? 





fir 0<h*®+k*< 0° 
und 
L(x, y) - per w, (x, y; Q). 

Ist f(x,y) linear stetig nach x und nach y, so laBt sich zeigen, dap 
L,(x,y) flachenhaft meBbar ist. Wir betrachten dazu zwei abzihlbare 
Folgen von positiven und negativen Zahlen h,, h,,... und k,, k,,..., welche 
im Intervall (— 9, + @) itiberall dicht liegen (0 positiv). Es sei 


| f(z+h, y+kh)—f (2, y) 

fiir 0<h? +k; <0”. 
Dann 1a8t sich aus der linearen Stetigkeit von f(z, y) nach x und nach y 
folgern, daB w,(z,y;@) und W,(z,y;@) identisch sind in jedem Punkte 
eines abgeschlossenen Bereiches B in G. Wir wahlen @ so klein, daB alle 
Punkte im Innern von oder auf dem Kreise, um einen willkiirlichen Punkt 





W, (2x, y; @) =obere Grenze von 


*°) Vgl. Rademacher, loc. cit. *') Satz IIL. 
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des abgeschlossenen B mit dem Radius g beschrieben, in G@ liegen. In B 
ist W,(x, y; @) Grenzfunktion von nach x und nach y stetigen Funktionen 
%,(2,y;@), welche man wie folgt erhalt. Man ordnet die abziahlbare 
Menge von Funktionen: 

f(2+h, y+ &)—F (2, ¥) | f 

Va? + k} 
in eine abzahlbare Reihe und nimmt dann ¢,(2, y; 0) = Maximum in 
(x,y) von den n ersten Funktionen der Reihe. Die Funktionen ¢, (2, y; @) 
sind in B linear stetig nach x und nach y. Daraus folgt, daB sie auch 
flachenhaft meBbar sind in B*®); somit auch lim ¢, (2, y; 0) = W, (2, y; @) 
n= 





ir O<h? +k <0 


=w,(z,y;@) und dadurch wieder lim w,(z,y;0)=—L,(z,y). Da B 


o=0 
willkiirlich in G liegt, ist L,(x,y) flachenhaft meBbar in G. 

Wir erinnern an folgende Definition: ,Die in einer Umgebung von 
(x,y) definierte Funktion f(z, y) heiBt an dieser Stelle vollstandig diffe- 
renzierbar, wenn 


f(x+h, y+k)—f(z,y) = orcs). + FY) e+e, (hk) oh +e, (h,k)-k 


ist, wobei ¢, und «, nach Null konvergieren sollen in allen Fallen, daB h 
und & sich gleichzeitig der Null nahern.“ 
Nun 1a6t sich zeigen: 


Hilfssatz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB eine in G nach x und nach y linearstetige Funktion f(x,y) fast 
tiberall in G total differenzierbar sei, besteht darin, daB L,(x,y) fast 
tiberall in G endlich sei. 

Die Notwendigkeit der Bedingung ist einfach zu beweisen; in jedem 
Punkte (z,y), in welchem f(z, y) total differenzierbar ist, ist die auf 
Seite 149 definierte Funktion w,(z, y; 9) beschrankt fiir alle positiven o unter- 
halb einer gewissen Schranke und ist somit L,(x, y) = _ w,(x,y;@) endlich. 


Nehmen wir, umgekehrt, die Endlichkeit von L,(z,y) auf einer 
Menge K in G an mit m(K)=m(@). Da f stetig ist nach z und nach y, 
ist sie flaichenhaft meBbar**) und dadurch sind dies auch die oberen und 
unteren Derivierten von f nach xz oder y**). Die Ableitungen nach z und y 
existieren nun auf meSbaren Mengen in G. 

In den Punkten von K ist f(x,y) (zweidimensional) stetig. Nach 
dem Satze von Fubini gibt es dadurch eine Menge Z, auf der x-Achse 
vom Ma8e Null, so da fiir jeden Wert z, welcher nicht zu ZH, gehdrt 
und fiir den die Parallele L, zur y-Achse Punkte von G@ enthilt, f(z, y) 
fast iiberall linear stetig ist auf dem Durchschnitte (L,-@). Sie ist also 
auch linear meBbar auf (L,-G@). Da die oberen und unteren Derivierten 





A i ea te FS 


~~ 
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nach y auf K endlich sind, existiert eine Z, enthaltende Menge E£’ vom 
MaBe Null, so da® fiir jeden Punkt x, der nicht zu EZ! gehért und dessen 
Parallele L, zur y-Achse Punkte von G@ enthilt, f(z, y) fast iiberall auf 
(L,-@) endliche obere und untere Derivierten besitzt. Nach einem Satze 
von G. C. Young*’) besitzt dadurch f(x, y) fast iiberall auf (L,-G) eine 
endliche Ableitung or und somit auch fast iiberall in G. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, dab a fast iiberall in G existiert. 

Von hier an fahrt der Beweis fort wie in den §§ 2 und 3 einer 
Arbeit von Rademacher: ,,Uber partielle und totale Differenzierbarkeit usw.“, 
Math. Annalen Bd. 79 (1919). Dort enthalt Satz 1 das Resultat: Ist f(z, y) 
eine in dem beschrankten Gebiete G definierte Funktion, fiir welche 
L,(x,y) in@ endlich und summierbar ist, so ist f(x, y) fast tiberall in G 
total differenzierbar*°).“ Auch die weniger fordernden Bedingungen des 
Hilfssatzes 1 fiihren zu derselben Eigenschaft fiir die Funktion f(z, y). 


§ 13. 

Hilfssatz 2. Ist in der Umgebung eines Punktes (&,) p(x, y) 
linear summierbar nach x und q(x,y) nach y und sind beide Funk- 
tionen in (&,) total differenzierbar, so ist fiir die Intervallfunktion 
®(J)—{pdz+ady in (&,) die (in § 1 definierte) Ableitung 
— 29(F,9) _ op(F, 0) 

ox ey 

Es sei (é,7) innerer Punkt oder Randpunkt eines Quadrates J 
[§é—t,or<§+14,; n—u,lysin+u,]. Dann ist: 





+t, 
frdc— J [(p(é+t,n—u,)—p(E+t,n+4,)] dt 


ty 
= f {p(+t,1—u,)—p(é )} —{p(E+t0+4,) — p(é, n)}J at 


—t, 


+t 
a >”) 
= J [- 22? -w tele u,)-t — e, (t, U,)*U, 
—t, 
— PED) uy — e4(t, Uy) — &4 (t, thy) | os 
ap(t, 2) +t 
_ (tm) (+h) + f [e, (t, uy) — & (t, Uy)]-tdt 


+t 
# e,(t, Uy; u,)+([U, + u, | dt. 


%) Eine Verallgemeinerung, welche von Stepanoff gefunden wurde nach dem Ver- 
fahren, das im Texte zu Hilfssatz 1 fihrte, findet man in den Math. Annalen 90 (1923). 
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Hierbei konvergieren die Funktionen ¢,,¢,,...,¢, nach Null, wenn sich 

das Quadrat in (¢,) zusammenzieht. Es existiert eine positive Funktion 

&, (ty, ty, Uy, Ug), welche nach Null konvergiert, wenn ¢,,#,,u, und wu, sich 

der Null nahern und welche die Eigenschaft besitzt, daB der absolute 

Wert der Summe der beiden letzten Integrale gleich : 
th 


ba (tas bys Uys thy) f []t| + (m4 + tey)] dt] < eg 3 m(J) 


ist. 

Durchlaiuft J eine willkiirliche Reihe den Punkt (§,7) als inneren 
oder Randpunkt enthaltender und sich in (&,”) zusammenziehender 
Quadrate, so folgt: 








S pdx 
lim 2—— — — 2P(é 9) 
m(J)=0 m (J) éy 


Dann findet man auch auf gleiche Weise: 


Jady 
am (J)=0 


“m(J) és (= 


womit der Beweis fertig ist **). 


§ 14. 


Hilfssatz 3. Die Funktionen p(x,y) und q(z,y) sind in der 
Umgebung von (,) linear summierbar nach x bew. nach y. Die (wie 
in §12 definierten) Funktionen L, (x,y) und L, (x,y) sind in (&, ) 
kleiner als ein positives M. Dann lat sich zeigen, daf fiir die Intervall- 
funktion ® (J) —fpde + qdy die obere und untere Derivierten in (é, 7) 


threm absoluten Werte nach kleiner sind als 4My2. 





%t) Existiert eine Funktion f(z,y) in der Umgebung von (&,7), so daB in dieser 
Umgebung die Ableitungen of p(z,y) und a =q(z,y) endlich sind, und sind p 
und q in (&,7) total differenzierbar, so sind in der Umgebung von (£,7) p nach z 





und g nach y summierbar. Nach Hilfssatz 2 ist also De, », ®(J)= TA m) ee ”) 


wobei O(J)= frdstady ist. Weiter ist einfach zu sehen, daB ®(J)=0 ist in 





der Umgebung von (§,7). Somit ist auch De, ®(J)=0 oder e{b.a) _ Tae ”) 


Damit ist ein neuer Beweis des folgenden Satzes von W. H. Young [Proc. London 
Math. Soc. (2) 7 (1909)] geliefert: Besitzt eine Funktion f(x,y) in der Umgebung 
eines Punktes (&,) partielle Ableitungen p (x,y) nach x und q(z,y) hach y und sind 


diese Ableitungen in (£, 7) total differenzierbar, so ist in (&,n): ee of, 
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Da L, (x,y) kleiner ist als M, laBt sich ein positives 9 angeben, so 
daB fiir jeden Punkt (¢+ 1%, 7+ u) mit 0 < t?+u*< ¢? gilt: 


Es sei J ein Quadrat, das (¢, 7) im Innern oder auf dem Rande enthilt 
und das ganz im Innern des Kreises K(o), vom Radius o um (é, 7), liegt. 
Geniigen die Koordinaten den Ungleichungen: 


é—-t, SrSi+t;n—usysnt+4,, 





< M. 


so ist: 
+t, 
fedx— fitrE+t, n—u,)—p(E,n)}—{p(E+t, 9 +u,)— p(é,n)}) at 


+t, 
=M Jf (0, (t, u,)-/#* + u} — 0, (t, uy) t* + us) dt, 


wobei die beiden Funktionen 6, und 6,, absolut genommen, kleiner als 
1 sind. Hieraus folgt leicht: 


' +t 
\f pdx|< Mx 2(t,+1,) 72 f dt—= M><2 72 m(J). 
J —t, 


Da iibereinstimmende Betrachtungen gelten fiir g (x, y), ist der Beweis 
leicht zu beendigen. 


§ 15. 
Nun folgt der 


Satz C: ®(J)= fp dx + qdy ist im (beschrankten) Gebiete G = 0 
unter den Bedingungen : 

1. p und q sind beschrankt in jedem in G liegenden, abgeschlossenen 
Bereiche und in bezug auf jede einzelne Variable stetig, 


2. DL, (x,y) wnd L, (x,y) kénnen nur in einer abedhibaren Menge E 
unendlich werden. 

3. fast tiberall in G ist 5 82) 

Wie in §7, folgt aus 1., daB ® stetig* ist in jedem in @ liegenden, 
abgeschlossenen Intervall J. 

Aus 1. und 2. folgt, nach Hilfssatz 1, daB p und gq fast iiberall in @ 
total differenzierbar sind. Dieses und 3. liefert, nach Hilfssatz 2, daB 
D®@ fast iiberall Null ist in G. 


%) Diese Bedingung hatte man auch schreiben kénnen: ,fast iiberall ist <P if 
auf derjenigen Menge in G, auf der beide existieren“. Vgl. 8. 141. y 
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Nach 2. und Hilfssatz 3 sind in allen Punkten von G, die Menge # 
ausgenommen, obere und untere Derivierten von ®(J) endlich. 

Im offenen Intervall J sind die Bedingungen des Hauptsatzes A er- 
filllt. Daraus folgt: ®=0 in I, also auch in G. 


Nimmt man statt 1. zwei-dim. Stetigkeit von p und q in G an, 8o 
verschwindet das Linienintegral auch iiber jede einfache, geschlossene, 
rektifizierbare Kurve in G*). 


§ 16. 
Der iibereinstimmende Satz bei komplexen Funktionen lautet: 


Satz D: Die komplezxe Funktion f(z)= u(x, y)+iv(a, y) ist ana- 
lytisch regular im (beschrankten) Gebiete G, falls: 


1. f(z) in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche B be- 
schrankt ist und in bezug auf jede einzelne Variable stetig, 


|f(2+h)—-f(2)| 
hs a 6 


2. lim sup nur auf einer abzdhlbaren Menge E in G 


h=o ! 
unendlich werden kann. 

3. fast tiberall in G die Cauchy-Riemannschen Di}fferentialgleichungen 
gelten. 


Aus 1. ist abzuleiten, daB ®(J) = f f(z)dz in jedem abgeschlossenen 
Intervall J in G@ stetig* ist **). sf 

Aus 2. folgt, daB L,(2,y) und L,(z,y) endlich sind in (G — ZB). 
Dies und 1. liefert, nach Hilfssatz 1, daB w und » fast iiberall in G total 
differenzierbar sind. Es sei ®(J)=— @,(J)+1¢@,(J). Dann folgt mit 3., 
nach Hilfssatz 2, dab D&=— D®,+iD®, fast iiberall in G Null ist. 

Nach 2. und Hilfssatz 3 kénnen die oberen und unteren Derivierten 
von ®, und ®, nur auf Z unendlich werden. 

SchlieBlich folgt aus 1., daB f(z) summierbar ist in jedem abge- 
schlossenen Bereiche B in G*°). 

Die Bedingungen des Hauptsatzes B sind also erfillt und f(z) ist 
analytisch regular in G **). 

53) Vgl. §§ 7 und 10. 

%) Nach Montel [Comptes Rendus 156 (1913), p. 1820—1822] ist f(z) (unter An- 
nahme zwei-dimensionaler Stetigkeit) auch analytisch regular, wenn man statt 2. End- 
lichkeit der partiellen Ableitungen annimmt. Ein Beweis wurde von ihm jedoch nicht ge- 
geben. Ein Beweis von Borger [Bull. Am. Math. Soc. 27 (1921); er nimmt auBerdem die 
C.-R.-Diff.-Gleichungen in ,allen* Punkten von G@ an] ist, wie Looman [Gétt. Nachr. 
(1923)] angibt, falsch. Aber auch dieser liefert [loc. cit.] keinen richtigen Beweis. 

Er wiinscht erstens zu zeigen: ,In einem beschrinkten Gebiete @ ist fiir jedes 
achsenparallele Rechteck r: Spdz+qdy =0, wenn p und q (zwei-dim.) stetig sind 


r 
Fortsetzung der FuBnote **) auf n&chster Seite.) 
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Der bekannte Goursatsche Satz ist ein Korollar des obigen Satzes. 
Auch der verallgemeinerte Satz von Pompéiu(-Montel); denn aus Be- 
schranktheit der partiellen Derivierten nach xz und y in einem abgeschlos- 
senen Intervall J folgt Beschranktheit der zugehérigen Differenzenquotienten"*), 





in G, = und 2 = 7 endlich sind in G und fast iiberall in G: e- Od ; ist.“ Daraus 


OF 7 
wiirde dann leicht das verlangte Resultat folgen. 


Zum Beweise dieses Satzes wird eine bestimmte Menge M definiert, welche die 
Eigenschaften besitzt, perfekt und nirgends dicht zu sein. Darauf wird gezeigt, daB 
in jedem abgeschlossenen Intervall r in G, das in seinem Innern Punkte von M ent- 
halt, ein abgeschlossenes Intervall r, liegt, das auch Punkte yon M im Innern enthilt 
und folgende Eigenschaft hat. Gehért (x,y) zu (r,-M)=o(r,) und gehért (x, y+h) 


on ,, 00 Megs o(Set®)— p(s) 





unterhalb einer endlichen Schranke A. Das 


abgeschlossene Intervall r, [a, << z< b,; cg Sy S dg] liege im Innern von r,. Enthialt 
die von r, auf einer Parallelen L, zur y-Achse ausgeschnittene, abgeschlossene Strecke 
Punkte von (r,-M)=o(r,), so wird sie in zwei Mengen geteilt, und zwar in die per- 
fekte Menge (L,-o(r,)) und die Menge der offenen, komplementaren Intervalle (,,4,). 
Nun 148t sich zeigen, da8B 


p(2, dy) — p(2,%)= Z{p(2,4)—pl2n)l+ f Pay, 
wobei dann gilt: #, 4 (%s) 


(1) | S[p(z, 5) — p(x, )]|<A-S(d—y). 

Darauf wird eine Reihe von abgeschlossenen Quadraten r, betrachtet, welche 
einen Punkt (z,y) von o(r,) enthalten und sich auf (x,y) zusammenziehen. Die 
Parallelen zur y-Achse, welche ein r, iiberschneiden, enthalten Punkte von o(r,) oder 
nicht; die zugehérigen z-Werte der ersten Gruppe von Parallelen bilden eine Menge 
E, (x) und die der zweiten Gruppe eine Menge Z,(z). Nun ist: 


[raz - fis f se ay — Sf dz-E (p(x, 6)—p(e, m= f dz-[p (zx, dy) — p(x, ¢)). 
EZ, ( ; 


f, a, 2, 0 (T,) E, (2) 


Die beiden letzten Integrale werden in der Loomanschen Arbeit zusam ymmen, 
und es wird aus (1) irrtiimlich gefolgert, daB der absolute Wert ihrer Summe 
< A-u[r,—o(r,)], wobei » das FlachenmaB andeutet. Aus (1) folgt zwar fiir das Inte- 
gral iiber Z, (x), da8 sein absoluter Wert kleiner als A-{u[r,—o(r,)] -(dg—cg):-mE,(x)} 
ist, wobei » Flachenma8 und m lineares Ma8 andeutet. Nun miifte jedenfalls noch 
bewiesen werden : 

(2) | f dx-[p(x, d,)— p(x, ¢y)] | <A-(dy—cy)-mE, (2), 

E,(2) 


damit die von Looman gegebene Abschdtzwng fiir die Summe beider Integrale richtig ware. 


p(z, rae ®|<4 wire auf H, (z) fiir alle Quadrate r, 
der sich auf (x,y) zusammenziehenden Reihe. Aber das ist ohne weiteres nicht ein- 
zusehen. Dadurch liefern natiirlich die weiteren Schliisse der zitierten Arbeit nicht 
den gesuchten Beweis. 








(2) wire bewiesen, wenn 
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u(zt+h, y+k)—u(z,y) 9 vleth, y+h) —v(z, y) 
yei+k* yat+k* ; 


dadurch wieder von lim sup | Bete) — Hs) | in J. 
A=0 


dadurch auch von und 








§ 17. 


DaB die Bedingung der Beschrinktheit von f(z) in jedem in @ lie- 
genden, abgeschlossenen Bereiche nicht fortgelassen werden darf, zeigt das 
1 


— 


Beispiel: f(z) =e Diese Funktion geniigt in der Umgebung von 
[7 =0, y=0] allen Bedingungen des Satzes D, ausgenommen die der 
Beschrinktheit. Sie ist auch nicht analytisch regular in dieser Umgebung**). 


*) Das Beispiel entlehnen wir Looman, loc. cit. ™). 


(Eingegangen am 15. 11. 1928.) 














On the polynomial and trigonometric approximation of 
measurable bounded functions on a finite interval. 


Von 
J. Shohat in Ann Arbor (Mich., U.S. A.). 


Introduction. 


Let f(x) be a continuous function defined on a finite interval (a, b). 
The important role of WeierstraB’ theorem dealing with polynomial (or 
trigonometric) approximation of such functions is well known. With this 
theorem is closely connected the important notion, due to Tchebycheff, 
of the “polynomial of the best approximation” to f(z) on (a,b), of 
degree < n — it will be denoted here by JJ, (x) —, for which the “deviation” 
from f(x) — the so called “best approximation” Z, (f) = max | f(x) — II, (x)| 
on (a, b) — is the smallest possible, compared with any other polynomial 
of degree <n. However, the actual construction of JJ, (x) is attainable 
in a very limited number of cases only. 

It is, therefore, of interest to give for any continuous function f(z), 
defined on a finite interval (a,b), a sequence of polynomials of degree 
n=1,2,... which, as n—+0co, converges uniformly to f(x) throughout 
the whole interval (a,b), and yields, for n very large, an approximation 
of the same order as that of the best approximation. 

This was the original object of this paper attained by considering 

b 


the minimum of the integral f p(x)| f(x) — P,,,(x)|"da (m2>1), for 


m,n— co, where p(x) (20) and f(z) are properly defined on (a, bd) 
and P,,,(z) is the required minimizing polynomial of degree <n. The 
author wishes to acknowledge this part as an outgrowth of a corre- 
spondence with Professor Paul Lévy of the Ecole Polytechnique in Paris. 

In the course of the said investigation it was found possible to extend 
in two ways the notion of the polynomial of the best approximation (in 





(2) 


(5) 
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the above sense of Tchebychef{) to the more general class of measurable 
bounded functions, making use of “measurable bounds” introduced for such 
functions by C. N. Haskins. 

We consider in the present paper the above minimum for all possible - 
cases: 1. m is fixed, n—+0co; 2. n is fixed, m—-0o; 3. m,n-—+co. Thus, 
our results supplement and generalize those previously given by G. Pélya, 
D. Jackson and the writer’). 


§ 1. 


In our discussion we shall make frequent use of the following in- 
equalities: 
1 s—1 


b >t sare Re 
Lf f.(2) f(x) de| <[S1A(2)\"ax] | Sim (2) [de] (s >1) 


~ 


1 1 


oi > 7 — 18 
LS ig(2)+h(e)I*de} <| fi (2)["de] +[ fin (e)\*ae! 
P ' 3 : (s >1)?) 
r b 18 
Sih (2 2) — f,(x)|" dz| >| Fit z)|"dx} -- (Sit (@)|"ax] 
b : — a 
S\A(z)| [ff @)|"de <| S| A ()||4 (2) | "de “Pinte \\@z| * (D4, >8 


la+b|'<2"-*[jal’+|b\"] (e21). 


In (1— 4) the existence of the right-hand integrals (integrals are taken 


in the sense of Lebesgue throughout this paper) implies the existence of 
those on the left side. 


Hereafter, the following general notations will be used: G, (2) = > g;x° — 
i=0 


to denote an arbitrary polynomial of degree <n, subject in some cases to 
certain explicitly stated conditions; A, « — to denote respectively a suffi- 


") a) G. Pélya, Sur un algorithme toujours convergent pour les polynomes de 
la meilleure approximation de Tchebycheff pour une fonction continue quelconque, 
Comptes Rendus 157 (1913), p. 840-843. b) D. Jackson, On the convergence of 
certain trigonometric and polynomial approximations, Transactions of the American 
Mathematical Society 28 (1921), p. 158—166. cc) Idem, Note on the convergence of 
weighed trigonometric series, Bulletin of the American Mathematical Society 29 (1923), 
p. 259-263. d) J. Shohat, On the polynomial of the best approximation to a given 
continuous function, ibid. 31 (1925), p. 509—514. 

*) F. Riesz, Uber Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Annalen 69 (1911), 
S. 449-497, 8. 456. 
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ciently large or sufficiently small, but fixed positive quantity properly chosen 
in each case; m,, %,,... — to denote properly chosen sufficiently large num- 
bers of given sets (m),(m),...; T,T,,, — to denote properly chosen fixed 
positive quantities which remain finite as m,n —+ oo. 


§ 2. 


Definition. p(x), defined on a given interval (a, b) — finite or in- 
finite — will be called a “characteristic function”, abbreviatedly, “c- function”, 


b 

if: a) p(x)=>0 im (a,b), B) all integrals S p(x) x'dz (¢ = 0, 1,...) 
b a 

exist with Sf p(x)dx>0. In case of finite (a,b) the integrability of 


p(x) on (a,b) implies the existence of all the integrals above. 
With any such c-function p(2) we can construct a system of ortho- 
gonal and normal Tchebycheff polynomials 
(6) Y,(p; 2) = —p,(z)=—a,(p)z*+... (n=0,1,2,...; a, >0) 
b 0, m+n 
(7) J r(z)9,(2)9_(2)de =) 1 ie 
which enable us to solve the following problem. 


n | 
Find the upper limit of |w(G,)| = | »«,9;| for all polynomials 
Po ; | ¢=0 ! 
7, (x)= Sg,2', of degree <n, satisfying the inequality 
i=0 


b 
JS p(x)|G, (x) |"dxe <M”. 


Here p(x) designates a c-function defined on (a,b), «,(¢=0,1,...,n), 
M (> 0) and m (=> 2) are certain given constants. 
Solution. Applying (1) we get, 


m—2 


b » “= 
S p(x)@i(x)da<M*| fp(x)dx| . 





Thus, our problem is reduced to the case m= 2, and we can apply the 
solution previously given by the writer *): 


m—2 


b tees 4 
(8) |o(G,)| <M fp(x)dz] “{ So*(m)}. 





*) J. Shohat, On a general formula in the theory of Tchebycheff polynomials 
and its applications, Transactions of the American Mathematical Society 29 (1927), 
p. 569—588; p. 569-571. 














160 J. Shohat. 


Special case: w(G,) = G,(z), z real arbitrary. 


f p(2)|@,(2)|" dz <M” 


implies : 
m—2 
b im 
(9) |@, (z)| < MK} (2) 2)| S r( (x)dz} 
(10) K,(p; 2) = K, (2) = So3(2). 


The assumption m > 2 is sufficient for the applications below. In case 
2>me_1, the representation of w(G,) as a definite integral used in 
deriving (8) gives, 


m-1 
(11) |0(6,)|< Ml f p(2)az]” $\o(9)|® 
(®, = max|,(xz)| in (a, b)). 
Note. The above upper Unite for | (C a) | do net depend on mn, if M 
and the «, do not, ed in (8), 9) f rz )dx<l1 or <[ fo ay 


according to whether F( (2)dx <1 or >1, and similarly in (11). 


§ 3. 
We apply the solution of the aforesaid problem to the proof of 
Theorem 1. Given on (a,b) a c-function p(x) and a measurable 
® 
function f(x) “of the clas [L5")”, i.e. such that S p(x) | f(x) |"dx exists 
a 
(m—=1). Among all polynomials of degree <n there exists at least one 
b 


P..(x) minimizing the integral { p(x)|f(x)—P,,,(x)|"da. In case 
m>1 this polynomial is unique *). 





*) This minimum problem, with more or less restricted p(x) and f(z), has 
been treated previously (loc. cit.*)). Here the only condition imposed upon p(z) 
b b 


is: Jf p(z)dz>0. This clearly is no restriction, since the hypothesis Jf p(z)dz=0 
implies: p(z)=0 almost everywhere in (a,b). Similarly, the condition of existence 
of Foca) f(=) nae is imposed by Be very nature of - problem, for, as it is 
readily seen from (1—4), the integral f(2)|/ (x) |"dzx, foc) f(x) —G@,(z)|"dz 
exist or do not exist simultaneously. 
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Proof. By (3), 


1 
b om 


= b m 6 m 
[f(z)|#2) —@,(2)|"ax] Sl fp(z)|@,(2)\"ae] —[ fp(2)| F(2)|"az) 


2 


|= 


b b 

The assumption f p(x)|G,(2)|"da >(2A)”, with A"> f p(z)| f(x)|"dz, 
b 6 a 

implies: { p(x)| f(x) —@,(x)|"da >A”. Therefore, we confine ourselves 

to polynomials G, (x) such that 


b 
J p(x)|@,(z)|" de S(24)". 


The coefficients of such G, (a2), for arbitrarily given n, are necessarily 
bounded, as we learn from (8), taking successively a, 1 (¢ =0,1,...,), 
«,=0 (j+ 7%), and the existence of one at least minimizing polynomial 
P,,,(2) follows. 

As to the uniqueness of P,,. (2) for m >1, the previ is identical to 
that given in my aforesaid paper’). 

The above proof gives incidentally the following 

Corollary. To an arbitrarily large A> 0 there correspond certain 
K, (i =0,1,...,) such that any one of the inequalities |g;| > K, im- 

b 


plies: S p(x) \ f(x) —G,(x)|"dz >A, where the c-function p(x) and 


the function f(x) of the class [L5'] are arbitrary. The K,; do not depend 
on m, tf A and M do not; m=1. 
We shall use the notation 


b b 
(12) Iw = J (2) |f(2) — Pum (2)|" de = min f p(x) | f(x) — G, (2) "de, 
and we have evidently, 


b 
(13) Inn & J (2) |f(2)|" ae. 


§ 4. 
The following two theorems, interesting by themselves, are needed 
for the investigation of J,,, and P,, (x). 
Theorem II. 1°. Let p(x) be non-negative and integrable on (a, b) 
and such that { p(x)dx>0, Edenoting an arbitrary measurable set of 


5) Loc. cit. *),d), p. 511. Uniqueness, in case m = 1, seems to require additional 
conditions for p(z). 
Mathematische Annalen. 102. 11 
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points in (a,b) with mE >0. Let the measurable function f(x), defined 
on (a,b), be such that 1 =f p(2)|f(2)|"ae exists for every m > 0°). 
Denote by F the “measurable ‘oor bound” *) of |f(x)| in (a, b). Then, 
lim = =F. 2°. If m monotonically increases without bounds, then 


m>@® 


lim 2 exists, < F, for any p(x) non-negative and integrable in (a, b), 
m>@ i 1 
In 


and |= -|" is also monotonically increasing (s0 ts Ee, if 
J p(z)dz 
G 





b 
fp(z)dz<1). 
“Proof. 1°. The proof is somewhat similar to that given by Prof. Haskins 
for the case p(x) =1.*) By the definition of “measurable upper bound”, 
we write, 

mE{|f(z)|>F—eJ>0, mE |f(2)|>F+e]=0 (a<z<b) 


(with obvious modifications, in case F=—--oo). If F be finite, let E, 
denote the set of points x in (a,b) such that |f(x)|> P—e. Then, 


ai- 


1 
Im = (F—2)| f p(x) dz) , 
On the other hand, 


a b 3 
(14) In’ <(F+e)| fp(x)dz|”. 
Therefore, since « does not depend on m, 
1 1 
(15) limi, >F, lmi<F. 


a> @ n>@ 


If F be +o, denote by ZH, the set of points z in (a,b) such that 
|f(x)|=2A. Then, 


1 1 
(16) In > 2A| f p(x) dx\"> A (m>m,). 
A 
The inequalities (15), (16) prove our statement. 


*) This follows from its existence, say, for all sufficiently large integral m. 

") C. N. Haskins, On the measurable bounds and the distribution of functional 
values of summable functions. Transactiops of the American Mathematical Society 
17 (1916), p. 181-194, p. 184. 

*) Loc. cit. "), p. 187 — 188. 
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2°. This follows from (14) and from the inequality (see (4)) 
: ce - % 


(17) Im < Im| J p(x) dz|"™ (m, > m, > 0). 
Note. The condition {p(z)dx>0 (mE > 0) is indispensable, as 


it is seen by taking p(z)=0, f(x)=—1 for a<e<xr<fP<b and 
p(x)=1, f(x)=0 elsewhere in ( ;, d). 

Theorem III. Given on a finite interval (a, b) a non-negative in- 
tegrable function p(x) and a family {f(x,m)} of continuous functions, 
where the parameter m(>0) takes a set of values —+0co. Assume: 
@) lim f(2,m)=f(x) uniformly for ax<x<b; B) among the points 


in (a,b), where |f(x)| (necessarily continuous) attains its maximum F, 
there exists at least one, say, x= c, such that {p(2)de >0, (6) denot- 


ing an arbitrary sub- énierval of (a,b) containing the point c. Then, 
in US pz) | f(z, m)|" a2)" =F. 


Pioot First, we have 


| f(x, m) — f(x)|<e, |f(z,m)|<F+e (axxrib; m=Sm,). 


. This assures the existence, for all m under consideration, of 


S p(x) | f(a, m)|"da, with 
, 1 = 


(18) m= (foi x)| f(x, m)| naa)" "<(F+0)[ f(z) )da|" (m =>m,). 


On the other hand, consider the point z=c and the sub-interval (4) 
with the properties given above. In virtue of the continuity of f(x) and 
the uniform convergence of f(z,m), we can fixe m =m, so large and 
the interval (6) so small as to have 


|f(z,m)|>F—e (a belongs to (6); m=>™m,), 


1 1 
(19) in = (F—e)| {p(z)de|" (m= m,). 
(0) 


(18), (19) prove our statement, for they lead to the inequalities 
1 1 
lim if < F, lim in’ > F. 
m>@ m>@ 


We shall not dwell here upon possible generalizations of theorem III. *) 


*) In theorems II and III the integrals involved can be written as Stieltjes in- 


b b z 
tegrals, for JS p(2) f(z) dz=J f(x)dy(z), where y(x)=J p(x)dz. — As an 
(Fortsetzung der Fu@note auf 8. 164.) 
11° 
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§ 5. 
Hereafter, the inierval (a,b) is assumed to be finite. We proceed 
now to set forth an upper limit for | f(x) — P,,,(x)|, under the assump- 


tion: f(x) ts ¢ontinuous for a<x<b. Introduce its polynomial of the 
best approximation on (a, 6) JI, (x), of degree <n, and the best appro- 
ximation Z,(f) (see Introduction ): 


(20) £,(f) = max | f(x) — JI,(x)| < max |f(x) — G,(z)| in (a,b). 
We have then, by the definition of P,,.(z) and by (4), 


fp(a) |f(x) — P,,,(2)|"dz 
(21) 


ee To 


= I... stot (x) | f(x) —I1,(x)|"da < Ex’(f) f p(x) da, 


(22) J p(2)|Pym(2) — U,(2)|"ae <(2B,())" fp 


-— 


(x)dz. 


Assume, first, m, not being an integer, is >2, and denote by 2, the 
greatest even integer contained in m. By (4), we get from (22), 


b b 
(23) JS p(x)|P,,,.(2) — 17, (x)|""da < (2B, (f)]*" f p(x 


and this inequality evidently holds also for 
(24) 2uim< 2u+2. 


Apply (9) to the polynomial [P, (x) — I7,(x)]" of degree < un, taking 
m = 2 and replacing n by un. We get, 


b i 
(25) | Pam (%) — I, (2) | < 2B, (f)(K,,,(2) f p(t) ae]"" 
(m =>2; x arbitrary), “ 


1 


b 
(26) \ f(x) — P wm (2)| S B(A {1+ 20K, x) f p(t) rh. 


Formulae (25), (26) hold for any c-function p(x), for any con- 
tinuous function f(x). [For 1=>m-> 2 we could use (11).] They yield 





illustration to theorem II may serve: 1°. The integral c, = -f p(z)| |\2|"da, (a, b) 


a 
finite. Here lim cn (= lim “2+*) — max (|a|,|b|). Cf. O. Perron, Die kates von 


an->@ \ 


den Kettenbrichen (1913), p. 8—520, p. 384—385; 2°. lim | fe-met z"dz|" (A>0) 
7 3 n>@ 0 
yo 
€ 


a 
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the order, with respect to n, of |f(x) — P,,,(x)| for very general p(x), 
where the order of K,(x) = S 93(z) is known. 

i=0 


Assume, to illustrate, that p(a) satisfies the following 


Condition P. There exists an inierval (c,d) (a<c<d<b) with the 
following properties: «) it coniains a finite number of points x, to which 
correspond sufficiently small intervals (x,—4,, x,+-6;) (the interval being 
p(*) _ 
—2, 


one-sided if 2,—¢, d) in which —?°“", > A, with certain k,> —1, A,>0; 
] 


B) p(x) =p, > elsewhere in (a, b). 
Then, as it has been shown by the writer’), 


(27) K, (2) < tn? (cS2cq), 


o (>0, determined by the k;) and rt do not depend on 2, nor on n. 
Therefore, with p(x) satisfying the condition (P), 


a 


(28) | (a2) — Py (2) | < ty, B, (f) 0* (<<a), 
where r,, does not depend on m, nor on 2, nor on f(z), and this can be 


rewritten, as 
ao 


(29) | f(x) — Pam (2) | < tym, (f) 0" (e<x<d) 
in case 

(30) n,m— co, 2 remains finite. 

With the additional assumption 

(31) p(z)>p,>9 for (ac)eSrcd(gb) 


we can derive an upper limit for | f(z) — P,,,(a)| by an entirely different 
method. 

It makes no use of Tchebycheff polynomials, being based upon the 
well known Markoff-Bernstein theorem which we state as follows: 

|G,(2)|< M on (a, 8) implies: 1°. |Ga(x)| << Cn? M (a<2x< Ff), 
2°. |Ga(z)|< CnM (a+e<xr<p—e), where C (of course, not the 
same in 1°, 2°) depends on a, 8 and « only. 

We write, with the notations used above, 

[Pam(2) — 11,(2)}" =F | [Pyn(t) — y(t) }**at. 


e 
10) J. Shohat, On the development of continuous functions in series of Tchebycheff 


polynomials, Transactions of the American Mathematical Society 27 (1925) p. 537—550, 
p. 540—541. 
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The polynomial Q(x) =f (P,,.(t) —JI,(t)]°"dt, of degree <2nyu +1, 
satisfies, for c< «<d, the inequality (see (23)) 


) b 
1@(2)|< + [p(t (P(t) — m,(e)"at < CHO! fy (ay at, 


and Markoff-Bernstein theorem gives: 
| Pum (2%) — HT, (#)| <1 _*E, (f); 
(32) |f(%) — Pre(%)| <n" H,(f), 
q=2 for ex zd; g=1 for c+exsxrgd—e.") 
This is a special case of (25), (26), for, under (31), 
(88) K,(z)<:m* (e<2<ad), K,(z)<tn (c+ e<z<d—e).™) 
In addition to (31) we subject now p(z) to the condition 


+6 


(34) S p(x)dx< Ké (c<a<2+5<4), 


where K does not depend on z, nor on 4. 

Then we get a new expression for the upper limit of | f(z) — P,,,(z)| 
involving the modulus of continuity (h) of f(z) in (a, 6), which proves 
to be especially useful in case: n is fixed, m—+co. We write: 

zt+h ath 
F(z) — Pya(z) = + fUr(z)—r at + 4 fire) — Pat) ae 


z 
zt+h 


+f [lPralt) —Pra(z)dt=i, +48, (4>0; eS e<2thSa), 


|#,| SS @(h), 


m—1 moi 


’ ath . © 5 ee 
lial Spee [SP (Ir(#) — Pan(t)| at)” [f p(syat] ” <2 4A BO, 


a|- 


Po 
li, |< Cn"hM,,, 
(by Markoff-Bernstein theorem; M,,—max|P,,.(z)| in (c,d)). 


™) The elegant method of D. Jackson, also based essentially on Markoff-Bernstein 
theorem (loc. cit. (1-b), p. 162—164), seems to be inapplicable here directly, unless 
z+6 
an additional assumption be made concerning the lower limit of J p(z)dz 
z 


6-58, z,2+85 varying throughout the whole interval (a, b). 








, 
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m1 - 


(35) Pym (2) = |f(2) — Pym ()| So (h) +24 BO + Ont, 
(g given in (32); eX a<d). 


| Pam (%)| s Ram (2) +} |f{x)|. 


(36) M,.= IPw()(S Rw (E)+PSR,,+F (é in (ec, d)), 
R,,_ = max| R,,,(x)|, F = max |f(z)| in (c,d). 
(35), (36) lead to 


™—1 i 


(37) |#(2) — Pya(2)| S{@(h) + tal Net + Onth F}:(1—Onth) 
(Cn*h <1), 


(38) |f(z)— P,n(2)| << B,(N{2+ 4 


a|- 





+Onthh:(1 —Onth), 


m-1 1 


(39) |#(#) — Pya(2)|< 28, (1){8+=—*—}. 

(We derive (38), (39), applying (37) to p(x) = f(x) — P,,,(x) and 
taking On*h =}). 

In (37), (38), (39) g=2 for cl ecd, q=—1 forc+eRrsgd+e, 
C is given by Markoff- Bernstein theorem. 

The expressions given above for the upper limit of | f(z) — P,,,(z)| 
enable us to treat J, and P,,.(#) im all the cases given in the Intro- 
duction. Formula (26) also yields some interesting applications to the 
theory of Tchebycheff polynomials. 





§ 6. 
Case I. m is fixed, nm — oo. 


1 

Theorem IV. The sequence {7} is monotonically decreasing 
towards zero for any f(x) of the class [L>) (m=1). 

Proof. We have, first, by the definition of P,,.(x), 


(40) a 2 eee, 2 eee rer % 


On the other hand, f(x) being of the class [L>"] (m>1), a continuous 
D 


function v(x) can be determined such that f p(z) | f(x) —p(z)|"dz<5a.") 





1%) The proof is essentially the same as that given by Hobson (The Theory of 
functions of a real variable, 2-d ed., 2, p. 250) for the case p(z)=1. 
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By WeierstraS’ theorem, a polynomial Q(z), of sufficiently high degree n 


6 

can be assigned so that S p(x) |e(x) — Q(x)|"dr< sa Then, using (5) 
a 

and the definition of P,,.(z), we get, 


b b 
J p(2)| f(2) — Py(2)|"@2 < fp (x)| f(z) — Q(z) |"de 


b b 
<2"-'{fp(z)| f(z) — 9 (2)|"d2 + J p(2)|9(2)— Q(2)|"dz} <e, 


which, combined with (40), proves our statement. 
Assuming m>1, and writing P,(x),J, m place of P,, (x), 1,,,; 


we associate with any f(x) of the class [3°] the sequence of polynomials, 
uniquely determined, 


(41) P.(s), F(2), -.-, B(a), «.. 
or, which is the same, the infinite series 
(42) P, (x) + [P, (2) — P,(z))+...+[P,.,(2) —P,(z)]+.... 


The sequence (41) may be spoken of as approximating f(z) in the 
sense of the “least m-th powers” (D. Jackson), also — slightly gene- 
ralizing a notion due to F. Riesz —, as “converging strongly to f(x) with 
exponent m”**). We have then, 


b b 
(43) lim Jp(2)|P,(2)|"dx = fp(x)|f(x)|"4e, 
t t 
(44) lim J p(x) P, (2) 9(2) dx =f p(x) f(x) 9(x)de 


(ae ek t<b; g(x) of the class [ne]). 


In other words, for any f(x) of the class [L5’] (m>1) the infinite 
series (42), multiplied on both sides by p(x)g(x), where g(x) ts an 
arbitrary function of the class [=], can be integrated term by term 
between any two limits (a<)a,t(<b). The convergence is uniform, tf 
t be variable. 

The proof of (43), (44) is essentially the same as that given by 
Hobson**) for the case p(x) =1. 


**) Loc. cit. *), p. 464. Here we introduce p(x) as a factor. 
%) Loc. cit. ™*), p. 251. 
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With regard to the convergence of the series (42), we derive from (26) 
Theorem V. The series (42), or, which is the same, the sequence 
{P.,,(@)}, with m (>1) fixed and n-—-0o, converges to f(x), as- 
sumed to be continuous in (a,b), uniformly over any sub-interval (c, d) 


(a<c<d<b) where K,(x) = S'y?(x)=O(n") (this certainly takes 
i=0 © 


place if the condition (P) is satisfied), provided, lim Z,( f)nPM = 0 
(o does not depend on n, nor on 2). a a 


From (31) we derive as sufficient condition for the uniform con- 
vergence of (41): 


(45) lim £,(f)n™ = 0 (see (32)) 


n?>@ 


quite similar to that given by D. Jackson in the case p(x) =—1. *°) 


§ 7. 
Case II. m is fixed, m— oo, 


Consider the class of all f(z) measurable and bounded on (a,b). 
Denote by F’, F respectively the upper bound and the “measurable upper 
bound” of |f(#)| im (a, 6). 

The notion of the “best approximation” of functions by means of 
polynomials of degree < n, established by Tchebycheff for functions conti- 
nuous over a finite interval, can be extended to the more geners! class 
of measurable bounded functions f(x) (under our consideration) in two 
ways, a8 follows. Using for the best approximation and the corresponding 
polynomial resp. the notations Ex (f), He (f), IIx (x), IZ (x), we define: 

Bg (f) = upper bound of |f(x) — Tis («)|, Bf (f) = measurable upper 
bound of | f(x) — IIf(x)| on (a,b), are each the smallest possible among 
all such expessions formed with an arbitrary polynomial of degree <n. 

The existence of one at least 7, (2) has been proved by Kirchberger**). 
In a similar manner we prove the existence of one at least IT (x). The 
latter, which seems to be new, is more important, as is shown by theorems 
VI, VII below. 


If f(a) be continuous on (a, 6) then 
F=F, I,(x)= Ug (2)=1,(2), En (f) = En (f)= £,(f)- 
18) Loe. cit. *)b), p. 165—166. 


16) P. Kirchberger, Uber Tchebycheffsche Anniherungsmethoden, Math. Annalen 
57 (1903), p. 509-540; p. 511—512. 
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In general, 
F+F, Ig(x)+é(x), Bi(f)+ Be (f), 


and we have, denoting respectively by F*, F* the ere upper bound 
of | f(x) — I;‘(x)| and the upper bound of | f(x) — IIf(x)|, fora<2<b, 


ER(f)<F°s Be(f)<F*, 

Ey (f) > En+i(f)=>--.; Ex(f) > Basi (f)=> 
There exist, therefore, 

Jim Ex(f) 20, lim Bf (f) = B*(f) 20. 


(46) 


Theorem VI. 1° lim EY (f)=0, tf f(x) has one at least disconti- 


n-@ 
nuity in (a,b). 2°. lim Bf(f)—0 for all f(x) measurable and bounded 
in (a, b). ~ 


Proof. 1°. The assumption lim Z,(f) = 0 implies: 


\f(a)—Hs(2)|<Be(th<e (a<e<b; n>m); 
in other words, the infinite series of polynomials 
II} (x) + (Hy (x) — Hi? (xz))+.. 


converges to f(z) uniformly for a<2z< b, which necessitates the conti- 
nuity of f(z) throughout the whole interval (a, b), contrary to our hypo- 
thesis. 


2°. Assume H’(f)>0. Denote by I", the measurable upper bound 
on (a, b) of |f(x)—G,(x)|. Then, for any n, 
DP, > Bs(f) > B*(1) > 0. 

This contradicts a theorem of Hobson*’) which states the existence of a 


sequence of polynomials Q(z) converging, as n, the degree of Q(z), 
—- co, to f(z) almost everywhere in (a, b). 


§ 8. 

Let us associate with the polynomial G, (2) = 2 g,x* the point 
G., = (Go: Ga» «++» Jn) = (9): in the n-dimensional a The relation A,B, 
means, then, that the ee of A, (x) = 54, x’ converge respectively 
to those of B, (x)= Pia , and thus A, (2) B. (x) uniformly over 
any finite interval. 


17) Loc. cit. ™), p. 256. 
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Theorem VII. Let the c-function p(x) satisfy the requirements of 
theorem Il, and let f(x) be measurable and bounded on (a,b). Then: 
1°. All limit-points of the set {P,,,.(x)} are in a finite portion of space 
and coincide with the set of the polynomials of the best approximation 

1 


ITE (x) (n is fixed, m—+co). 2° lim I%,—ES(f). 3°. If f(x) be 


n> @ 


continuous on (a,b), then lim P,,.(x)—JI,(x), lim 1%, = E,(f). 





Ian m 1 

4°. If m tnereases monotonically, so does ye Hs , and lim I, 

exists for any c-function p(x). midi 
Proof. 1°. 2°. ¥F denoting, as above, the measurable upper bound of 


|f(x)| in (a, b), 
b b 
(47) J P(2)|f (2) — Pam (2)|"da <(F+e)"Sp(z)dx (see (13)). 


It follows (making use of the Corollary to theorem I) that the coefficients 
of all P,,,(z) are bounded, as functions of m, which proves the first 
part of 1°. To prove the second part, we employ an argument somewhat 


similar to that of G. Pélya’*). Let Q, = (a,) denote any one of the limit- 
0 


points in question. Denote, further, by @ the measurable upper bound of 
| f(x) — Q,(x)| in (a, 6), and by E, the set of points x in (a, b) where 


(48) If(z) — Q,(2)|<@—+. 


There exists in the set {m} a sequence m, (i = 1, 2,...; lim m,= oo) such 
that lim P,,, (x)= @Q,(z) uniformly in (a,b), and °** 


|{f (x) — Pam, (2)} — {f(2)—Q,(2)}|<q (a@S2<b; #2%4,), 


If (2) — Pyw,(z)|2Q—« (x in B,; § Diy; see (48)), 
(49) Tim = (Q—*)| f p(x) az] ™ (§>%,). 
By the definition of P,,.(x), we write, 
1 a> of m"" — m' 
(50) Lm < Tim [fp(2) dz] **" — (m"> m’) (see (4)) 


2 a b 4 
(51) IN< [f p(e)|¢(2)— me (2)|" a2)" < (Ef (f) +)|fp(z)dz]. 





18) Loc. cit. 2) 8). 
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We assume, further, 
b 

(52) JS p(z)dx=1, 
a 


replacing, if necessary, p(x) by cp(x), with c >0 properly chosen. Then, 


1 1 


7. mR. 
(53) 1%, > Im, >(Q—e) [[p(2)az|™ (m > m,; *>4,) (see (49), (50)). 


(51), (53), where « does not depend on m and lim m; =x, lead succes- 


i> 


sively, making use of the definition of I7{(x), Ef (f), to 


_ 


1 — 


(54) lim 1%, < Bé(f), lim L%>Q, 


m-> 2 nu @ 


1 1 


(55) Q= BE (f) = lim 1,3, =lim 1%; lim Pam, (x)= Q, (2) = If (2). 


m> ao m>o ive 


(55) holds even if we reject (52), for replacing p(x) by cp(a) leads to 
1 


cl,,, with lim e™ = 1, while P,,, (2) remains unchanged. 


3° Silene from 1° and 2°, 17,2 (x) here being unique and = II,(z), 
with Ef (f) = E,(f). 

4° is proved by (50). 

Theorem VII supplements and generalizes the results previously given 
by G. Pélya and the writer. The condition J p(x)dx>0 (mE>0) is 


indispensable if we want theorem VII, 3° to be valid for all continuous 
functions. 
With such functions we can go further, if we assume 


(56) p(x) =const. for (a<)eSxcd(<b). 


Applying (37) with K = p,, we get, writing, in general, HZ, (f; a, b) 
and taking 
(57) h=(1+m-*)™ (0<@0<1), h-0, a8 m-o: 
ca) Ba(fi 6d) SIP (#) — Pym(2)|S Bafa, 6) +0(m) (S24) 
n(m) = O(m-*) + @(e-™*~*), »(m)—+0, as m—oo. 
Formula (58), in case c=a, d=b, is another proof of the result of 
G. Pélya: lim P, (x) = JI, (x). It gives, moreover, some indication about 


the rapidity of this limiting process. 
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§ 9. 
Case Il. nm, m—co, 


Writing m,,J,, P(x), we state 
1 


Theorem VIII. 1°. im remains finite, as n—+co, for all f(x) with 
finite measurable bounds in (a,b). 2°. a) Lim J,=0 for all f(z) 
measurable and bounded in (a,b). £8) For all such f(x) the infinite 
series P(x) +[P,,,(")—P,(x))+..., where » is sufficiently large so 
that m, > 1, multiplied by p(x) g(x) and integrated term by term between 


t 
the limits a, t (a<a, t <b) converges uniformly to f p(x)f(x)g(x)da, 
b a 
provided, Sf p(x)|g(x) |?" dx exists with a certain r> 0. 
a 


Proof. 1°. F denoting the measurable upper bound of |f(z)| in 
(a, 6), we write, by the definition of P, (zx), 


b 
I, <(F+e)™ f p(x)dz, 
a 
b a 
and this proves our statement, since, as n —+0o, m,,—+0o, [ f p(x) dz|™, 1. 
a 


2°. «). With I7f(x) and Bf (f) introduced above, we write, 
1 


Pa > - b - 
Ie" < | f p(x) |f (2) — Ue (2)|™ dz] < (Be (f) +e) J p(2)az]™, 


with lim Ef(f) =0. 


n->@ 


b 
B) |S p(x)g (a) (f(x) — P,(x))dz| 


Mp, —1 


b J b . © 
<| Sp x)|f (2) —P,(2)|"™de]™-{ fp(e)|g(2)\"" dz] ™ , 
and the right-hand member—-0, as n—+co, for so does the first factor 
(by 2°, @)), while the second factor exists as a finite number for all n 
a <1-+r. 

The most interesting case is that of f(x) continuous in (a,b). 
Theorem IX. Given a sequence of exponents m,, such that lim m,=oo, 


n>@ 
remains finite, and a c-function p(x) defined over a finite inter- 


sufficiently large so that 





log n 
mM, 


val (a, b). Then, f(x) being an arbitrarily given continuous on (a, b) 
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function, the polynomial P,(x), of degree<n, minimszing the integral 


b 
f p(x) | f(x) — P,(x)|"™" da converges, as n—+co, to f(x) uniformly over 


any sub-interval (c,d) (a<c<d<b), where 3’ y}(z)=O(n*) (o>0. 


independent on n,x). Furthermore, in case c=a, d=b, the approzi- 
mation of f(x) by P(x) on (a,b) ts of the same order with repect to n, 
taken sufficiently large, as the best approximation E, (f). 

This follows at once from (29), since max|f(z)—P,(z)| on (a, b) 
> E,(f). 

It suffices, therefore, to take m,—2n, p(x) =(x—a)* *(b—2)** 
(a, 8 >0), or, simply, p(x) = 1, and we thus obtain a sequence of poly- 
nomials {P_(x)}, following a simple formula, which converges to f(x). 
subjected to the only condition of continuity, uniformly over the whole 
interval (a,b), the approximation being of the same order, with respect 
so n, as the best approximation. 

Corollary. The approximation properties of P(x) stated above 
hold for any sequence of exponents {m,} with lim m, =o, provided, 


{ (2) satisfies in (a, b) Lipschitz’s condition of an arbitrarily given order. 
In fact, such a condition of order, say, « implies: 
E,(f) a O(n-*), 
(59) b's 
E,(f)n™ = o(n™ )—+0, as noo. 
The condition: =a remains finite for n—+oo, is sufficient to assure the 


uniform convergence of P(x) to f(z) on (a,6). It would be interesting 
to find a condition relating to the mode of increase of the sequence {m,}, 
which is necessary for such a convergence. 


§ 10. 
Application to Tchebycheff polynomials. 


b 
Consider our minimum problem J, = f p(x)|f(x) — P,,,(2)|"dz 
b a 
=min f p(x)|f(x)—G@,(x)|"dx for m=2. Then, as it is well known, 
2 ° 
(60) Paa(z)= SA (z), A= JS(2)f (2) 9(2)dz, 
and formula (44) gives, 


(61) Jr(z)f(@)o(a)ax = 3 4,B,, B,— [p(2)9(@)9, (2) dx (aXe, t<b), 





-~_ esa 
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the convergence being uniform, with respect to t, for any g(x) of the 
class [L5]. In particular, 


b se b 
(62) fr(z)f*(2)de— SA, 4,—Jfp(2)f(2)o, (2) de. 


Formulae (61), (62) represent the so-called “closure-property” for 
Tchebycheff polynomials. Thus, formula (44) extends this property to the 
minimizing polynomials P, (x) (n=1,2,...; m>1). 

Theorem V, combined with (33), (59), (60), leads to 

Theorem X. The infinite series 


* b 
2 oq (2) S p(x) f (2) p(x) de 


converges to f(x) uniformly in any sub-interval (c,d) (asc, d<b), 
where p(x) => p, > 0, provided, f(x) has a continuous derivative in (a, b). 
A sufficient condition for this uniform convergence to hold inside (c, d) 
is: f(x) satisfies Lipschitz’s condition of order >} in the interval (a, b). 

Proof. The following remark is sufficient: for f(z) having a conti- 
nuous derivative in (a,b) H,(f) =o(-). 

§ 11. 

The results given above hold, mutatis mutandis, if we replace poly- 

nomials (of degree n) by limiied trigonometric sums (of order n). 


The University of Michigan. 


(Eingegangen am 15.11. 1928.) 








Berichtigung 


zu der Arbeit von L. Vietoris ,Zum héheren Zusammenhang der 
kompakten Raiume“, Math. Annalen 101, 8. 219—225. 


Der in der obigen Arbeit S. 223 unmittelbar nach (3) stehende Ab- 
satz hat durch ein Versehen meinerseits einen von freundlicher Mitwirkung 
eines Mitlesers der Korrekturen herriihrenden Wortlaut bekommen, welcher 
mir den Anschein gibt, als wollte ich in der Priorititsfrage hinsichtlich 
der Schaffung des Dimensionsbegriffes und der Entstehung der dimensions- 
theoretischen Hauptsitze ein Urteil abgeben. Da mir dies hier ferne liegt, 
setze ich anstatt dieses Absatzes hiermit den folgenden Wortlaut: 


,Zum Beweis stiitzen wir uns auf den bekannten Satz:“ 


L. Vietoris. 

















Uber einen Satz von Herrn Esclangon. 


Von 
Edmund Landau in Géttingen. 


Einleitung. 

Alle Zahlen in dieser Arbeit seien reell, n>2 ganz, y und alle p 
Funktionen von z; alle Ableitungen in Endpunkten von Intervallen ein- 
seitig nach innen gemeint. 

Satz 1. Fiir cx >0 set 

y beschrankt, 
yO +pye P+...+zy b hrankt, 
Pn (laim<n) _beschrankt. 


y™ (0<m<n) _beschrankt. 


Dieser Satz ist neu. Herr Esclangon') bewies einen schwacheren 
Satz, indem er iiberdies ausdriicklich die Existenz und Beschranktheit von 
p® fir lom<n, 1313 n—m und wihrend des Beweises (unndtiger- 
weise) stillschweigend*) noch mehr voraussetzte. 

Da der Esclangonsche Wortlaut — er ist richtig — in neuerer Zeit zu 
wichtigen Anwendungen*) in der Theorie der fastperiodischen Funktionen 


Dann ist fir z«=>0 


1) Sur les intégrales bornées d’une équation différentielle linéaire [Comptes rendus 
hebdomadarres des séances de |’Académie des Sciences, Paris, 160 (1915), S. 475-478]; 
Nouvelles Recherches sur les Fonctions quasi-périodiques {Annales de l’Observatoire de 
Bordeaux 16 (1921), 8. 51—177], 8. 149—154. 

*) Bereits der von Herrn Esclangon auf 8. 476 bzw. S. 150 eingefiihrte Diffe- 
rentialausdruck mit dem q, existiert sonst nicht; bekanntlich existiert nicht zu jeder 
beschrinkten Funktion ein unbestimmtes oder bestimmtes (Riemannsches oder 
Lebesguesches ) Integral. 

*) Bohr und Neugebauer, Uber lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko- 
effizienten und fastperiodischer rechter Seite [Nachrichten von der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, Jahrgang 1926, 
8. 8—22], 8. 10 und §, 14. 
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fiihrte, will ich einen einfacheren Beweis fiir ihn, namlich alsbald fiir den 
weitergehenden Satz 1 angeben. Allerdings liegt dieser Beweis dem Kenner 
der ersten Seiten einer beriihmten Hardy-Littlewoodschen*), zwei Jahre 
vor Herrn Esclangons erstgenannter Note erschienenen Arbeit sehr nahe. 
Fiigt man noch die Voraussetzung der Stetigkeit von y™ hinzu, so 
ist der entstehende Satz iiberhaupt keiner Publikation wert. Denn, wer 
Hardy-Littlewoods*®) Theorem 3(a@) kennt, muB sich sagen: Wird 
w (x) = Max(1, Max | y™ (z) |) 


0SzS2 


gesetzt, so ist mit von z freien P fir r>0, OS m<n 


baad 
ly™|< Pw, 


also 
n—1 


ly™|<P,+ > |p, ||y* "|< Po*, 
m=1 


-1 n—1 


/ o=3, 
w < Max\1,P,0"*)<P,o", 
w < PY, 
ly™|<SP,PP<SP, fir OS m<n. 


Auch der volle Wortlaut des Satzes 1 lieBe sich durch Hinzufiigung 
weniger Zeilen zu Hardy-Littlewood beweisen. Doch will ich den Beweis 
ohne Zitate auf jene Abhandlung fiihren und werde statt dessen den in 
vierfacher Hinsicht weitergehenden Satz 2 und den in dreifacher Hinsicht 
weitergehenden Satz 3 beweisen. 


Erstens wird die Voraussetzung der Beschrinktheit der p, und des 
Differentialausdrucks durch weniger. ersetzt; 

zweitens beziehen sich die Satze auf ein endliches Intervall; © 

drittens wird in Satz 2 (nicht aber in Satz 3) vom Differentialausdruck 
nur eine einseitige Ungleichung vorausgesetzt (und entsprechend bei y™ 
behauptet ) ; 

viertens hat die ganze Sache nichts mit linearen Differentialausdriicken 
zu tun; statt 

Py?) +. + Pay 


(wo ja das Glied p,y ohne weiteres gestrichen werden kann) lege ich ein 


*) Contributions to the Arithmetic Theory -of Series [Proceedings of the London 
Mathematical Society (2) 11 (1913), 8S. 411—478]. 
5) Loe. cit., 8. 422. 
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beliebiges Polynom 
$= P(y’,....y*-?) = > P,. g’®... yin-2) in 


zugrunde, wo die 1, (0 <<m<n) die verschiedenen Systeme mit 


ola a 


n—-1 


(1) Sml,<n, 1,20 und ganz, 
m=1 


durchlaufen; zur Abkiirzung werde 
1 n—1 
N= N(i,, ...,b,_,)= we 

gesetzt. 

Satz 2. Hs gibt zwei nur von n abhdngige positive Zahlen «(n) und 
P(n) mit folgender Higenschaft: 

Fiir |x| <1 set 

ly| <1. 

Es sei fiir jedes System (l,,) mit (1), wenn 
(2) pw = Max (1, y™ (0)) 


gesetzt wird, 


(3) 1Ph,,...te-,| <2 
und 

(4) y™ +B cen. 
Dann ist 


lym(O)|<P fir O<m<n 
und 
y™(0)< P. 


Satz 3. Es gibt zwei nur von n abhdngige positive Zahlen «(n) und 
P(n) mit folgender Higenschaft: 


Fiir |x| <1 set 
ly| <1. 

Es sei fiir jedes System (l,,) mit (1), wenn 
(5) # = Max (1, | y™ (0)|) 
gesetzt wird, 
(3) IP... ...te-a| < eH 
und 
(6) ly +B] < ex. 
Dann ist 


ly™(O)|<P fir O0<mgn. 
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Satz 3 ist natiirlich ein Spezialfall des Satzes 2, obgleich eine Voraus- 
setzung, wegen y™ (0) <|y™(0)|, geringer und eine Behauptung scharfer 
ist. Denn unter den Voraussetzungen des Satzes 3 ist nur Satz 2 im Falle 
y™ (0) > 0 auf y, im Falle y™ (0) < 0 auf —y und —$(— y’,..., — y®-”) 
statt $ anzuwenden. 

Satz 3 enthalt natiirlich den Satz 1. Denn unter dessen Voraus- 
setzungen ist bei passendem A fiir e >0 


ly| <A, 
(7) Ly + py? +... + Dy’ |< A, 
\p,|<A (1g m<n-—}1). 
Wird 
r= Min(1, 4, x) 


gesetzt, so geniigt 


fiir e>0 den Bedingungen 
|¥|<1, 


" uf y™ 4 nfl y*-» +. hon J Pn—1 y’| <1 


i? r r | ; 


| yin) (m—1) , ' se i 
y+ p,rY" +... 9...9°" F i<e” 


> 


und hierin ist 
[Pye |<Arce fir 0<m<n, 


r"<sr<e. 


Satz 3 ist wegen « >1 bei jedem §>1 auf Z(x) = Y(E+ 2) (statt y), 
n—1 
¥= Sp, (€+2)r"Z"~™ anwendbar und liefert 


m=1 
\yY™(é)| <P fir 0O<m<n, 


wo P von & frei ist. 
y™ (2) =4Y™ (2) (0<m<n) 
ist also fiir x>r beschrinkt und (wegen der Stetigkeit) selbstverstandlich 
fir O0<a<r. Nach (7) ist also auch y™ fiir z>0 beschrankt. 
Da Satz 3 wesentlich einfacher zu_beweisen geht, will ich zuniachst 
im ersten Teil diesen schwicheren Satz beweisen und erst im zweiten Teil 
den vollen Satz 2. 
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Erster Teil. 
Satz 3. 


§ 1. 
Hilfssatze. 


Hilfssatz1.°) Hs sé a>0, b>0. Fiir lz|<//* set 


lyijse@, |y”|Sod. 
Dann ist dort 3k; 
ly’|<2Vab. 


Beweis. 1. Es sei a=b=1. Fiir |x| <1 ist bei passenden é,, &, 


mit —1$&<2<é,<1 
y (x) — y(—1) =(1+2) y’(x) —CE*) y(a,), 


y(1)—y(z) =(1—2)y"(z) +45 y(a,), 





also 
2y’(z)=y(1)—y(—1)+ Ot) y"(&) - go) y" (Es), 


2|y(=)|<1+1+ S52 +52 as +args, 


ly’(z)| <2. 
2. Im allgemeinen Fall geniigt 
1 
(2) =F 9(2V§) 
fir |z|<1 den Bedingungen 


I¥(2)|<1, | ¥"(2)|=|5-9"(2/$)| <1. 


Also ist fiir |x| <1 nach 1.: 
|b or(eW/@)| ml ¥’(e)] 
| vas” (e/*)| |\¥(x)|s2, 
folglich fiir |x| <]/* 
ly’(x)| <2yad. 
*) Nicht neu. Vgl. meine Arbeit Hinige Ungleichungen fiir zweimal differentiier- 


bare Funktionen [Proceedings of the London Mathematical Society (2) 18 (1914), 
8. 43-49], 8.44, FuBnote *. 
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Hilfssatz 2. Es se O<a<b. Fiir |x|<1 sei 


lyjsa, |y"|<bd. 
Dann ist dort ge! 
ly'|<2Yab. 


Beweis. Hilfssatz 1 mit y(é+2), |é|;<1— ye. 


1 
yo 


Hilfssatz 3. Hs set fiir |x| < 


lyj<1, |y™|<o. 


Dann ist dort fir 0<m<n 


ly™ | <-—s@* : 
Beweis. 1. Es sel wa=1. Man setze 


y= Max(2°", Max Max |y™|). 
O0<m<n |z|S1 
Durch Induktion wird sich auf |x| <1 fir 0S m<n 
1 


1 m 
(8) ly |<4xz * 
ergeben. 


Fiir m= 0 ist 
1 


1 
ly |=|y|gi<4—4z *. 


Aus (8) mit einem m auf 0< m<n-—1 folgt (8) mit m-+1, wenn 
1 


l-sa 
Hilfssatz 2 auf y” statt y, a=4z *", b=y angewendet wird. In 
der Tat ist erstens 
1 1 
ge-3 3 


1— sm m 
O<a=—2y sxx Sx =81, 


zweitens nach (8) 

ly |<a, 
drittens fir m<n—2 nach Definition von z, fir m=n—2 nach 
Voraussetzung (man beachte 1 < 7) 


aia <z7= b. 
Hilfssatz 2 ergibt also 


1 1 


iy] <a ag iy mag ee, 
d. h. (8) gilt mit m+1 statt m. 
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(8) gilt also fir O< m<n. 
Folglich ist 


1 


1—- —— 
Max Max|y|<4y7 *"”. 


O<m<n |2/S1 


Andererseits ist nach Definition von 7 


1 


1 
n n et | igs 
2° 4(2"") Shy 8. 


Nach Definition von x ist also 
1 


a 
x < 4 7 Qr-1 : 
x _ aor" iain 9°" : 
nach Definition von x -ist also 


\ym!<2” fir O<cm<n. 


2. Ist w beliebig, so werde 1. auf 





angewendet. Auf |z|<1 ist 
\¥(2)|<1, |¥(#)|= >] ¥()|<1, 


also nach 1.: 
\y¥™(x2)|< 2” fir O<m<n, 


also fiir lo) ate, 0<m<n, 
yj 


ly (2)| = 0" |¥™(zVo)| <2" 0". 


§ 2. 


Beweis von Satz 3. 


Es sei k= k(n) die Lésungszahl von (1), 


P=P(n)=2°", 
e=e(n) =o (<3); 





Ich behaupte, daB diese Zahlen P und e« dag in Satz 3 Behauptete leisten. 
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y™ ist nach (3) und (6) fiir |x| <1 beschrankt. 
Ich setze 


@ = Max(1, obere Grenze von | y|). 
|#|S1 


Nach Hilfssatz 8 (man benchte = 1) mit y($+<2), elst—s, ist, 
da fiir |x| <1 
lyis1, |y™|<o 


ist, fir |z]}<1, O<m<n 
m 


(9) lymI< 2°" 0* a Po” . 
Jedes der k Glieder von § ist nach (3) (da u < w wegen (5)) absolut 
< sep 9 prt th-s I< eP"o = iz 


nach (6) ist also fir |z|<1 
(nm) o , @ @ 
ly" |<ky+7=7: 


sham Goan von jy |< > . 

Nach Definition von @ ist also 

(10) wo =1, 
ly(O)ISa<P 

und nach (9) und (10) 


ly (O)|<P fir O<m<n. 


Zweiter Teil. 
Satz 2. 
§ 1. 
Hilfss&tze. 
Hilfssatz 4. Fir 0S xe<i sei 


lyjs1, y™<1. 


Dann ist 
y*-*(0) > — P,(n). 
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Beweis. Mit Pees ee ist 


2(n—1) 
n-1 : ae A a,+h fn—ath 
D(-1) 7" ("7") woh) = Side, J dey... J y-P(@,_1)da,_1. 
vr=0 *, Zn-2 


Die linke Seite ist 


ee wr ees 


4 


Im Integral rechts ist nach dem Mittelwertsatz 


y°-? (a, s)Sy*"% (0) +2,_,5 9°"? (0) + 
Daher ist 


bol = 


ad g*-1 < | te (y*-” (0) f- 3 P 
y*-” (0) = — P,(n). 


Hilfssatz 5. He sei zo Pir |x|<t sei 


lyisi, y™So. 


1 
—, 0<m<n, 


Dann ist fir |x| <t— 
yo 





ly™| < P,(n) o*. 


Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w =—1 (sonst 
betrachte man y()). 


jo 
Nach Hilfssatz 4, angewendet auf y(x+é) mit —r<for—} 
und auf (—1)"y(—2+é) mit —r+4<é<r, ist 


y*-9(2)>—P(m) fir —r<égr—F 
und 


—y*-0(@)2—P,(n) fir —t+5 <8 Se. 
Fir |x| <1 —} ist also 
(11) ly*-(2) |< P,(n). 


Im Fall n= 2 sind wir wegen t —1 <1 —} am Ziel. 
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Im Fall n > 2 werde der Hilfssatz fiir n —1 als wahr angenommen. 
Es ist nach (11), wo P,(n)>2"~* gewahlt werden darf (dann ist 


t—l1l<gr— ‘-=—— \, mit n — 1 stattn, r — ; statt tr, P,(n) statt w, 
'P,(n)’ 


fir |jz|<tr—1, O<maegn—2, 


(22) ly™| < P,(n—1) P"(n) <P, (n — 1) P,(n). 
Fir |x| << t—1, 0< m<ni ist schlieBlich nach (11) und (12) 
|y™| < Max (P,(n), P,(n —1) P,(n)) = P, (n). 


§ 2. 
Beweis von Satz 2. 


Das P,(n) des Hilfssatzes 5 darf ich >1 gewahit denken. Alsdann 
setze ich, wenn k die Lésungszahl von (1) ist, 


at AES a Fe 
é=e(n) 2"** & P* (n) iS n r) 
und 


P(n) = P,(n) 4". 


Ich behaupte, daB diese Zahlen ¢ und P das in Satz 2 Behauptete leisten. 


y™ ist nach den Voraussetzungen (3) und (4) fiir |z| <1 nach oben 
beschrankt. 


Ich setze fir O< t<1 
a(t) = Max(4”, obere Grenze von y™(z)), 


|el|se 
Q(t) =YVal(t). 


Dann fallen w(t) und 2(t) mit wachsendem ¢ nicht, und es ist 


Q(t)>4 
und nach (2) 
(13) w(t) 20(0)Su. 
Es sei 0<t<%, also 
r=t(t)—t+ ap St+7Sl 


Fiir |x| <r ist 
ly|<1, 
y™ S w(t). 
Nach Hilfssatz 5 (man beachte 


1 1 1 . 
*— 9a) ='+ aw — Om =!) 
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ist fir |z|)<t, O<m<n, 
m 
(14) ly™| < P,(n) w(t) = P,(n) Q"(z). 


Nach Definition von e, (3), (13) und (14) ist jedes der & Glieder in 
% fiir |x| <¢ absolut 


< ep * Ppt-tea(n) w@* (1) < ew * (zr) P(n) w* (r) ins eel 




















gurl ,p’ 
also nach (4) fiir |x| <t 
@(r) @(r) @(r) 
am < katt, gntl re on ° 
obere Grenze von y™ < =) 
z\st mp o? 
Nach Definition von w(t) ist daher fir 0<t< # 
(gn @(t)) 
w(t) < Max (4", oa )» 
(15 Q(t) < Max (4, 2), 
Die Zahlen 
a: -=) 
— y=>1 ganz, 

, , 2 (;) . /3\ . : 
beginnen mit —j;— 21 und streben (da der Zahler < 2(7) ist) bei 
y—-oo gegen 0. Fiir ein passendes » >1 ist also 

a (= - 5) 
(16) grti 21 
und 
/ 1 
2\ ae yi) 
an) Maar) 
Aus (16) und (15) folgt 
art c 9 (8_1) 1g/,(8 2 
(18) 2 S 2 (7-5) S Max (4, 59 («(7 =): 
Hierin ist nach (16) 
3 1\ 3 1 1 3 1 1 3 1 
"\a 2)” 4 2 ' a@-3) Sip t pang py 
\4 2” 
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Daher ist die rechte Seite von (18) gleich 4, also 
1 3 1 
O(7)s9(,-3) s+ 


Daher ist erstens 
y(0)<u<o(z) <4" <P,(n)4"= P(n), 


zweitens nach (14) mit t= 0, '=a0)Si 
|y™ (0)| << P,(n)Q"(5)<P,(n)4"—P(n) fir O<m<n. 
Géttingen, den 27, Februar 1929, 


(Eingegangen am 2. 3. 1929.) 








Uber das asymptotische Verhalten normierter Lisungen 
von Differentialgleichungen mit Parameter. 


Von 
Wolfgang Sternberg in Breslau. 


In einer in den Math. Annalen*) erschienenen Arbeit habe ich das 
asymptotische Verhalten der Lésungen gewisser elliptischer Differential- 
gleichungen mit Parameter fiir groBe reelle positive Werte dieses Para- 
meters untersucht. Im §4 dieser Arbeit handelte es sich insbesondere um 
,normierte“ Lésungen der Differentialgleichung 


a*w , d*w .. 
(A) Jat + ays Fe*w=0. 


Es zeigte sich, daB eine in einem gegebenen Bereiche S normierte, 
d. h. der Bedingung 


Sf w*da dy — 1 


geniigende Lésung w(z,y,@) von (A) als Funktion von @ keineswegs fiir 
alle Punkte von S beschrainkt zu sein braucht; es wurde namlich eine nor- 
mierte Lésung, welche in einem Punkte von S§ unendlich groB wie jo 


wird, tatsichlich angegeben. Dies war w = ys J,(or), wo J, die Besselsche 


Funktion erster Art bezeichnete. Andrerseits lieB sich beweisen, daB die 
Ordnung des Unendlichwerdens der normierten Lésungen von (A) in bezug 
auf @ héchstens } sein kann. Védllig analoge Satze ergaben sich fiir die 
normierten Lésungen der Differentialgleichung 


(B) Sat Fat [A(z ye) +e%u=0, 


wobei vorausgesetzt war, daB die Funktion A in S endliche Ableitungen 


erster Ordnung besitzt und nebst diesen Ableitungen bei wachsendem o 
beschrankt bleibt. 


*) 86 (1922), S. 280—295. 
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Daraus ergeben sich z. B. Konvergenzsitze fiir Reihen, die der Bilinear- 
reihe in der Theorie der Integralgleichungen eng verwandt sind. Bedeutet 
namlich ~,(x,y) die der Differentialgleichung (A) geniigende, zum n-ten 
Eigenwert 2, =e, gehdrige normierte Eigenfunktion des Bereiches S, wobei ; 
etwa als Randbedingung y, = 0 vorgeschrieben ist, so JaBt sich jetzt leicht 
die Konvergenz der Reihe 


$7 Hn (2, ¥) om (E, 0) 
—_ $+e 
n=1 yh 
fiir jedes positive « beweisen. Da namlich die Limesgleichung lim = = konst. 


n= co 


Weyl, Math. Annalen 71, Crelles Journ. 141, 143; Courant, Math. Zeitschr. 7) 
und andrerseits*) gp, (2, y) = 0(V4,)= O(n) gilt, hat die obige Reihe 


@o 


die konvergente Majorantenreihe ae ;x;- Sie ist also fiir alle Punkte 


n=1 ® 


x,y) und (€,7) von S gleichmaBig und absolut konvergent. 
Ein ganz anderes Verhalten zeigen nun die normierten Lésungen der 
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(1) y"+ o°y=0, 
sowie auch der allgemeineren Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 
(2) 2” +[A(z) + o*]z=0. 


Fiir die Lésungen dieser Gleichungen kann man tatsichlich aus der Nor- 
miertheit auf die Beschranktheit schlieBen, was jetzt genauer ausgefiihrt 
werden soll. 

Sei y(x, @) eine beliebige Lésung von (1), die im Intervalle ac x<b 
zweimal stetig differentiierbar und normiert ist. Durch die lineare Trans- 
formation x, = — durch die an der Form von (1) nichts Wesentliches 


geandert wird, kann man die Zuriickfiihrung auf das Intervall 0...1 er- 
reichen, wodurch sich die Rechnung vereinfacht. Es wird also a= 0, b= 1 
angenommen. Unsere Lésung kann in der Form 


y= c,(o)sinoxr+c,(e)cosox 


dargestellt werden, wo c, und ¢, Funktionen von g allein sind. Nun ist 


1 1 1 1 
J y%dx—c?f sin*oxdz +2 f cos*oxrdz + 2c, c, f singxcosoxdx 
0 0 0 0 


=1. 


*) Im folgenden wird das von E. Landau eingebiirgerte Symbol O benutzt. 
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Oder 


1 

. 1 sin2e 1 , sin2e 1 — cos 20 
2 —  \ = ae oaneent ND cactinad. 1 

Jy dx =e? (5 —“Ge*) +4 (9+ G4) +2447 

0 





1 


—t5%+0(- 


) +¢0(-) o 2¢,¢,0 (=) 


ce? +c2 1 


= 45% + (e? + ¢7)0(-) 
=( +4) (5+0()) 
=1. 


Daher ist 
ej +e3=O(1), ¢,=O(1), «=—O(1). 


Mithin gilt im Intervall 0...1 gleichmaBig die Limesgleichung 
y (2, @) ome: 0(1), 
w. z. b. w. 


Was nun die Gleichung (2) betrifft, in der A(z) fir OS r< 1 als 
stetig vorausgesetzt wird*), so benutzt man zuerst den fundamentalen Satz 
der Sturm-Liouvilleschen Theorie: Es existieren zwei fiir 0 < «<1 zweimal 
stetig differentiierbare Lésungen z,,2z, von (2), die den Limesgleichungen 


2, (2, @) = singz +0(-), 


2,(%,0)= cos x + 0 (=) 


geniigen. Sie bilden natiirlich ein Fundamentalsystem. Sei nun z(z, 9) 
eine beliebige fiir 0 < x <1 zweimal stetig differentiierbare und normierte 
Lésung von (2). 

Man kann 


z=, (o)2, + C, (@) 2, 
setzen. 


Da 





®) Allgemeiner kénnte man statt A(x) eine Funktion A(z, 0) zulassen, welche 
die Limesgleichung A(z, @) = O(1) erfillt. 
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ist, findet man, wie oben, 


1 
1 1 
jras—(¢+ay(}+0Q))=1 
woraus sich wieder die Beschrinktheit von c, und c, ergibt. Daraus folgt” 
aber wegen z,=O(1) und z,=O(1) auch 
z= 0(1), 


w. z. b. w. 
Es sei noch bemerkt, da8 ein analoger Satz fiir Gleichungen héherer 
Ordnung nicht gilt. So hat z B. die Differentialgleichung vierter Ordnung 


ylY¥ — opty =0 
die in bezug auf das Intervall 0...1 normierte Lésung 


y(z, 0) = /2e— 


Vere—1- 


oz 


An der Stelle x = 1 hat man aber 


1, ¢) = 72e—— = ye0(1), 
y(1,e)= 20 "a a ¥eO(1) 
so daB y(1,o) unendlich gro8 und zwar von der Ordnung } in bezug 
auf o wird. 
Ein ahnliches Resultat findet man bei Untersuchung der Gleichung 





y% =" o* y= 0. 
Es ist also eine Eigenart der Sturm-Liouvilleschen Gleichung, daB sie 
keine normierten Lésungen besitzt, die nicht auch beschrankt sind. Hierin 
steht diese Gleichung in einem Gegensatz ebenso zu gewdhnlichen Diffe- 


rentialgleichungen héherer Ordnung wie auch zu partiellen Differential- 
gleichungen. 


(Eingegangen am 1. 11. 1928.) 











Theorie der adiabatischen Invarianten allgemeiner 
Differentialsysteme. 


Von 


Harald Geppert in GieBen, z. Zt. Rom. *) 


1. 

Wie so viele mathematische Probleme verdankt auch die Frage nach 
den adiabatischen Invarianten mechanischer Systeme ihren Ursprung der 
Quantentheorie, und fiir ihre Zwecke wurde auch das erste auf sie beziig- 
liche Theorem, der Sommerfeldsche Satz von der adiabatischen Invarianz 
der Phasenintegrale, bewiesen*). DaB diese Frage, unabhingig von den 
Strémungen der modernen Atomtheorie, auch fiir die Probleme der 
klassischen Mechanik von Wichtigkeit ist, hat man erst neuerdings erkannt, 
und man verdankt Herrn Levi-Civita*) eine sehr elegante, umfassende 
Theorie der adiabatischen Invarianten mechanischer Systeme, die die Basis 
fiir eine durchdringende mathematische Behandlung des ganzen Komplexes 
bildet. Die Levi-Civitasche Theorie unterliegt zwei wesentlichen Einschrin- 
kungen: Erstens gilt sie nur fiir Hamiltonsche Differentialsysteme, und 
zweitens setzt sie voraus, daB die bekannten Integrale derselben in Invo- 
lution (im Lieschen Sinne) liegen, und es erhebt sich naturgemaB a poste- 
riori die Frage, wie weit die erhaltenen Resultate von den genannten 
Bedingungen unabhingig sind. Bei der Untersuchung derselben zeigte sich, 
da8 der Begriff der adiabatischen Invarianten viel weiter zu fassen ist als 
bisher und auf allgemeine Differentialsysteme iibertragen werden muB, 
und da8 sich alsdann eine weitreichende, in das Gebiet der Funktional- 
analysis zu verweisende, mathematische Theorie desselben entwickeln laBt *), 
die reich an analytisch belangreichen Ergebnissen ist. Ihr sind die fol- 
genden Zeilen gewidmet. 





1) Fellow of the International Education Board. 

*) Vgl. Burgers 1. 2. und die bei Born 1. wiedergegebenen Beweise. 

5) Vgl. Levi-Civita 1. 2. 

*) Vgl. die zusammenfassenden Noten: Geppert 1. 2. 3. 
Mathematische Annalen. 102. 13 
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Ihrer Natur entsprechend hat die zu entwickelnde Theorie zwei Seiten, 
eine mathematische und eine physikalische. Wir werden in unserer Be- 
handlung das Hauptgewicht auf die erstere legen, ohne den Kontakt mit 
den physikalisch wichtigen Problemen aufzugeben ; dieser wird sich be- 
sonders in den die Mittelbildung betreffenden Fragen und der Klassifizierung ~ 
der Systeme nach Imprimitivitétsordnungen bemerkbar machen. Zunichst 
setzen wir den allgemeinen Begriff der adiabatischen Invariante eines be- 
liebigen Differentialsystems auseinander; diese Invarianten werden selbst 
durch ein neues Differentialsystem bestimmt, dessen nicht identisch be- 
friedigte Integrabilitatsbedingungen die notwendigen und _hinreichenden 
Voraussetzungen fiir die Existenz der adiabatischen Invarianten bilden. 
Es ist eine beachtenswerte Tatsache, daB sich fiir eine ausgedehnte Klasse 
von Fallen die Invarianten direkt angeben lassen, wodurch das Gibbs- 
Hertzsche Theorem verallgemeinert wird. Die entwickelte Theorie ist reich 
an Anwendungen auf die Mechanik auch nichthamiltonscher Systeme. 


§ 1. 
Der Begriff der adiabatischen Invariante. 


Wir gehen aus von einem Differentialsystem erster Ordnung der Form: 


d 
(1.1) <— = X,(x,...2,|@,...4 


qi (¢ =1...2) 


e) 
in den Variablen z,...z,. Die X; seien (in dem zu betrachtenden Ge- 
biete) stetig derivierbare Funktionen, die auBer den genannten Variablen 
noch gewisse Parameter a, ...a 3 enthalten; wir setzen sie — ohne daB dies 
fiir die folgenden Begrifisbildungen wesentlich ist — als von ¢ frei voraus. 
Sind die Parameter a,...@, konstant, so besitzt das System Lésungen, 
die man formal schreiben kann: 

(1.2) ©, = 2; (t — ty, €,...€,_,|@,---@,) (¢ =1...m), 


““n—1 


wobei t,,¢,...¢,_, die m Integrationskonstanten bedeuten; sie sind im 

Kleinen eindeutig und daher in einem gewissen Bereich auflésbar in der 

Form: 

(1.3) f, (%---%,|@,--.0,) =, (¢=1...»—1), 
f, (%-+-%,|@,-..4,) =t— ty. 

Es wird zweckmiaBig sein, sich diese Beziehungen im Raume R,, der 
x,...2, zu deuten; interpretieren wir ¢ als Zeit, so stellen die Gleichungen 
(1.2) die Bahn eines sich im R, bewegenden Punktes P dar, dessen Ge- 
schwindigkeitskomponenten durch (1.1) als Funktionen des Ortes gegeben 
sind. Wir wollen diese Trajektorie oder Integralkurve in Zukunft mit & 
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bezeichnen. Die ersten n —1 der Gleichungen (1.3) reprisentieren n — 1 
Hyperflichen des R, der Dimension n —1, und fF erscheint als deren ein- 
dimensionale Schnittkurve. Dies alles gilt nur in enem Gebiete des R,, 
in dem die Gleichungen (1.2) regular und eindeutig auflésbar sind. 

Sind nun die Parameter a,...a, nicht mehr konstant, sondern auch 
Funktionen von t, so kann man zwar den Lésungen des Systems i. a. die 
Form (1.2) bzw. (1.3) belassen, mu8 dann aber auch die ¢,, c,...c¢,_, 
als Funktionen von ¢ ansehen, und zwar bestimmen sich letztere aus den 
auch der Stérungstheorie zugrunde liegenden Differentialgleichungen: 


de —y af; da, dt, “3 da 
1.4) py 2 as — ‘SOs oe =1...n—1), 
dt — ca, dt dt — ca, dt 
v=1 vy=l 
zu deren Integration wir zweckmaBig in hs (¢=1...n) die Relationen 
5 
1.2) an Stelle der x, substituieren, wodurch wir etwa die Gleichungen: 
r Of, _ + . - : 
1.5) =? Pi, (t — by, C,.-.€,_,|@,---@,) (#=1...m; r=1...Q) 


finden mégen. Das System (1.4) geht dann iiber in: 
1.6) de; = >’ 9, 4a,, dt, = — >’ ¢,, 44, (¢=1...n—1), 
v=1 


v=] 


in dem nur noch die Variablen ¢, t,,c,...c,_,,@,-..@, vorkommen. Diese 
Gleichungen sind, wie aus (1.4) ersichtlich, bei vorgelegten a,(t) integrabel, 
und die c,(t) resultieren aus ihnen als fonctions de ligne beziiglich der 
a,(t); damit letztere zu gewohnlichen Funktionen der a, werden, ist hin- 
gegen erforderlich, da8 die Gleichungen (1.6) fiir beliebige a, unbeschrankt 
integrabel seien, was weitere Integrabilititsbedingungen impliziert. Die 
Beziehungen (1.6) liefern zusammen mit (1.2) die Trajektorien der .ge- 
stérten* Bewegung. Man kann sie also, wenn man vom Falle konstanter 
Parameter als Grundlage ausgeht, als eine andere Form der Gleichungen 
(1.1) auffassen. 

An Stelle dieses Differentialsystems (1.6), dessen Betrachtung nichts 
Neues geben wiirde, legen wir im folgenden ein anderes Differentialsystem 
zugrunde, das aus (1.6) dadurch hervorgeht, daB man die Koeffizienten ¢,, 
einer Funktionaloperation beziiglich ¢ unterwirft. Wir wollen hier speziell 
solche Operationen heranziehen, die den Charakter einer Mittelbildung 
tragen, jedoch ist auch das allgemeinere Problem einer beliebigen Operation 
der Behandlung zuginglich. Es sei also T= 7,...7, ein beliebiges, aber 
festes Intervail der Variablen ¢, iiber das wir die Mittelbildung erstrecken, 


F(t —t), ¢,...¢,_,|@,-..@,) die Verteilungsfunktion der letzteren, so 
13* 
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setzen wir generell fiir eine von ¢— t,, ¢,...C,_,, @,-..@, abhangende 
GréBe a als ,,Mittelwert*: 


to+ Ty 
(1.7) in 7 a (t — ty, C,..-C,_,|@,...@,) F(t — ty, €,...6,_|@,--.@,) dt 
+T, : 
t.+T, 
F(t — to, €,..-C,_4|@,---@,) dt, 
to+T, 


natiirlich unter der Voraussetzung, daB die auftretenden Integrale einen 
Sinn haben®). Die Integration in (1.7) verstehen wir so, daB sie sich 
nur auf das in « und F explizit auftretende Argument ¢ — ¢, bezieht und 
demnach die GréBen ¢,, c,...¢,_,, @,---@ 5 als Konstanten behandelt. 

Durch Anwendung der Operation (1.7) auf die Koeffizienten von 
(1.6) entsteht das neue n-gliedrige Differentialsystem: 


(1.8) de,= S%,,da, dt=—3S%,,da, (¢—1...n—1), 
v=] v=1 ° 


das nur noch die Variablen ¢,, c,...c,_,, @,--.@, enthalt, und in dem 
a,...@, die Rolle der unabhingigen Variablen spielen. Es bildet die 
wesentliche Grundlage der folgenden Theorie. In das Gebiet der Physik 
verweisen wir die Frage, unter welchen Bedingungen das System (1.6) 
durch (1.8) praktisch ersetzt werden kann; es wird dies immer dann der 
Fall sein, wenn die Parameter sich gegeniiber der Bewegung des Punktes P 
in einer zu prazisierenden Weise ,unendlich langsam“ oder ,,adiabatisch“ 
andern*). Wir setzen natiirlich die Existenz der @;, voraus, wozu not- 
wendig ist, daB 7’ im Regularitiatsintervall von (1.2) liege. Wir bezeichnen 
(1.8) kurz als das gemittelte System. 

Das gemittelte System ist nicht immer komplett integrabel, wir werden 
vielmehr seine Integrabilitaitsbedingungen, die sich in Einschrankungen fiir 


das urspriingliche System (1.1) aéuBern, zu besprechen haben. Wir defi- 
nieren nun: 


Definition 1. Jede Invariante des gemittelten Systems heift eine 
adiabatische Invariante. 


Fiir eine adiabatische Invariante J(t,,c,...¢,_,|@,--.@,) ist also 
charakteristisch das simultane Bestehen der folgenden go Differentialglei- 
chungen : 

m—1 


aJ _ aJ _ aJ ie 
(1.9) 2 36, Fe — 59, Fue + 0, = 9 (» =1...@). 


5) In der Physik hat man bisher nur den Fall der einfachsten Mittelbildung: 
F=1 in Erwigung gezogen, doch bedeutet unser allgemeiner Standpunkt keine Er- 
schwerung. 

*) Vgl. hierzu die Note in Levi-Civita 3. 
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Die Systeme (1.8) und (1.9) sagen dasselbe aus und besitzen die gleichen 
Integrabilitatsbedingungen. 

Nennen wir eine GréBe ,,im Mittel invariant“ gegeniiber dem System 
(1.1), wenn der durch (1.7) erklarte Mittelwert ihrer totalen Ableitung 
nach ¢ vermége (1.1) verschwindet, so kénnen wir die obige Definition 
auch durch die folgende ersetzen: 


Definition 2. Zine fiir alle Werte der “* (y—1...0) im Mittel 
invartante Funktion der Integrationskonstanten und Parameter des Systems 
(1.1) hetft eine adiabatische Invariante desselben. 

Man hat nimlich nur zu beachten, da8 nach (1.6) 


Z-3(52 Pi» — aot so \ oe 


ist, und die Definition 2 fordert, da J von ¢ nicht explizit abhangen soll, 
das Bestehen des Gleichungssystems (1.9). 

Diese zweite Definition ist die urspriinglich von den Physikern ange- 
nommene Begrifisbildung; denn fiir sie handelte es sich darum, GréBen zu 
finden, die bei beliebiger adiabatischer Anderung der Parameter invariant 
bleiben, wobei das ,unendlich schwach“ der Anderung dadurch prizisiert 
wird, daB an die Stelle der gewéhnlichen Invarianz die Invarianz im 
Mittel treten darf. Dies hat praktisch den Vorteil, daB man im System 
(1.9) zu Gleichungen gelangt, die viel leichter zu integrieren sind als die 
urspriinglichen Beziehungen (1.6); wir werden, wie sich noch zeigen wird, 
in der Lage sein, in einer groBen Klasse von Fallen ihre Integrale wirklich 
anzugehen. 

Die durch (1.7) definierten Mittelwerte hangen i. a. noch von ¢, ab; 
wir wollen uns aber im folgenden ausschlieBlich auf solche Fille be- 
schranken, in denen dies nicht eintritt, namlich in denen das Intervall 7 
nicht von ¢, abhingt, und unser Interesse in erster Linie auf die Fille 
konzentrieren, in denen die Mittelwerte iiber unendliches Intervall erstreckt 
werden, also 


tot 
(1.10) @= lim J a(t—ty,¢,..-¢,_,|@,--@,) P(t — by Cy +++, _3|@,---@,) at 
T-+>© t, 


t+T 
: Jf P(t—%&,¢,...¢,_, |a,...a,)dt 
to 
zu setzen ist, weil hier unsere Theorie besonders schéne Resultate liefern 
wird. Man kann dann das Problem der adiabatischen Invarianten etwas enger 
fassen und sich auf die Aufsuchung solcher Invarianten beschranken, die 
von t, unabhingig sind, d.h. solcher Funktionen J(c, _1|@,-+-@,)s 
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fiir die die Gleichungen: 
n-1 
(1.11) > = wt =0 (oes8..:0) 
t=1 
identisch befriedigt sind. 

Da jede Funktion einer oder mehrerer adiabatischen Invarianten 
wieder eine solche ist, wird es geniigen, die unabhingigen partikularen 
Lésungen von (1.11) zu finden, deren gréBtmégliche Anzahl n —1 sein 
wird; sie werden die GréBen c,...c,_, mit den Parametern in Beziehung 
setzen. Die Gleichungen (1.11) setzen die Existenz der @;, und diese 
wieder die eindeutige Auflésbarkeit von (1.2) im Gebiete 7’ voraus; sollte 
diese Bedingung fiir eine Reihe von GréBen ¢,, nicht erfiillt sein, so kann 
trotzdem das Problem seinen Sinn behalten, indem man J von den ent- 
sprechenden c, als unabhangig voraussetzt. SchlieBlich entnimmt man aus 


(1.11) den trivialen Satz: 


Satz 1. Jedes von den Parametern freie Integral f,(x,...x,) =; 
des urspriinglichen Systems ist eine adiabatische Invariante. 


§ 2. 
Zwei Beispiele. 


Bevor wir uns der allgemeinen Theorie zuwenden, mégen hier zwei 
Beispiele Platz finden, die wir spiter von andern Gesichtspunkten aus be- 
handeln werden. 


1. Beispiel. Die eindimensionale elastische Bewegung kann, wenn a, 
die Elastizitatskonstante bedeutet, folgendermaBen dargestellt werden: 


dz, dx, 
at 7 a. = 
Die Integrale sind: 
Pete Cre rp # 
=| e+— 2 - C,; f, = arctang ) a, =~ mt~%. 


Nimmt man F=1, T'=oo oder, was auf dasselbe hinauskommt, gleich 
der Periode 2% der Bewegung, so wird 
a, 
= Cc, 
73 = — 4a, , 
und (1.11) lautet: 
ad c¢, OJ — 
3a, — 4a, a, °? 
deren allgemeine Lésung ; 


(2.1) J = f(a,c}) 
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ist; d. h. bei adiabatischer Variation der Elastizitatskonstanten andert sich 
die Amplitude der Schwingung umgekehrt proportional der vierten Wurzel 
aus der Elastizitatskonstanten. 


2. Beispiel. Das Differentialsystem 


dz, dx, 
ARH Gas 
besitzt die Integrale 
x. 
fp=23+S ia} —<,, h=—-a=t—t, 


und die (elliptische ) Trajektorie ist nur dann reell, wenn ¢ —%, zwischen 


den Grenzen _ ta und Ve liegt. Nehmen wir dieses Intervall als 7 


a, Gy 
und F =1, so lautet das System (1.9) folgendermaBen: 
ad 26,03 es 2605 _ 
a+ 8a, 9? ta 3 meq 


es ist komplett integrabel und besitzt die Lésung 


(2.2) J=f(2e:"; t) 
als adiabatische Invariante. 


Auf das spiiter zu behandelnde Beispiel des gedaimpften Oszillators 
wollen wir hier nur verweisen. 


§ 3. 
Zweidimensionale Systeme. 


Indem wir uns nunmehr dem allgemeinen Problem zuwenden, werden 
wir vorerst den Fall der zweidimensionalen Systeme (n = 2) erledigen, 
weil er sich vollkommen behandeln 1a8t und einen Leitfaden fiir die fol- 
genden Betrachtungen abgibt. Es handelt sich also um das System 


a an d 

(3.1) Se = Xi (2, %| 4, --- 0); <2 = X, (#1, %|4,---@,), 
dessen Integral (wir lassen den Index 1 weg) lautet: 

(3.2) f(x,, 2 |a,...a,) =e, 

und das mithin die Gleichung 

(3.3) sfx x, + >= ss fx = == 0 


befriedigen mu8. Man entnimmt dieser Beziehung die Existenz einer 
GréBe uw derart, dab 


(3.4) fae —pX,, topk, 


2%, 02, 








(3.8) 


.6) de= Vax? + dz? = dt-Vx*+x° =H (ALY (SL) = ae. 


200 H. Geppert. 


ist. Die Integrabilitétsbedingung von (3.4) erfordert, daB u eine Lésung 
der Gleichung 

a a an , eu tye 
(3.5) 55 (HX) +55 (4 ds) = AGE t+ We Fe H(ae +3) =9, 
d.h. daB mw ein sogenannter Jacobischer Multiplikator des Systems (3.1) 
sei. Vorerst ist « jedoch nicht ein beliebiger Multiplikator, sondern eben 
derjenige, der durch die Gleichungen (3.4) eindeutig festgelegt ist; u ist 
eine Funktion von 2z,, z,|@, ...@,. 


Wir wollen annehmen, da8 die Trajektorie T frei von allen Singu- 


laritaten sei, derart, daB im besonderen die beiden Ableitungen if und sf 
nicht gleichzeitig verschwinden; dies besagt dann, daB mw zufolge (3.4) 
langs T und damit wegen der Stetigkeit auch in einer gewissen Umgebung 
von & niemals verschwindet, wenn wir annehmen, daB X,, X, daselbst 
sich regular verhalten. , hat also in seinem Regularitatsgebiet lings T 
ein bestimmtes Vorzeichen. Das Bogenelement von T la8t sich dann 
wegen (3.1) und (3.4) auf die Form bringen: 


be E 


Ox, Ga, ) u 


wobei wir gesetzt haben: 
(3.7) r= (3£)'+ (£)". 
Unseren Voraussetzungen gema8 verschwindet auch I,, langs T niemals 
und kann — indem der Richtungssinn von s nach fortschreitendem ¢ 
orientiert wird — als mit m« von gleichem Vorzeichen angenommen werden. 
Diese Beziehung (3.6) versetzt uns in die Lage, die bisher in unsern 
Definitionen auftretenden Mittelwerte nach ¢ durch raumliche, iber T mu 
erstreckende Integralbildungen zu ersetzen. Bei diesem Ubergang tritt dann 
an Stelle des Intervalls 7 der Variablen ¢ — t, vermége (1.2) ein rium- 
liches Intervall S auf & fiir die Variable s; ferner muB die bisherige Ver- 
teilungsfunktion F(t — t,,c,|a,...a@,) vermége (1.3) durch eine eindeutige 
regulire raumliche Verteilungsfunktion F(z,,z,|a,...a,) ersetzt werden, 
so daS die zugrunde gelegte Operation (1.7) iibergeht in 


a = (ce (x,, @,|@,...a,) F(x,, ,|a,...a,) Tr. ds: { F(x, &_|@,--.@,) -—ds. 
8 ‘ Ss 


Hier ist eine Bemerkung iiber « einzufiigen; « war bisher ein durch (3.4) 
eindeutig bestimmter Multiplikator von (3.1). Nun gilt aber der leicht 
zu beweisende Satz, daB der Quotient ‘zweier verschiedener Multiplikatoren 
eine Invariante des urspriinglichen Systems ist, mit andern Worten: auf 


























Adiabatische Invarianten allgemeiner Differentialsysteme. 201 


der Trajektorie T unterscheiden sich die Multiplikatoren nur um einen 
konstanten Faktor. Da letzterer in (3.8) sich forthebt, darf daselbst nun- 
mehr y jeden beliebigen Multiplikator, d.h. jede Lésung von (3.5) bedeuten. 

Ist das System (3.1) ein Liouvillesches System, d.h. verschwindet 
seine ,,Divergenz*“ : 


(3.9) 





4 25. _ ? 


0%, 
so zeigt (3.5), daB «= konst. gesetzt und demnach uw aus (3.8) und 
allen folgenden Beziehungen gestrichen werden kann. Ein Spezialfall der 
Liouvilleschen sind wiederum die Hamiltonschen Systeme ‘). 

Infolge von (3.8) nehmen die Bestimmungsgleichungen (1.11) der 
adiabatischen Invarianten die Form an: 
‘ ef pe “ S - 
(3.10) ae. ta, Tr. ds +¥. fre, ds=0 (y=1...@). 

8 

Der wichtigste zu betrachtende Fall ist der der einfachen Mittelbildung 


F=1. Bevor wir an die Lésung dieser Gleichungen gehen, miissen wir 
ihre Integrabilitatsbedingungen untersuchen. 


§ 4. 
Die notwendigen Integrabilitatshedingungen. 
Die Bedingungen fiir die vollstandige Integrabilitét des Systems (1. 11) 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ersten n —1 Gleichungen (1.8) 
lauten in unserm zweidimensionalen Falle: 


a - = —— a Qa) 
32) 2a.- ja P11 = Gas Fru — 5a, P11 + Fra zg Fin — Fingg Fis = 0 
(x, 4=1...@). 

Fiihren wir voriibergehend die Bezeichnung ein: 

aw i zy : of 

(4.2) g =| Pas; j,= -| ifr r4s (»=1...@), 
8 8 

so kann man (4.1) in die Form setzen: 

09x 292 Og , 69 \ ee Ee 
(48) oS — 5) +0(F +5) —0.(B +76) —9 


(x,A4=1...0), 


und es ist unsere Aufgabe, die hierin auftretenden Derivierten wirklich zu 
berechnen. 


”) Eine andere Ableitung von (3.8) fiir letztere findet sich bei Levi-Civita 1, 
8. 335 -- 337. 
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Das zu betrachtende Stiick S der Trajektorie T mége sich von dem 
Punkte P,, der dem Werte t—t,=— 7, entspreche, bis zu P,, der fiir 
t—t,— 7, angenommen wird, erstrecken, derart, dab 7,—7,=—T das 
Mittelungsintervall bedeutet. Erstreckt sich die Mittelung iiber die gesamte 


unendlich lange Trajektorie, so ist im folgenden die Betrachtung der Rand- ~ 


punkte P,, P, iiberfliissig. Sowohl 7, als 7, sind Funktionen von c|a, ...a,. 
Es wird dann zweckmaBig sein, neben der Kurvenschar (3.2) der Tra- 
jektorien T die der sogenannten Synchronen (vgl. (1.3)): 


(4. 4) fy (Xy, Z| @,--.@,) =t — t, = konst., 


die wir generell mit © bezeichnen wollen, einzufiihren und jeden der zu 
betrachtenden Punkte als Schnitt einer T mit (mindestens) einer © auf- 
zufassen. Die Randpunkte werden auf T von den Synchronen 


(4.5) fy (Xy, q|@,...a,) = T, baw. T, 


ausgeschnitten. Andern wir nun c allein um dc und lassen a, ... a, fest, 
so geht & in eine neue Trajektorie T’ mit der Gleichung 


(4.6) f(x,, % |@,...a,) =ce+de 


iiber, und deren Randpunkte P,, P; werden von den Synchronen 


(4.7) fy (4, | @,...,) = T) + Zede baw. T, + Tide 
ausgeschnitten. 


Wir ordnen jedem Punkte P von & den auf seiner Normalen n 
liegenden Schnittpunkt mit T’ zu und nennen diesen P’; diese Zuordnung 
la8t den Punkten P, bzw. P, zwei Punkte P; bzw. Pj entsprechen, die 
im allgemeinen von Py, P; verschieden sein werden. Um die in (4.3) auf- 
tretenden Derivierten nach ¢ zu berechnen, miissen wir die Integrale g 
lings &’ von Py bis P; erstrecken und den lings T genommenen Wert 
derselben subtrahieren. Wir kénnen also schreiben: 


(4.8) jim, BLP + fs (f'- f)}: 


die beiden ersten Summanden nennen wir die (infinitesimalen) Randglieder, 
der dritte 1a8t sich vermége unserer normalen Zuordnung P— P’ leicht 
berechnen. Es sei namlich d’n die normale Verschiebung P’—P und 
ihre Komponenten d’zx,, d’zx,, also 





(4.9) Jaa @s Ja,.« + of gy 


| > ~ , 
yg G2, Dg O% 


und es mégen durch Akzente alle auf T’ beziiglichen GréBen bezeichnet 
werden; dann ist bis auf GréBen zweiter Ordnung: 











(4.1 





Adiabatische Invarianten allgemeiner Differentialsysteme. 208 





’ ls * , 2 1 d 4 d F 
d's = Vd(x,+d'x,)'+d(x,+¢ z,) —de{1+ 7-32 5 ( %)— 7-7 5,@ z,)} 


aio) —dof14 22 (SF (20) 2 ML af at y + a) I} 


- ' | dxz OX, 02, 0%, 0%, 0%, | Ox? 





f\* 


) if 





1 __ 1 f,_ d’nra*f ;af\* af of of , 
; “ih z 4 oz,) +2 | 


re dx? Ox, 0%, Ox, 0%, + oa f (2£) }\ 


7 
Ths Loa? iJ 


Aus (4.6) und (4.9) folgt aber andrerseits: 
a ’ of » , 
ghd x, + d's, =Ty,d'n = de, 


somit 
(411) dans, da wtLe, ¢,- 2, Le, 
12 yy Ox, Iss OX, 
und damit sind wir in der Lage, den dritten Summanden in (4.8) hinzu- 
schreiben. 
Wir berechnen noch die Randglieder. Die Koordinaten von P; sind 
nach (4.11) 
we 1 af 1 
Po: — —de}|, + 5 OE as 
at Te os, ’ sd a8 ; 


diejenigen von Pj dagegen finden sich aus den beiden Gleichungen (4. 6) 
und (4.7). Bedeutet namlich (4’x,,6’,) den Vektor P, Pj, so ist in P, 


<L 9'x, 4 of b'a, o de, 


oT, 
ec 


aha x, + sho'x, 





also, wenn wir witiimed 





setzen: ‘ . 
’ _ de af of 0T,\| , __ de af. of 6T, | 
(4.12) de =—S(8-S SS), om—F(-ge tie ae): 
Aus den wegen (3.1) folgenden Gleichungen 
@ a af, af. 
(4. 13) 3£x,+ 7£%,-0, pox,+52x,=1 


folgt, daB $+ 0 ist. Die Komponenten von Pj P; sind demnach: 

1 (fe _ 2f 0%) 1 OA gf 1 (_ Af af aM) _ 1 af 
de{- bg Ot, ap re at) ‘ dct ny ( 6x, 7 Ox, 5 io mail 
und daher die or dieser Strecke: 


PoP = 8 -[ re — (2L th 4 Bf thy)! 


r 1 (af Of, , af ef,\)!° 
=dce- a+ xX: i — ele tt 
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Ein entsprechender Ausdruck findet sich fiir den andern Randpunkt; 
die Randglieder in der Summe (4.8) haben also schlieBlich den Wert: 





af py VXit% [els _ 1 (af Oh , of 2h) o 
éa, r. L ée TS \ax, Ox, | 0% Ox, lp, 


Damit sind wir endlich in der Lage, den Ausdruck fiir as zusammen- 


zusetzen; man hat nach Vorangehendem: 








alee | PEA FSF) (GO — GO) +4 FE 3 iO as 
+ [Pie facta: o5 + Gast 34) 
(4.14) + if pi (te tt ce ot) ds 
g 
+ lacie (ia og + sae) as 


ae tw rs \ dz, 0x, | Ox, O2,/) Py 





+ ZF Py Vx, fF OT)., 1 (2f oh, _ of @f\) |" 


In gleicher Weise leisten wir nun die Berechnung der Derivierten von g 
und g, nach a,. Geht a, in a, + da, iiber, wahrend alle tibrigen GréBen 
festbleiben, so tritt an Stelle von T die Kurve T* mit der Gleichung 


(4. 15) f(2,, %,|@,...a,-+ da,...a,) =e, 
und die Randpunkte werden auf ihr durch die Synchronen 


(4.16) fa (24; 2, |@,. .-@, + da,.. = T, +5 5. da, bzw. A eS da, 
ausgeschnitten; wir bezeichnen sie mit P;*, P* iii a die nae 


1? 
iiber P,, P, auf X* liegenden Punkte bezeichnen sollen. Joie Punkte P 
von & ordnen wir den auf seiner Normalen liegenden Punkt P* zu und 
bezeichnen mit d*n den Vektor PP*, dessen Komponenten 
(4.17) d*z,= Te x¢ d*n, d* 2, = sf q* 
sind. Eine zu (4.8) entsprechende Zerlegung fiihrt auch hier zum Ziel. 
Nun folgt aber aus (4.15) und (4. 17) 


of é of 
sb d* 2, +5 sh d*e »=T,d*n = — Ff da, 


also 
, a of da. 
(4. 18) d t=>-— bai } , 
ee ES as Se 
d = re z, 2 ;da,, d r= r= Ox, da, 4 
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Die auf &* beziiglichen GréBen erhalten im folgenden einen Stern; 
dann ist nach (4.10), worin nur d*n statt d’n zu substituieren ist: 


1) ere m dal HER 9 PE HAL 4 RICCO, 


in gleicher Weise findet man aus der auf (4.10) folgenden Formel, wenn 
man beachtet, daB a, in f auch explizit auftritt: 


ae {1+ < da, of | (ef( sty 9 a*f of of a*f / af") 





unglt quae | cntilie | ania } ade 


Ure 9a; |dz3 \dx,) 7 





Ox, Ox, Ox, 02, dx}? \dx, 


(4. 20) 





_dapof of, af of) 
Fat E Ox, Oa, Ox, Ox, tail} , 
und mittels dieser Formeln sind wir in der Lage, die dem dritten Sum- 


manden von (4.8) entsprechenden Terme hinzuschreiben. 
Es bleiben wieder die Randglieder zu bestimmen. Wegen (4.18) hat 
Py die Koordinaten 
- \0 
Pe. . 1 af af a, | __ 1 Of af 


Le — — 5-5 4a, |. 
2 Ty, 9% 8a a) 


Px hingegen mége die Koordinaten x, + 5*z,|° haben, dann folgt aus (4. 15) 
und (4.16): 

of rr. fa of 

bz, é* + 3 é = — 3a, 4? 

ah b*x | ofs 6*z, mae 0(T, — fe) 


1 T Oz, 0a, 





da,, 
giltig in P,, und demnach: 


* da of, of of 8(T, — fe) 
“= F(-Pn-kh me 


o, 4a /, fy of , of Ur-fy) 
m= F(t aaa t om Om)" 


Die Komponenten des Vektors P} Pj sind also 
1 (ef, of , of &T%—h) 1 of of 
dap (Gae + MN + aa 


(4.21) 


G%,8a, ' 2, day re, Ox, Oa, , 
do, (CH PL 4 09 f0) 4 1 ae at 
a % \dxz,0a, ' Ox, day 2 0%,0a;)’ 


und daher die Lange dieses Vektors: 


Se day [8(T,.—fr) of (of af, , Of ef,\}\° 
POPS = $1 |~gar Ti + do; (aa; bat + ba, Oe) 


= do, - VX + HGR + FFE (FE Ge + 5L IS), 
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und ein entsprechender Ausdruck gilt im andern Endpunkt. Damit lauten 
beispielsweise die den beiden ersten Summanden in (4.8) entsprechenden 
Randglieder in der Zerlegung fiir : 




















VXI+Xs(a(M.—f) , 1 Of (of Of, , Of af,7/? 
. = oS : a_i eumgnagen | ple aie —_ 
Fu “Tas ba, TT? da; \ x, 0x, ' dx, 6x Sp, 
89x of ,. . 
und analog fiir , wo nur der Faktor — hinzutritt. 
da, Ga, 
Setzt man alles zusammen, so findet man endlich: 
ag fp fer ef ef af: a*f of efy 
a, es ae) om. m-. 4e7e ps Ba 
Ga; da? Te \\az? ax2/ \\azx,/ dx,/ / 4 on 02, 2, zp 28 
rs 2 
a u (Of of , OF of de 
rs \Ga,0z, Ox, ' Ba,ex, Ox,)° 
s * 
(4.22) — 1 oh gt (2e OF 4 82a, 
) Ga; Ty, \O% 6% Ox, Oy, 
of wu (eF of , OF af -{ me . SN 8 2. 
[ince (Ge 85 + 335) 4¢ + (PIE tpn) TM 
8 
L Pp lt %s (OMos—f) , 1 Of (af th , af he 
| L @a ; r2, 6a dz, dz, Ox, 0x,/ | I, 
und: 
OFn _ of of pt a = 3° f a" f\/ \((2z f\: ef \14_2 a*f of of\ 
da, J Ga,0 a; r  \\ez? ~ Ox? bx,) \az,/ / Ox, 6.4.02, Oxf 


~ Jda,” ps \dajdx, dz, ' da, 0x, dx) 
S 





fat wp (a*f of a*f_ ef 


Jaa,” pr? \da,0x, Ox, ' 50,02, Ox,/ 
F : 


(4.23) — 3; 4s Pore ti eae) ds 


ef pe (of af, fF af), 


6a, 0a, \du, Ox az, ox 


ba, 0a; ae Ox, Ox, 6x, O2,/ 


Of (mon aF\ 1 a*f “ 
. neue at cers) ve sli 
fe£( \Pon ; ¥ 5a;) } oll ds - frZ& Fr ds 
s 


Of p Vit Xs [8Tns—fe) , 1 Of (af Of , Of fy 
+ 94,F — i. oe wien tate) 


~ He af Ke (fF fl 4 SF BL) ae 




















| Po 


P, 
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Diese etwas linglichen Formeln versetzen uns in die Lage, die Inte- 
grabilitatsbedingungen (4.3) in extenso hinzuschreiben. Man findet zunachst 
aus (4.14), (4.22) und (4.23) die einfachen Gleichungen: 





vai Ban JN Of auF) of (uF) : ys 
da, (ce “0a, 0a, da, J Ty 


(4. 24) 
+ Fu 








P, 


VRE (2f far) _ of Pash fo” 
Py 


0a, da, da, 6a,, 











. , Og , ag (2e”) 1 Vx24X? (a(T..,—f,) , ef @T,,\ |? 
9 aot — oi codec Me Re 
(4. 25) ac da, éa, T, 48 ’ Pu { 0a, ' Oa, Oc } P, 





12 


Wir wollen uns im folgenden ausschlieBlich auf den Fall beschrinken, 
daB in diesen beiden Gleichungen die auf P, und P, beziiglichen Rand- 
glieder fiir sich verschwinden, was eine jetzt zu interpretierende Bedingung 
fir 7,, 7, darstellt. Das von uns geforderte Verschwinden ist offenbar 
identisch damit, daB in den Endpunkten P,, P, die Beziehungen 


94 (fs ne To,1) of oT, 


gelten. Aus (4.12) und (4.21) entnimmt man dann, daB daselbst 








o's, 5* x, 


é'2, 8" 2, 


(4.27) 


wird, d.h. daB dann die Punkte P,, P; und P* baw. P,, P,, Py auf einer 
Geraden liegen. Umgekehrt, liegen diese Punktetripel je auf einer Geraden, 
so muB (4.27) gelten, und aus (4.12), (4.21) entnimmt man, da, wie schon 
oben bemerkt, % +0 ist, das Bestehen von (4.26). Man kann das auch 
anders ausdriicken: Nehmen wir namlich an, die Randpunkte lagen je auf 
einer von den a,...@, unabhangigen Kurve © mit der Gleichung 


(4. 28) IT(x,,%) = 9, 
so miissen alle Randpunkte mit gleichem Index auf der Tangente an © 
in P, baw. P, liegen, indem namlich aus (4. 28) og 

ix, 8*z, ol alli? 





es muB also (4.26) gelten; und umgekehrt, wenn die Randpunkte auf 
einer Geraden liegen, so werden sie von einer Kurve, deren Gleichung die 
a,...a, nicht enthalt (zB. eben jener Geraden) ausgeschnitten. Unsere For- 
derung beziiglich des Verschwindens der Randterme ist also gleichbedeutend 
mit der Annahme: 
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Forderung: Das Mittelungsintervall S erstreckt sich entweder tiber 
die unendliche Lange der Trajektorien, oder wird auf diesen von einer 
festen, die Parameter nicht enthaltenden Kurve ausgeschnitten. 

Wir haben dabei die beiden Kurven, die P, und P, ausschneiden, in ~ 
eine einzige zusammengefaBt, was stets erlaubt ist. 

Ist dieses Postulat erfiillt, so geben (4.3), (4.24) und (4.25) schlieBlich 
die Integrabilitatsbedingungen: 


u fafauF) af uF) 1 6(uF) >e 
[rfias.[ Plan _ 3¢ oa, § rate fief a Ta 
(4.29) ° ‘ 


F ” 12 F 12 


Verwenden wir die Bezeichnung (3.8), so kénnen wir ihnen folgende, sehr 
iibersichtliche Form geben: 

















(4.30) ¢ pi ibee? _ or BloguF _ _ af @loguF Of dloguF 


Ga; da, da, @a, 6a, Oa, Ga,, 








(x,4 =1...0), 


in der sie eine gewisse Permutabilitat von Mittelbildung und Multiplikation 
fordern. 


Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit dem 


Satz 2. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Existenz der adiabatischen Invarianten eines zweidimensionalen Systems 
lauten (4. 30). 


§ 5. 
Hinreichende Existenzbedingungen. 


Wir wenden uns nun der Deutung und Verwertung des Gefundenen zu. 
ef é@loguF 
da,’ da, 

meters ¢ — ¢, ausdriicken; setzen wir voriibergehend: 


Langs T kénnen wir die GréBen als Funktionen des Para- 





of @ log uF ae if 
da, = ¢_, — =p, (3 == Daas 0), 


so kénnen wir eine Zerlegung vornehmen: 
(5.1) OF as +h. (t—t), omen = 2, + 7, (¢— ty), 


worin h,, j, Funktionen ihres Arguments bezeichnen, deren Mittelwert iiber 
das Intervall T genommen verschwindet. Die Bedingung (4.30) erhalt 
dann die Form: 


(5.2) h.j,=h,j, (x, 4 =1...@). 
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Was sie bedeutet, kann man sich etwa an dem Falle einer periodischen 
Lésung, in dem A, und j, zu Fourierreihen werden, klarmachen; doch 
wollen wir sie nicht in ihrer Allgemeinheit behandeln, sondern drei Spezial- 
fille herausgreifen, die der weiteren Analyse zuginglich sind: 

Fall I. Es sind alle 


h,(t—t,)=0 (x=1...9), 
d. h. auf F ist of konstant, es muB also 
‘ of 
(5.3) in .(fla,...a,) (x =1... 9) 


sein. Dann folgen neben (3.3) durch Differentiation nach a, noch die 
Gleichungen 








af aX, , af eX - 
(5.4) ie tet tide (x=1...9), 


d.h. f ist nicht nur Integral des urspriinglichen Systems (3.1), sondern 
auch der o folgenden: 
(5.5) dx. aX, dx, 6X, 


1 —_ 
dt da,’ dt da, (¥=1...0), 








was besagt, daB f gegeniiber den Parametern ein stationiares Integral ist. 
In den Gleichungen (1.8) verschwindet die Funktionaloperation, sie werden 
mit (1.6), d.h. hier mit 


de= 2 aa, 


v=1 


identisch. Weiterhin ergeben (3.3) und (5.4) die Proportionen: 





Say ee (x ==1... 


3 da, ° day 


va: (xt) = ° 


woraus folgt, daB auf der Trajektorie T der Richtungsfaktor 

dx, 4X, 

dz, X, 
eine Funktion von z,, 2, allein ist. Man kann mithin die Kurvenschar 
der Z von den Parametern unabhingig wahlen und ein Integral f(z,, z,) 
von (3.1) finden, das die Parameter iiberhaupt nicht enthalt und fiir das 


dann nach Satz 1 ¢ die adiabatische Invariante wird. Dieser Fall ist also 
erledigt. 


Fall Il. Fiir einen bestimmten Multiplikator uw ist in (5.1) 


j,(¢ —t,) =0 (x=1...@), 
Mathematische Annalen. 102. 14 
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@ log uF 





also lings T ist —-~— konstant, mithin: 
Ga, 
. @ loguF tol , 
(5.6) “jan : P(f|a,.-.@,) (% = 1... 9). 


Diese Bedingung ist im besonderen dann erfiillt, wenn die 9 Gleichungen ~ 


@loguF © 
Oa, : 


(5.7) 0 (% = 1...@) 
gelten, also uF von den Parametern gar nicht abhaingt — ein Fall, mit dem 
wir uns gleich eingehender beschiaftigen werden. Die Beziehungen (5.6) 
lassen eine einfache Deutung zu, wenn die Verteilungsfunktion F = 1 ist. 
Es bezeichne namlich 


2.5) A, 


oe, , & 


6x, OX, 
die Divergenz des Systems (3.1), dann kann man (3.5) schreiben: 


é log u 


(5. i) } a 
\ x, 


@logu » 
X,+52*%,+4,=0 


und die Differentiation nach a, gibt, wenn (5.6) mit F =1 besteht: 


é log “u aX, é log u aX, ' 64, 


(5.10 
: } Ox, Ga, ex, Ga, 0a, 


= (x=1...0), 
was besagt, daB mw auch ein Multiplikator der Systeme (5.5), oder mit 
andern Worten ein gegeniiber den Parametern stationairer Multiplikator ist. 
Aus (5.9) und (5.10) folgt, daB in der Matrix 


> a ae: 
(ox, aX, 24 (x=1...@) 


da, Oa, Ga, 
simtliche dreireihigen Determinanten verschwinden miissen. (5.7) ist speziell 
erfiillt, wenn F=1 und u« = konst., also das System (3.1) ein Liouville- 
sches ist. Damit ist als Spezialfall unserer Untersuchungen der auf Gibbs 
und Hertz*) zuriickgehende Satz bewiesen: 


Satz 3. Hin zweidimensionales Hamiltonsches Differentialsystem be- 
sitzt bei einfacher Mittelbildung eine adiabatische Invariante. 


Fall III. j,,(t — t,) = konst. h, (¢t — t,) (x =1...9), 
wobei die Konstante fiir alle x die gleiche ist. Aus (5.1) folgt dann, daB 


log u F 
(5.11) et = p(fla,...0,) 22 + 9, (f\a,...4,) (x = 1...) 


*) Vgl. Gibbs 1., Hertz 1., 8. 534—535. 
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sein mu. Bestimmt man dann ein p(f|a,...a,) derart, da 


@ log g (f |a,... ao) 
7 : = p(f\a,...a,) 





ist, so gibt (5. 11) 
eee 9) a, oe 


a, — Spa t= Mi (fla---@,) (*=1...9), 


und da mit « zugleich auch «:@ ein Multiplikator von (3.1) ist, kommen 
wir auf den Fall II zuriick. 


Wir fassen unsere Resultate zusammen: 


Satz 4. Hinreichende Existenzbedingungen fiir die adiabatische In- 
variante eines zweidimensionalen Systems sind a) die Stationaritdt eines 
Integrals, b) bei einfacher Mittelbildung die Stationaritdt eines Multipli- 
kators gegeniiber den Parametern. 


§ 6. 
Die Invariante der generalisiert-Liouvilleschen Systeme. 


Bereits in (5.7) haben wir den Fall hervorgehoben, in dem ein Mul- 
tiplikator « angegeben werden kann, derart, daB uF von den Parametern 
a, i unabhangig ist; wir bezeichnen dann das System (3.1) aus einem 
spater ersichtlichen Grunde als generalisiert-Liouvillesches System. Fiir das- 
selbe mu8 eine adiabatische Invariante existieren. Die Gleichungen (4. 24), 
(4.25) vereinfachen sich (unter Beibehaltung der Forderung des § 4) zu: 


09% _ 09a 09 4, 29% _ =. 
(6.1) da, ~=s- a,’ da, ' dc sate (x,4=1. 





“+ 0); 
und es mu8 sich demnach eine Funktion V(c|a,...@,) finden lassen derart, daB 


'. 
(6. 2) TT e. ie 


i — 





ist; die Gleichungen (3.10) zeigen dann, daB V die gesuchte adiabatische 
Invariante unseres zweidimensionalen Systems wird. 

Wir kénnen V leicht explizit angeben. Bezeichnet naimlich € eine 
feste, von den a, ...a@, unabhangige Kurve, die gema8 unserer Forderung 
das Mittelungsintervall S auf ZT ausschneidet, bzw. eine beliebige feste 
Kurve, wenn 7'= oo ist, und ist B der von © und S begrenzte Bereich 
der z,, x,-Ebene, so ist 


(6.3) J=V=JfuFdz,dz,, 
B 
vorausgesetzt, daB dieses Integral einen Sinn hat. Der Beweis, dab (6.2) 


erfiillt ist, ist mittels der Entwicklungen des § 4 leicht zu fiihren. 
14* 
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Bei bloBer Variation von c bleiben naimlich «F und € ungedndert, 
nur die Trajektorie I geht in T’ iiber; die normale Verschiebung der 
Punkte P in P’ wird dabei durch (4.11) charakterisiert, und es wird also 

eV , f 
5c =| uPdsd n:de= | Fy-ds=g; 


man iiberzeugt sich leicht, da die Unterscheidung von Pj, P; bzw. P;, P,’ 
fiir die Berechnung dieser Derivierten belanglos ist, indem die Dreiecke 
P, Ps Pj bzw. P, P{ P{ uwnendlich klein von zweiter Ordnung sind (€ kann 
ja offenbar T nicht in P,, P, beriihren, da sonst nach (4.12) § =O sein 
miiBte). Bei bloBer Variation von a, bleibt nach Voraussetzung (5.7) 
uF ebenso wie € unbeeinfluBt, und T geht durch die normale Verschie- 
bung d*n in &* iiber, so daB mittels (4.18) folgt: 

he = [uPas d*n:da,= | or pt de = —9,, 

8 


éa, ie Ba 


wie wir behauptet hatten. Wir haben also folgenden Satz gefunden: 


Satz 5. Die adiabatische Invariante eines zweidimensionalen gene- 
ralisiert-Liouvilleschen Systems ist V = ff uF dz, dz,. 
B 


Ist T im besonderen periodisch und 7’ =o oder gleich der Periode, 
so wird man fiir B den von T&T eingeschlossenen Bereich nehmen kénnen. 
Handelt es sich um einfache Mittelbildung: F = 1, so fallen die Liouville- 
schen Systeme (4, = 0, « = konst.) unter die betrachtete Klasse; sie lassen 
sich im zweidimensionalen Falle (aber auch nur hier) in die Klasse der 
Hamiltonschen Systeme transformieren®), und Satz 5 fallt dann mit der 
Aussage des Gibbs-Hertzschen Theorems’®) zusammen, da das ,,Phasen- 
volumen“ 


V=JSfdz, dz, 


adiabatisch invariant ist. Die Gleichung (5.7) verlangt dann, daB u von 
den Parametern unabhangig sei, und fiir solche Systeme gilt ein Satz, den 
wir spater gleich fiir » Dimensionen beweisen und hier einstweilen nur 
aussprechen wollen: 


Satz 6. Ist u von den Parametern unabhdngig, so gibt es eine von 
den Parametern freie Koordinatentransformation, die das urspriingliche 
System in ein Liouvillesches tiberfiihrt, und umgekehrt. 


Solche, die Parameter nicht enthaltende Transformationen sind natiir- 
lich gestattet und fiir die Berechnung der adiabatischen Invarianten ohne 


®) Vgl. Levi-Civita 1., S. 336. 
1) Vgl. Gibbs 1., Hertz 1., 8. 534-535, Levi-Civita 1., 8. 339—342. 
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EinfluB, und man sieht daher, daB die genannte Klasse von Systemen im 

wesentlichen mit der der Liouvilleschen Systeme zusammenfallt, und da- 

durch erklart sich die am Anfang des Paragraphen eingefiihrte Bezeichnung. 
§ 7 

Beispiele. Der gedimpfte Oszillator. 


Die beiden Beispiele des § 2 lassen sich mittels der vorangehenden 
Satze sofort erledigen. 


1. Beispiel. Es ist 4, = 0, « = konst.= 1; als B nehmen wir wegen 
der Periodizitét das Innere der Ellipse 


2 2 


1 
- —_ 
a+ a ty =e 
so dab 
J=V=Jfdz,dz,=2Ya,c* 
B 
wird, was mit (2.1) tibereinstimmt. 


2. Beispiel. Es ist 
vs 


4,=-—ai+, p=2 


1? 1? 
vy 


wir haben also den Fall des § 6 vor uns. Demgema® existiert eine adia- 
batische Invariante. Als Kurve ©, die die Endpunkte bestimmt, nehmen 
wir die Achse z, = 0 und demnach als B den rechten (oder linken), von 
der x,-Achse begrenzten Teil der Ellipse 


a) 4 os 
21 ast = %; 
so daB also nach Satz 5 folgt: 
2a, 4, 
I= ffadx,dz, ==," 
B 7 


was mit (2.2) in Einklang steht. 


3. Beispiel. SchlieBlich wollen wir, weii von physikalischem Interesse, 
den gedimpften Oszillator behandeln; der harmonische Oszillator fallt unter 
die klassischen Beispiele**). Es bezeichnen a, und a, die Frequenz- bzw. 
Dampfungskonstante des Oszillators; dessen Bewegung wird dann durch 
die Differentialgleichungen: 


dz, dx» P a 
Te = 7 = — 2a,27,—a;7, 


7.1) a 


11) Vgl. Born 1., Levi-Civita 1., 8. 345; 2., 8. 13—14; wir verdanken den Hin- 
weis auf dieses Beispie! Herrn Levi-Civita. 








214 H. Geppert. 
wiedergegeben, deren Integrale lauten: 
2, = ce—%'-) cos y(t — t,) 
r, = — ce-%- {a, cosy (t — t,) + ysiny(t — &)}, 
worin gesetzt ist: 
y = Ja? — a?. 
In aufgeléster Form lauten diese Gleichungen: 


2 


a @,2,+2 
~~. - arctang —~———* 


1 ; a 
P . ap 2 2? . . 
f(%,, %_|\4,,4,) = = Vy Zs + (G@_2%, +2) € ° , Cc, 
: 1 G,2%,+ 2%, 
fa (%,, Z| @,,@,) = — — arctang “— $—#,, 
‘ i 


so daB man findet: 


ef ; a,c f ie a: oa ( | 
Ja, Pi = ~ y 22 (fF - ty) + sin’ y (¢ — @,) 4+ Gy Sn cy (E — by) 7, 
of c ie — as Sabi 
da, 419 By { 2a? y(t — t,) + (2a} — aj) sin 2y (t — ty) 
(7.3) - 2a, y cos 2y(t — t,)}, 
j af a, f 1 “—" \ 
a a <a { - sin 2y(t — eo 
éa, P21 y? \ t t, Dy sin = t ty) f 
ef, : 1 f 2 Geiss P } 
Ga, Pea «58 Sa — 8) — Cosy (F —&) + 5 sim 7 (6 — fy). 





Die Trajektorie ist eine sich immer enger um den Nullpunkt wickelnde 
Spirale; als die Endpunkte des Mittelungsintervalls bestimmende Kurve © 
nehmen wir die z,-Achse, wahlen 

T,==<, 1,- at 22 2 
2y 2y Y 
und finden demnach die Mittelwerte (F =1 angenommen): 


: a,c ‘ .. ajc(n+1)z, 

Fay — ya (4q(m +1)+7}, §.=— Qy3 

so daB sich die adiabatische Invariante aus den beiden Gleichungen 
(1.11), dh. 


oJ J os 
24a, e{a,x(n +1) +7} — 22.29% =0, 
o «og ee 
“.a2e(n+1)2 + 2.948 = 0 
oc éa, 


bestimmen miiBte. Man sieht aber sofort, daB die Integrabilitatsbedingung 
(4.1) hier nicht erfiillt ist, indem deren linke Seite den Wert 


a, a, ¢ 
4 
Y 
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annimmt. Den gleichen Wert ergibt die linke Seite von (4.29), wenn 
man beachtet, daB die GréBe 

2a, @, 2, +2, 

- arctang ——— 


= e 
ein Multiplikator des Systems (7.1) ist. 


Es gibt also keine adiabatische Invariante im absoluten Sinne, d. h. 
keine GréBe, die bei beliebiger adiabatischer Anderung der a,, a, invariant 
bliebe; womit iibrigens der Nachweis erbracht ist, da8 unsere Existenz- 
bedingungen (4.30) nicht trivial sind. Das gleiche gilt a fortiori fiir 
T= co, weil da die auftretenden Mittelwerte iiberhaupt nicht existieren. 

Aber eine andere Fragestellung fiihrt zu bemerkenswerten Ergebnissen ; 
wir fragen: Kann man eine solche Funktion 4(a,,a,) angeben, daB be: 
absoluter Konstanz von A eine adiabatische Invariante existiert? Dann 
sind also die adiabatischen Anderungen von a,,a, nicht mehr beliebig, 
sondern durch die Konstanz von 4 beschrinkt, und eine solche Invariante 
trigt den Charakter einer relativen adiabatischen Invariante. Wir werden 
also statt a,,a, zwei Funktionen x(a,,a,) und A(a,,a,) einfiihren und 
beachten, daB 


ef of oa, of oa, of of ba, 


of da, 


ex da, dx | ba, Ox’ eh da, dA da, OA 
ist. Es gibt nur eine Gleichung fiir die adiabatische Invariante (vgl. (1. 9)): 


(7.4) oJ Of ad af, , ad _ 


Oc Ox Cty Ox Ox 


0 


, 


indem die auf A beziigliche Gleichung nach unserer Voraussetzung weg- 
fallt. Wir wahlen der Einfachheit halber 7 =o; dann sind x,/ so zu 
wahlen, daB mindestens einer der Mittelwerte in (7.4) existiert, d.h. ent- 


weder in ef oder cts die Glieder mit ¢ — t, wegfallen, also 

da da da da 
in Da, “Se 1 2 
(7.5) —@,5*+4,5°=0 oder —a, ir +% 5, = 9 


wird. Setzen wir noch fest, daB etwa 


a(x, 4) _ 
8 (a,, a) 





sein soll, so gibt die erste Gleichung (7.5) die Werte 


2 V a 
(7.6) x= 54}, twee 
und die zweite die Transformation 


a — 4, 


(7.7) % = 





~~ 
F 

of 
F 








216 H. Geppert. 
Im Falle (7.6) erhalten wir aus (7.4) die Gleichung 


oJ aJ 
— 6°= + 4%(1— 4°). = 9 


et aii f(a, c24-*) —_ ra, c2¢, -(t) ); 


> 


dies ist also die Invariante des gedimpjften Oszillators, wenn das Ver- 
hélinis * absolut konstant bleibt. Im Falle (7.7) fihrt die Gleichung 


1 
aJ rr ad 
| | 
Cof 2x 2, y4--- =0 
auf die Invariante 


\ 


. oe , @ 
J=f(t,+ ay Sit 2) = (2y*t, —a,), 


die dann als solche gilt, wenn die reduzierte Frequenz y konstant bleibt. 


Il. 
§ 8. 


Klassifizierung der n-dimensionalen Systeme. 


Auf den im vorangehenden entwickelten Ausfiihrungen aufbauend 
wenden wir uns nun der Behandlung n-dimensionaler Differentialsysteme 
vom Typus (1.1) zu und werden zunichst eine Klassifizierung der sich 
darbietenden Probleme vornehmen. Eine erste Unterteilung ergibt sich 
daraus, daB das Mittelungsintervall 7 entweder endlich oder unendlich 
groB ist, also man die Definition (1.7) bzw. (1.10) zugrunde legt. Wir 
verwenden namlich in unsern Betrachtungen als wesentlichen Bestandteil 
die Integrale (1.3) des Systems, die aus der Auflésung der eindeutigen 
Beziehungen (1.2) entstanden sind; aber die Eindeutigkeit sowohl, wie die 
Auflésbarkeit sind Eigenschaften im kleinen, die jeweils nur fiir ein be- 
schranktes Intervall der Variablen ¢ —¢,, und damit der Trajektorie gelten. 
Die in (1.7) bzw. (1.10) zugrunde gelegten Definitionen der Mittelbildung 
verlangen aber mehr, sie fordern die Kenntnis der Integrale f, im grofen, 
namlich im ganzen Intervall 7 oder co. Solange 7’ endlich ist und in diesem 
Intervall die X; regulir sind, ist diese Unterscheidung nicht wesentlich, 
denn ihm entspricht auf der Trajektorie T ein endliches Stiick S, das wir 
als singularitatenfrei voraussetzen wollen, und das durch eine endliche 
Anzahl der oben erwahnten Eindeutigkeitsbereiche iiberdeckt wird. Langs 
dieses eindimensionalen Bogens S sind die f, also entweder eindeutig oder 
héchstens endlichvieldeutig und man kann S als endliches Stiick der 
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Schnittlinie der n —1 Hyperflichen 
(8.1) f, (4... 2,|@,-..a,) =, (¢ =1...n—1) 


des R, deuten. Durch Projektion auf die Koordinatenebenen (2; z,) 
geht S in ein endliches Bogenstiick der z,x,-Ebene iiber; wir werden nun 
spiter gerade diese Projektionen zu betrachten haben und es ist daher 
naturgemaB, daB wir auf sie die im § 4 beziiglich des zweidimensionalen 
Falles gemachte Forderung iibertragen, dergemé8 die Endpunkte des 
Mittelungsintervalls von einer festen, die Parameter nicht enthaltenden 
Kurve ausgeschnitten werden. In den R, zuriickprojiziert besagt dies, 
daB die Endpunkte von S auf einer parameterfreien Hyperfliche: 


® (x,...%,,) = 0 
liegen miissen. Wir fassen also zusammen als ersten Fall: 


A. T ist endlich, S ebenfalls, die f, lings S sind endlichvieldeutig. 
Die Endpunkte von S liegen auf einer parameterfreien Hyperjliche. 

Dieser Fall entspricht also im groSen und ganzen den bisherigen Be- 
trachtungen. Wir nehmen nun zweitens an, es sei 7J’'=oco. Wie schon 
oben bemerkt, kommt es uns auf das Verhalten der /, im groBen an, und 
dariiber ist bis heutigen Tags sehr wenig bekannt. Unsere Kenntnis dar- 
iiber beschrinkt sich im wesentlichen auf den Poincaré-Carathéodoryschen 
Wiederkehrsatz, der folgendes besagt: Liegen die Trajektorien von (1.1), 
wenigstens fiir die in Betracht kommenden Werte der Konstanten und 
Parameter, in einem zusammenhingenden Gebiet G des R, von endlichem 
Ma8e, und kann ein Multiplikator «4 gefunden werden, der in G@ positiv ist 
und héchstens in einer Nullmenge verschwindet, so kommen fast alle Tra- 
jektorien jedem ihrer Punkte unendlich oft beliebig nahe’*). Es liegt da- 
her nahe, anzunehmen, daS in diesem Falle die Trajektorien entweder 
geschlossen, also periodisch sind, oder fast alle Trajektorien eine gewisse 
Mannigfaltigkeit ® dicht erfiillen. Die Integrale (1.3), die diese Tra- 
jektorien besfimmen, spalten sich dann, eventuell nach vorheriger Kom- 
bination, in zwei irreduzible Gruppen, deren erste diejenigen m unter ihnen 
umfaBt, die lings der ganzen Trajektorie T eindeutig oder endlichvieldeutig 
sind : 


(8.2) fy (2, --. | @,...a,) =e, (A=1...m) 


und deren zweite die lings Z unendlichvieldeutigen Integrale enthilt, die 
also praktisch belanglos sind. Die Gleichungen (8.2) bestimmen im R, 


12) Vgl. Poincaré 1, Kap. 26; Carathéodory 1. Uber das Wenige, das dariiber 
hinaus bekannt ist, orientiert Smekal 1, 8. 179—11; Levi-Civita 1, 8. 331. 
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eine n — m-dimensionale Mannigfaltigkeit ®, und wir werden uns nur 
mit solchen Systemen befassen, die die sogenannte quast-ergodische Hypo- 
these befriedigen: Fast alle Trajektorien erfiillen die Mannigfaltigkett ® 
dicht. Es gibt solche quasiergodische Systeme**). Beziiglich ® wollen wir 
annehmen, daB es eine geschlossene Mannigfaltigkeit des R, bilde. 

Die Zahl m, die eine charakteristische Konstante des Systems bildet, 
bezeichnen wir als seine Imprimitivitétsordnung'*'). Die Trajektorien eines 
primitiven Systems erfiillen also ein Stiick des R, dicht und besitzen gar 
kein eindeutiges Integral, bei ihnen hat die Frage nach adiabatischen In- 
varianten offenbar keinen Sinn. Bei m-fach imprimitiven Systemen wird 
man nach solchen Invarianten suchen, die die m Konstanten c,...c¢,, mit 
den Parametern a,...a@, in Beziehung setzen, und demnach, einer Be- 
merkung am SchluB des § 1 zufolge, in den Gleichungen (1.11) nur die 
diesbeziiglichen Glieder beriicksichtigen. Der gréBte Wert m =n —1 wird 
angenommen, wenn alle Integrale des Systems endlichvieldeutig sind; 
® reduziert sich dann auf den eindimensionalen Schnitt der Hyperflichen 
(8.1), d.h. auf T, und somit ist in diesem Falle die Quasiergodenhypo- 
these trivial. Wir fassen zusammen: 


B. T ist unendlich; das System ist von der Imprimitivitdtsordnung m 
und erfiillt eine geschlossene n — m-dimensionale Mannigfaltigkeit quasi- 
ergodisch. 

Wir werden in drei Unterfille teilen: 

Bi. m=1, das System ist einfach imprimitiv; 

B2. 1<m<n—1, das System ist m-fach imprimitiv; 

B3. m=n—1, alle Integrale f, sind endlichvieldeutig, @= T ist 
eindimensional. 

SchlieBlich bietet sich als letzte Méglichkeit die dar, daB das System 
keine Quasiergodizitatseigenschaft besitzt, wie dies insbesondere bei Auf- 
treten von Singularitaten zutreffen kann; solche Systeme entziehen sich, 
soweit man nicht auf Grund der Kenntnis ihrer Integrale ebenso verfahren 
kann, wie wir es in den Fallen A und B tun werden, unserer Behandlung; 
wir miissen sie im folgenden ausschlieBen. 

C. T ist unendlich; das System besitzt keine Quastergodizitdtseigen- 
schaften. 


An Hand dieser Klassifikation wenden wir uns nun dem Problem der 
adiabatischen Invarianten zu. 





13) Beispiele enthalten: Cherry 1; Levi-Civita 1, 8. 326—328. 
4*) Wir schlieBen uns damit der Bezeichnung von Levi-Civita 1, 8. 330 an, wah- 
rend sie in Levi-Civita 2 um eine Einheit verschoben ist. 
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§ 9. 


oS 


Problemstellung fiir einfach -imprimitive Systeme. 


Die im vorangehenden erérterten topologischen Voraussetzungen be- 
ziiglich der Trajektorien haben nur den einen Zweck, die in (1.10) de- 
finierte, auf ¢ beziigliche Funktionaloperation in eine raumliche, auf ® 
beziigliche Operation zu verwandeln, in dhnlicher Weise, wie wir es in 
(3.8) fiir zweidimensionale Systeme durchfiihren konnten. Die wirklich 
genuine Generalisierung der zweidimensionalen Systeme sind die einfach- 
imprimitiven; alle iibrigen Fille werden wir durch Reduktion mittels der 
bekannten Integrale auf zweidimensionale oder einfach-imprimitive Systeme 
zuriickfiihren kénnen. 

Das System (1.1) sei einfach-imprimitiv und besitze das endlich- 
vieldeutige Integral 


(9.1) f (2, --.%,|@,...@,) = Cc, 


durch das die n —1-dimensionale geschlossene Hyperfliche ® charakte- 
risiert wird. Die Verteilungsfunktion F wollen wir fiir den Augenblick als 
konstant annehmen. Wir wollen dann erreichen, daB an Stelle der De- 
finition (1.10) eine Mittelbildung, d.h. eine Integration, iiber ® tritt, was 
zufolge der quasiergodischen Verteilung der Trajektorien iiber ® méglich 
ist. Es fragt sich nur, welche Verteilungsfunktion miissen wir dieser Mittel- 
bildung zuordnen oder welches ist die eindeutige Dichte x, mit der wir 
jedes Flichenelement d@® zu multiplizieren haben? 

x muB eine gewisse Invarianzeigenschaft erfiillen, es mu namlich 
,auf den Trajektorien mitgenommen werden“, d.h. sind d®, d®, zwei 
Elemente von ®, die infolge der Gleichungen (1.1) auseinander hervor- 
gehen (in dem Sinne, daB, wenn allen Punkten von d® der Wert t =t, 
zugeordnet wird, d®, die Gesamtheit der Punkte darstellt, die auf den 
entsprechenden Trajektorien zum Werte t= t, gehéren), so muB 


(9.2) xd D =x,d®, 


sein; dies folgt daraus, daB der Mittelwert (1.10) unabhangig von ¢,, 
d.h. vom Ausgangselement d@® sein muB. 

Wir zeigen nun, daB es im wesentlichen nur eine Funktion x gibt, 
die dieser Invarianz geniigt: Gilte nimlich dasselbe von einer andern ein- 
deutigen Dichteverteilung 4, so miiBten xd®, 4d@® also auch x:/ gegen- 
iiber (1.1) invariant, mithin letztere GréBe ein Integral des Systems (1.1) 
sein. Da dieses aber nach Voraussetzung nur ein endlichvieldeutiges In- 
tegral, nimlich f, besitzt, mu8 also 

xian P(f(z,...%,|G,..-G,)), 


e 
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also dieses Verhiltnis auf ® konstant sein; auf einen Proportionalitats- 
faktor kommt es aber bei der Dichte nicht an, demnach gibt es. im 
wesentlichen nur eine Dichtefunktion x. *°) 

Man kann die (nm — 1)-dimensionalen Flachenelemente d®, d®@®, leicht 


zu Raumelementen dr, dt, des R,, ergiinzen, die auseinander infolge von © 


(1.1) hervorgehen. Dazu betrachten wir neben der Flache (9.1) die Hyper- 
fliche ®’ mit der Gleichung 


(9.3) f(x, ...%,|@,...@,) =¢e+de; 


wir ordnen jedem Punkte P von ® den auf seiner Normalen liegenden 
Punkt P’ von ©’ zu und bezeichnen den Vektor PP’ mit d’n; diese 
Zuordnung ist, weil wir ® als geschlossen und frei von Singularitaten an- 
nehmen, iiberall eindeutig. Die Richtungkosinus der Normalen sind 

® . a 
r?, xy (at ‘ 


1 @f 


Tin OX 


(9.4) (¢=1...n); 


a \ 02; / 
t=1 


. a , 
und daher die Komponenten von d n: 


mithin 


- , , 0 j 
9. 5) dn=—; d z,= aie. 
Fas pe CX 
Nennen wir nun dr=d@d'n das iiber d@® liegende Raumelement 
der zwischen ® und @®’ liegenden Schicht, so geht es infolge der Glei- 
chungen (1.1) in das iiber d®, liegende Schichtelement dr, = d®,d'n, 
iiber, da die in der Schicht beginnenden Trajektorien dieselbe nie verlassen 
kénnen und iiberall dicht ausfiillen. Aus (9.2) folgt dann, daB 
xdDde =xI,,, dt =x,dP,de = (xI,,,),dt,, 
also die GréBe 
9.6) p=exl, 
die Beziehung befriedigen muB: 
udt = mu,dt,, 
d.h. in moderner Ausdrucksweise : fdr ist eine Integralinvariante des 
Systems (1.1). Nun gilt der leicht zu beweisende Satz**), dab, wenn diese 


15) Vgl. Levi-Civita 1, 8. 337f. 
©) Vgl. Poincaré 1, S. 41 ff. 





9.10 








9.10) 
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GréBe eine Integralinvariante ist, dann der Faktor « ein Jacobischer 
Multiplikator von (1.1) sein, d.h. die Differentialgleichung 


(9.7) » in +n Samo 


erfiillen muB8, und umgekehrt gibt jeder Multiplikator eine Integral- 
invariante. Mithin folgt aus (9.6) 


so 
(9.8) x=T-> 





wo mu jeden beliebigen eindeutigen bzw. endlichvieldeutigen Multiplikator 
von (1.1) bedeuten kann. Es gibt im wesentlichen nur einen solchen 
Multiplikator «, da der Quotient zweier solcher ein endlichvieldeutiges 
Integral von (1.1), also nach Voraussetzung eine bloBe Funktion von f 
und demnach auf ® konstant ist. 


Wir setzen im folgenden voraus, daB es eine endlichvieldeutige Lésung u 
von (9.7) gibt und daB u auf ® — abgesehen von endlich vielen Punkten — 
nicht verschwindet, also ein bestimmtes Vorzeichen hat, das wir als positiv 
wahlen. Wir werden spater (§ 11) sehen, daB diese Voraussetzung gleich- 
bedeutend ist mit der Aussage: Die die Trajektorie im kleinen definieren- 
den Funktionen f,...f,_, sollen lings derselben keine Singularitiaten be- 
sitzen. An die Stelle der Mittelbildung (1.10) tritt dann also (immer 
noch F =1 angenommen) die Definition: 


(9.9) am f(a. aha ir d@: Jiao 
in in 


Ist F=E1, so tritt hier noch unter das Integralzeichen die durch (1.3) 
transformierte, endlichvieldeutige Verteilungsfunktion F(x, ...2,|a@,...@,) 
hinzu, so daB 





a= fe(e...2,)a,..-4,) F(e..-% 4...) 2 a@: [ P(e... 24]... 

?P Pp 
wird. 

Damit gehen wir in die Differentialgleichungen (1.11) der adiabatischen 
Invarianten ein und beriicksichtigen nur die auf c und a, beziiglichen 
Differentiationen. Dann lautet dieses Differentialsystem : 

(9.11) x. sf P Fiao+e. SPizono (y=1...9), 
YP 

das die evidente Generalisierung von (3.10) bildet. Wir werden seine In- 

tegrabilitatsbedingungen und seine Lésung spiter untersuchen. 


“ 
a,)p--d® 








Ist das System (1.1) m-fach imprimitiv, d.h. gestattet es die m endlich- 
vieldeutigen Integrale 


(10.1) 


die die geschlossene n — m-dimensionale Mannigfaltigkeit ® bestimmen, so 
fiihren ahnliche Uberlegungen wie oben zum Ziel. Die Dichtefunktion x 
mu8 wieder der Invarianzeigenschaft (9.2) geniigen und ist damit bis 
auf einen konstanten Faktor auf ® bestimmt, da der Quotient zweier 
solcher Dichten ein endlichvieldeutiges Integral des Systems, also eine 
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§ 10. 
Problemstellung fiir m-fach impriuitive Systeme. 


f,(%,--.%,|@,...@,) =e, (A= 1... 8), 





Funktion der f,...f,, sein muB. 
Wir erginzen wieder d®, d®, zu Raumelementen des R, und ver- 

fahren dazu folgendermaBen: Neben @ fiihren wir die Mannigfaltigkeit ’ 

ein, die durch die Gleichungen 


(10.2) 


definiert wird und mit ® zusammen eine von den Trajektorien dicht aus- | 
gefiillte Schicht bildet, die von diesen nicht verlassen wird. Die Normalen 


f,(a@,..-%,|@,.-.@,) =e, + de, (A= 1...m) 


auf den Hyperflichen (10.1) haben die Richtungskosinus 


(10.3) 


n 
2 2 2 
ots bY (28) (¢=1...n;4=—1...m), 


Ox; ‘ Ox; 
t=1 


sie stehen natiirlich auf jedem in ® enthaltenen Vektor senkrecht. Wir 
bestimmen ferner n — m weitere Funktionen u;(z,...%,|@,...@,) derart, 


daB die Hyperflachen 


(10.4) 


u;(2,...2,|@,...a,) =¢; (j=1...n—m) | 


simtliche Flachen (10.1) orthogonal schneiden und selbst zueinander ortho- 
gonal sind, d.h. daB 


(10. 5) 


(10.6) 


gilt. Eine soiche Wahl der Funktionen u; ist stets méglich. Die Normalen- 
richtungen auf (10.4) beriihren zufolge (10.5) die Mannigfaltigkeit ® und 
bilden demnach in einem Punkte deren n— m-dimensionale Tangential- 
mannigfaltigkeit. Betrachten wir nehen den Fiachen (10.4) noch die 
folgenden: 


(10.7) 





n 
du; Of; os 
> =0 (j=1...n—m, 14=1...m), 





SH 0 Fee =1...n—m) 


u,;(z,...%,|@,...€,)=G+de, (j=1...n—m), 
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so gilt fiir je ein Paar zusammengehoriger Flachen (10.4) und (10.7) nach 
(9.5), daB das dazwischen liegende Normalenstiick die Lange 


a 
, y / Ou; 2| 
dn, {3 \3z,) dc; 
besitzt. Das Element d@ ist definitionsgema8 gleich dem seiner Tangential- 
mannigfaltigkeit, und dessen GréBe wiederum ist zufolge der Orthogonalitat 
der d’n, gleich 


n-m n 4 
(10. 8) d® = en, MT S| au) a ae ee 
j=1 t=1 
Die 2n Flachen (10.1), (10.2), (10.4) und (10.7) definieren in ihrem 
Schnitt ein Raumelement dt des R,; die lineare Unabhangigkeit der Funk- 
tionen /,, u,; gestattet, diese GréBen als neue Koordinaten des R,, einzufiihren 
und demnach zu setzen: 


race ° 4-1 
(10.9) de=da,...dx, = |a—fe “teow do, .. de, de,...d 
Ly) 


| O(a,...% Cum 


Andrerseits folgert man aus (10.5), (10.6), daB: 


n-m 71 


[26h fart ---teme}) 57 (ay 2 r? 
L O(a, ...2%_) we a! \x; m,n 
7=1 t=1 


worin 


nk Ox, Ox; D(a... %0)) 


r? , =Det yee afi _ (0(fi---fa))* 


das Quadrat der letzthingeschriebenen Matrix bedeutet. (10.9) gibt also 
in Verbindung mit (10.8) 


(10. 10) dt = 7-d®-de,...de, 


als Ausdruck fiir das Raumelement der zwischen ® und ®’ liegenden Schicht. 
Aus (9.2) ergibt sich also 


xd Pde, ...de,=xI',,,dt=%,d®, de, ...de, = («I 


m,n)t 


dr,, 
woraus man, wie in § 9, folgert, daB die GroBe 


(10. 11) p=T.,x 


ein Multiplikator des vorgelegten Sete sein muB, und umgekehrt gibt 
jeder auf ® endlichvieldeutige Multiplikator ~« — der durch diese Forderung 


bis auf einen konstanten Faktor festgelegt ist — durch (10.11) eine giiltige 
Dichtefunktion 
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Die an Stelle von (1.10) anzuwendende Funktionaloperation lautet 
sonach in diesem Falle: 


(10.12) an jo? 


und die spater zu behandelnden Differentialgieichungen der adiabatischen 
Invarianten werden: 





(10. 13) Fe) te Tax Ot a, | [Ppt ao =0 (y»=1...9). 
i=1 A 
§ 11. 
n—1-fach imprimitive Systeme. 


Der Klassifikation des § 8 entsprechend bleiben noch die Fille A und B 3 
zu besprechen, die unabhangig von allen topologischen Voraussetzungen und 
der Quasiergodenhypothese sind. Man kennt die Integrale 
(11.1) f,(a,...%,|@,...@,) =¢, (¢=1...n—1) 
und folgert aus den Identitaten 


(11.2) py x,=0 (é=1...8—1) 


n=l 


die Relationen: 





_ (1)! 8(fi---fa—1) ots 
(11.3) X,=*— a ae 


O (ay... Meg 41-.- By) 


worin « einen Proportionalitatsfaktor bedeutet und wir gesetzt haben: 





t= a(f,--- fer) 


O(a... Mua Maa--- Bn) 


Da die %,; nicht unabhangig voneinander sind, mu8 yw eine leicht zu findende 
Gleichung befriedigen; es ist namlich: 


= (u X,) - -S(- 1)°== = 





t=1 i=1 
m—1 ¢-1 : 
AST Saye tl __ ifm fats fas) 
= Om OX, O(a... 2-1 i4a---M—1 M41--- Tn) 


= y Scat *h a es oe 


0%, 0%, O(a... 4,2 er ey aol 
t=1 x=1 l=i+1 4 OX, (% t—1 %+1 t—1 Ti4+1 n) 





=0, 
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wie man durch Vertauschung von ¢ und / in der zweiten Summe erkennt; 
pw geniigt also der Differentialgleichung 


(11.4) vd (u X,) “SH Xm Simo, 


ist mithin ein Jacobischer Multiplikator des Systems (1.1). Fiihren wir 
dessen Divergenz 


(11.5) A, = >) 2% 





ein, so kann man (11.4) auch in die Form setzen 


(11.6) yx onset A, = 0. 


t=1 





Wir wollen auch hier, wie in den vorangehenden Paragraphen, die 
Forderung stellen, daB mu auf der Trajektorie (auBer eventuell in endlich 
vielen Punkten) nicht verschwindet. Ware yu lings I Null, so besagte dies 
nach (11.3), da wir die X, daselbst als regular voraussetzen, da8 lings T 
simtliche %}, verschwinden, und dies wiederum, da8 die Gleichungen (11.2) 
linear abhangig sind, also etwa eine Relation 


n-2 
Ofn—s Of * 
“2 a, 0x, (a =1...%) 


mit konstanten «, besteht. Geometrisch driickt dies aus, da8 die Integral- 
flache 





n-2 


_ es «, f, = konst. 
x= 
des Systems (1.1) lings & singular ist. Unsere Annahme fordert also, 
daB keine mégliche Integraljlache die Trajektorie als singuldre Linie besitzt. 
Die gleiche Uberlegung hat auch fiir die vorangehenden Paragraphen Geltung, 
nur daB sie dort im kleinen gilt. 


Nunmehr folgert man aus (1.1) und (11.3), daB 





> dz? 
midi i oo 
(11.7) dt=y =( 1)‘ bu tu =H: 


t=1 


worin ds das Bogenelement der Trajektorie T in R,, bezeichnet und gesetzt ist: 


(11.8) Sy n= S'S? - Slr ofr -- faa) 5): 


Bui res 
fel i—1 Tay 
Mathematische Annalen. 102. 15 
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Einer bekannten Identitaét zufolge stimmt J), , mit dem Ausdruck iiber- 
ein, der aus der im vorigen Paragraphen definierten Gréfe I, , fiir 
m =n -— 1 hervorgeht; man kann ihr eine geometrische Bedeutung unter- 
schieben durch die Bemerkung, daB 

ree 





(—1)' tT 
die Richtungskosinus der Tangente an T sind. Auf Grund von (11.7) tritt 
an Stelle von (1.7) die Mittelbildung: 





(11.9) a=|aF > *— ds: F>"—de, 

8 iS 
worin S das dem Intervall 7’ von ¢ entsprechende Stiick der Trajektorie 
bzw. fiir T= oo die Gesamtlinge der letzteren bezeichnet. Die Differential- 
gleichungen der adiabatischen Invarianten lauten demnach in diesem Fealle 


n-1 
(11.10) Sit [ ep dot. P- Cty@ (rend. ..0): 


Gc; éa, Tanto ’ cay, | 
8 8 





i=1 


§ 12. 
Die Invarianten einfach-imprimitiver Systeme. 


Nachdem so die Differentialgleichungen der adiabatischen Invarianten 
in allen Fallen aufgestellt sind, wollen wir zunichst ihre Integrabilitats- 
bedingungen und mégliche Lésung fiir einfach-imprimitive Systeme unter- 
suchen. Bezeichnen wir analog zu (4.2): 

(12.1) g—[ Fae, o, = {tir tae, 

6 ¢ 
so lauten die Integrabilitatsbedingungen des Systems (9.11) genau wie 
(4.3). Um sie in expliziter Form zu gewinnen, fiihren uns die §§ 4, 6 zu 
einem Kunstgriff. 

Es sei im Innern von @ eine stetige Ortsfunktion G(x, ...z,,|a,...@,) 
vorgelegt; wir betrachten dann das Integral 


(12.2) H=fG@(z,...z,|a,...¢,)dz,...dz,, 
wo sich die Integration iiber das ganze Innere von ® erstrecken soll, und 
0H 


wollen seine Ableitungen berechnen. Um =o ™ finden, miissen wir neben 
® die durch (9.3) definierte Hyperfliche ®’ betrachten und haben mit 
den dortigen Bezeichnungen: 


(12.3) fe ~[Oda'n:de— far ae, 
Pp 
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wie aus (9.5) folgt. Um dagegen ss zu ermitteln, fiihren wir neben ® 
die Flache ®* ein, deren Gleichung 
(12.4) f(x,...%,|@,...a,+da,...a,) =e 


lautet, und deren Punkte P* wir uns aus denen P von © durch die normale 
Verschiebung d*n entstanden denken, deren Richtungskosinus durch (9.4) 
gegeben sind, und deren Komponenten demnach lauten 








* 1 of 4 
TAP ite 
andrerseits gibt uns (12.4): 
yea f g*z,=1,,a° =— ~fda,, 
i=1 y 
also 
4Ok eo = of 1 , i re 
(12.5) dn ba, T,, 4% ; @ 2, T?, ba, bx, 24 


Bei der Berechnung von 2s ist zu beachten, daB durch die Variation 


von a, nicht nur ®, sondern auch die Funktion G im Innern von @ 
variiert, so daB also 


=. = eave" n:da, +f 2az,.. dz, 
0a, 


z, 


(12.6) on ~| ap ao+ | $2 dz,...4 


wird. Vergleicht man diese Formeln mit den Integralen g,g,, so liegt es 
also nahe, das Integral 


(12.7) V=f Fudz,...dz,, 

iiber das Innere von @ erstreckt, einzufiihren. Dann ist namlich nach 
(12.3) und (12.6) 

(12.8) tee hn oe — {Fds,. ..dz,, 


oc’ ¥ ie ba 





woraus folgt, indem man wieder (12.3) und (12.6) heranzieht, daB: 


am an _ (fof a(Fu)_ Of a(Fu)\ 1 gp 


da, 6a, J \éa, 6a, da, ba, fIin 





(12.9) 














la T da, r..4 


ag +%— — /2ge 1 
gilt. 
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Die Integrabilitatsbedingungen (4.3) lauten demzufolge explizit: 














f{ge? (Fu) @f @(Fu)\ 1 
J Pid J tees "ba, da, da; {T..?? 

é r @(Fu) 1 
(12. 10) ft ave oJ a Wiad 


—\ig? do. fre r.4@ =0 Pe Pe ee 
Ga; 


Unter Benutzung der Bezeichnung (9.10) kénnen wir somit den Satz 
formulieren: 

Satz 7. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Existenz einer adiabatischen Invariante eines einfach-imprimitiven Systems 


lauten: 

12.11 a7 @loguF = af _- @loguF _ of dloguF of Dlog uF 

a éa, da, da,, ba, @a, a, day Ga, 
(x, a = ey |e 


Ein Vergleich mit (4.30) zeigt, daB sie die gleiche Form haben wie 
im zweidimensionalen Falle, und daher lassen sich entsprechende Erdrte- 
rungen ankniipfen wie dort. 


Die Voraussetzung, daB ® im R, geschlossen sei, erméglicht die Fest- 
stellung, daB auf ® sowohl die Koordinaten z, ...z 


of @loguF 
ja, UI 
in mehrfache Fourierreihen entwickelbar sind. Setzen 


als auch alle 


n-—1? 


Funktionen derselben, im besonderen nach n — 1 reellen 


Parametern t,...t 


n—1 








wir dann 
; of @ log uF heer 
(12. 12) as +h (z,..-2%,), _ = 8 +j,(z,..-2,) 
(x=1...@), 
worin 
_ af _ bloguF 
— éa,,’ $= éa,, 


éloguF 

Ga, 
so sind die h,,7, Funktionen, deren Mittelwert iiber ® verschwindet, und 
man kann (12.11) die Form geben: 


(12. 13) hj, =h,ij,; 





die konstanten Terme der Fourierreihen fiir rif und F bedeuten, 


was sich auch als Relation zwischen Fourierkonstanten schreiben laBt. 


Drei Spezialfille treten denen des ‘§ 5 an die Seite; die Entwicklungen 
sind die gleichen wie dort, wir sprechen nur die Resultate aus: 
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Fall I. h, (2,..-2,) =0 (x= 1... 0). 


Aus den Gleichungen (1.8) verschwindet die Funktionaloperation, sie 
werden mit (1.6) identisch. f ist ein gegeniiber den Parametern statio 
nares Integral, d.h. nicht nur Integral des Systems (1.1), sondern auch 
der o Systeme 
dz, 6X, 








(12. 14) at (~=1...@), 
wofiir notwendig ist, daB in der Matrix 
yee * 
(ox, 2.) (x = 1... @) 
\0a, “°° 0a, 
alle n-reihigen Determinanten verschwinden. 
Fall Il. Fir einen bestimmten Multiplikator yu ist 
j,,(2,--.%,) =0 (x =1...@), 
also 
a log uF ; 
(12. 15) ee = ©, (f a, ---a,) (x =1...0). 


Fiir F =1 folgt, daB yu ein stationirer Multiplikator, d.h. auch ein solcher 
der Systeme (12.14) ist. Notwendig ist dazu, daB in der Matrix 


; To oe 
(2x, aX, 04, (x=1...@) 


da, “°° da,’ Ba, / 





simtliche (m + 1)-reihigen Determinanten verschwinden. Dies ist im be- 
sonderen fiir Liouvillesche Systeme (4, = 0), speziell Hamiltonsche Systeme, 
der Fall. 


Fall IIL. j,, (@,---%,,) = konst.h, (z,...2,) (x = 1...@) 


S 


laBt sich wie in § 5 auf den vorangehenden Fall zuriickfiihren. 
Zusammenfassend tritt also dem Satz 4 der folgende an die Seite: 
Satz 8. Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der adiabatischen 
Invariante eines einfach-imprimitiven Systems sind: a) die Stationaritat 
des endlichvieldeutigen Integrals, b) bet einfacher Mittelbildung die Sta- 
tionaritat eines Multiplikators gegentiber den Parametern. 


§ 13. 
Die generalisiert-Liouvilleschen Systeme. 
In (12.15) ist als besondere Méglichkeit die enthalten, dab 


(13. 1) ee on @ es ee 


6a, 


ist; wir wollen dann das System als generalisiert-Liouvillesches bezeichnen. 
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Aus (12.8) einerseits und (9.11) andrerseits folgt, daB die Gleichungen 
der adiabatischen Invariante die Form annehmen 

aJ aV aJ av . 
eee eee Bese 
d. h. aber: 
(13. 2) J=V=f Fudz,...dz, 


ist die adiabatische Invariante unseres Systems. Dem Satz 5 tritt also 
der folgende an die Seite: 

Satz 9. Die adiabatische Invariante eines einfach-imprimitiven gene- 
ralistert-Liouvilleschen Systems ist 

V= f Fudz, | 

Handelt es sich um einfache Mittelbildung (F = 1), so ist in der be- 
trachteten Systemklasse speziell die Klasse der Liouvilleschen Systeme ent- 
halten, fiir die 4, = 0, « = konst. ist; fiir sie reduziert sich die Invariante 
auf das von ® eingeschlossene Volumen des R,. Als besondere Méglich- 
keit sind hierin wieder diejenigen Hamiltonschen Systeme enthalten, die 
auBer dem Energieintegral kein weiteres endlichvieldeutiges Integral be- 
sitzen und fiir die unser Satz mit der Aussage des Gibbs-Hertzschen 
Theorems**) zusammenfallt, daB das Phasenvolumen der Energieflaiche adia- 
batisch invariant ist. Allgemeiner umfaBt (13.1) bei einfacher Mittelbildung 
die Systeme, die einen von den Parametern unabhangigen Multiplikator 
gestatten, und diese sind, wie der Satz 6 behauptet, durch eine von den 
Parametern freie, also erlaubte Transformation in Liouvillesche Systeme 
iiberfiihrbar. 

Wir beweisen nunmehr diesen Satz 6. Fiihren wir zunichst statt der 
“,.-.%, neue Koordinaten é,...&, ein, die regulare, umkehrbare, die Para- 
meter a,...@, nicht enthaltende Funktionen der z,...2, sind, so trans- 
formiert sich das System (1.1) in ein neues System 


“te 





= H,= y tx, (§=1...n); 


x= 
wir verlangen, daB dieses transformierte System vom Liouvilleschen Typus 
sei, also seine Divergenz verschwinde: 


- aH —_ aH, @ 
‘ .om 
oe, a F 1 Ox, 05, x 


i=1 t=14 





oder: 


4 n 
ans) SET BLL OE Sao 


Sa. 
i,x,A=1 i=1 











17) Vgl. Levi-Civita 1., 8. 339-342. 
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Andrerseits gelten die Identitaten 


n 
om, 57 Om 
ax, <— 068 dx, +’ 
t=1 
aus denen man folgert: 


Ox, a6, .. - §n) = (4) O(G, ... Geos Baa... Be) 


OE, O(z,...%a) O(a, ...2g—-9 Bioa-. +My) 


und daher erhalt (13.3) die Form: 





, 


n n n n 
x, YY (Hitt Oe Mba Beat be) 0(8,.-.§) FVOXe _ 


Ox, Ox, O(a, ... 23-1 2441---e) ' O(2,...%e) <i ax, =0 








x= t=1 A=1 


oder endlich: 





; 1 8 a(E,..-&s)\ _ 

tai PE ae Sa cers) bel 

woraus sich durch Vergleich mit (11.4) findet, daB die Funktionaldeterminante 
(13.5) A SEER |) 


O(a... 2,) 


ein Multiplikator des Systems (1.1) sein muB. Die linke Seite ist nach 
Voraussetzung von den Parametern unabhingig, und das gleiche muB so- 
mit beziiglich eines der méglichen Multiplikatoren von (1.1) gelten. 

Gibt es umgekehrt unter den Multiplikatoren von (1.1) einen — wir 
nennen ihn « —, der von a,...@, unabhingig ist, so kann man stets eine 
Transformation der z in die § finden, deren Funktionaldeterminante (13.5) 
gleich «, und die frei von den Parametern ist. Sie fiihrt dann, obigen 
Gleichungen zufolge, das System (1.1) in ein solches von Liouvilleschem 
Charakter iiber. Damit ist der Satz 6 bewiesen. 


§ 14. 
Die Reduktion der imprimitiven Systeme. 


Wir wenden uns nunmehr der Behandlung der allgemeinen m-fach 
imprimitiven Systeme, also in der Klassifikation des § 8 gesprochen, der 
Faille A, B2 und B38 zu, fiir deren Invarianten die Differentialsysteme 
(10.13) und (11.10) charakteristisch sind. Wir kennen also die m un- 
abhangigen Integrale von (1.1): 


(14.1) f, (2, ..-%,|@,...@,) =; (¢=1...mgn—1), 


die im R, die geschlossene Mannigfaltigkeit ® bestimmen. Es ist der 
nachstliegende Gedanke, die Kenntnis dieser Integrale zur Erniedrigung des 
Ranges des urspriinglichen Differentialsystems nutzbar zu machen, um da- 
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durch auf ein einfach-imprimitives oder zweidimensionales System iiber- 
zugehen. 


Dazu fiihrt folgendes Verfahren: wir nehmen die Integrale 
(14. 2) fas fe o+2 Fas fong +++ Se 


und lésen sie nach m—1 von den z,...2, auf, was wegen ihrer Un- 
abhangigkeit stets méglich ist. Diese Variablen, deren Wahl natiirlich von x 
abhangen kann, seien mit z,...z,,_, bezeichnet. Dann gibt also die Auf- 
lésung auf ® das Bestehen von m—1 Beziehungen der Art: 


(14.3) = yy, (Sq -+ Bq [By +.B |C,.--6, 1 O.44+--6_) (F—1...m—1), 
die identisch den folgenden Gleichungen geniigen: 


(14.4) fy (Vans++ moan? Tus Fy |G, ---G,) = C, 
(A=1...*«—1,%+1...m). 


Da die GréBen (14.2) Integrale von (1.1) sind, folgen einmal die weiteren 
Identitaten : 


(14.5) “yrs - 3724, = (§=1...m—1), 








die man sich natiirlich in den Variablen z,,...z, geschrieben denken muB, 
andrerseits bleibt ein System von n — m +-1 Differentialgleichungen iibrig: 


(14. 6) o = Xi (Yi. Pm atin? Tae Tq|Gy---,) (f= m...n), 


das nach unsern Voraussetzurigen ein einziges bekanntes endlich-deutiges 
Integral zulaBt, namlich 


(14.7) f,( Panes > Vm—a.n2 Bms + Z_) = 6 


also einfach-imprimitiv bzw., wenn m = n — 1, zweidimensional ist. 

Dieses Integral ist nichts anderes als die durch Elimination der 
Z,---%,,_, aus (14.1) hervorgehende Beziehung, d. h. stellt geometrisch 
gesprochen die Projektion ®* der Mannigfaltigkeit ® aus dem R, der 
z,.-.%, auf den n—m-1-dimensionalen Koordinatenraum R* der 
2,,:-.%, dar; woraus erhellt, daB diese geschlossene Mannigfaltigkeit ®* 
invariant ist gegeniiber der Wahl des Index x, vorausgesetzt, daB die 
Variablen, nach denen aufgelést wird, dabei die gleichen bleiben. ®* wird 
gema8 unsern topologischen Voraussetzungen von den Trajektorien des 
Systems (14.6) quasiergodisch bedeckt bzw. fallt mit diesen in der (x, _,, x,,)- 
Ebene zusammen. Man wird nun statt des urspriinglichen Systems (1. 1) 
diese reduzierten Systeme (14.6) untersuchen, und wir werden einmal die 
adiabatischen Invarianten der letzteren aufsuchen und dann nachsehen, 
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unter welchen Bedingungen diese auch Invarianten des urspriinglichen 
Systems sind. 

Es wird dazu zweckmaBig sein, vorerst einige auf das System (14.6) 
beziigliche Beziehungen aufzustellen. Alle GréBen kénnen in unsern Rech- 
nungen in zwei verschiedenen Formen auftreten: Einmal als Funktionen 
der Pigg: und frei von den c¢,...c¢,,, ein andermal als Funk- 
tionen der z,,...%|@,.-.@,|C,...Cy_1 C44. ++ Cm in dieser letzteren Form 
geschrieben, in a sie alee die Posjeition onl R* darstellen, wollen wir sie 
mit einem Stern versehen. Ferner wird in unseren Ausfiihrungen die Matrix 


m? 


(14.8) D = (76... eh) (¢ =1...m) 


Ox, 92—_-; 


eine Rolle spielen. Die durch Streichung der Zeilen p,qg,r... und der 
Spalten 4, uw... hervorgehenden Determinanten wollen wir durch 


a er 
' D3}4,7... 
bezeichnen. 


Wir bestimmen zunichst die Divergenz von (14.6); es ist: 





m-1l 
os a ae OX; dy, aX; 
(14.9) 4,= <n! ae > > te Ox, Ox; +3 bz, ° 
j=m rr j=m j 
Aus (14.4) folgen andrerseits die Gleichungen 
of, OY, x efi OWe-i.x ofa Pa 3 me 
is, ba, 7° Th. lh da, (j=m...n; 4x =1...m), 


deren Auflésung ergibt: 


wae , ~ 
(14. 10) apes = if S198 vt — > (-1)°% ‘Di, 


A=1 A=x+l1 
also 
m-l nn 
=, >> (- ez 3 134 n= > (-1'28 vs :}+ aX, 
” i=l j=om A=wx+l i=m 


Nun sind aber die f,...f,, Integrale von (1.1), d.h. es gelten die Iden- 
titaten 
(14.11) SYA x 0 (A =1...m), 


x 
jar *% 


durch deren Differentiation nach x; man findet: 


Ox; Ox, jul Ox; Ox, je1 Ox, 0x; iad 





m—1 n 
Py aX, _ Of, @X, yy eh 





Ox, * 
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so daB schlieBlich folgt: 


m—1 m—1 x—1 


m 
_— ax,{ > \it2 Of, ni Sy’ (_14+89h ni 
4-5 Jee | 3-3 (9 Dis 
t=1 j=1 A=1 A=mx+1 
n m—1_ x-1 Oh Oh ax ; 
1 i+d a i o* fi xX; 
ae X;, | S(-1) 8x,0z, Di.— bie az, dx; Dy, | + Oz; 
j=1 i=1 ~iA=1 A=x+1 i=m 


mn bie Xi +3 x ed D, 
oder, wenn 4, die Divergenz des eianeiinlen Systems bedeutet: 


n 
(14. 12) 4,= 4,+ >) x, 487s. 
i=1 
Fiir diese Ableitung ist die Bemerkung wichtig, daB D, nicht ver- 
schwinden kann, weil wir die Auflésbarkeit der GréBen (14.2) nach den 
Z,.--%,_, Voraussetzen. Der Formel (14.12) entnimmt man beilaufig 
die Tatsache, daB die Divergenz des reduzierten Systems mit der des ur- 


spriinglichen identisch wird, wenn D, ein Integral von (1.1) ist, und 
speziell den 


Satz 10. Ist das urspriingliche System von Liouvilleschem Typus, 
so gilt das gleiche vom reduzierten System dann und nur dann, wenn D, 
ein Integral des ersteren ist. 


Nunmehr sind wir in der Lage, den Multiplikator u, des reduzierten 
Systems (14.6) zu finden, dessen Differentialgleichung lautet: 








ype y us A*=0 
: Oz; BP, - ? 
j=m 
oder 
n ya 2 
Cx “Yin ¥ ~) Otn _ 
> ax, te * s+ Dos X;+ 4,4, =9, 
j=m i=1 j= 


was unter Benutzung von (14.10) und der aus (14.11) folgenden Identitat 





n m-—1 
fi x sa x ~ . 
ais, 4-— 25 ; (A=1...m) 
die Gestalt annimmt: 
m—1 m 
1 dn, 1)**4 2h é \i+a Of, ni 
i ie 3'x,{ 51 Apt. — 3-04 vs} 
i=1 A=1 Amx+1 
= an, 
+ dx,° 9 + 4,4, = 9, 


j=m 
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oder 
(14. 13) ye x, 44,4, =0; 
i=1 


in Verbindung mit (14.12) folgt hieraus: 


Sseeieeded Dy) x + A, =0, 


d. h. bezeichnet y, einen Multiplikator des urspriinglichen Systems, so ist 


— He 
(14.14) n= 


ein solcher des reduzierten Systems (14.6). 

Das System (14.6) ist — wenn wir ganz von seinem Ursprung absehen 
und es fiir sich allein betrachten — ein einfach-imprimitives n—m-+-1-dimen- 
sionales System, dessen rechte Seiten die Parameter a,...a,| C,...€,_ 1 ©, 44++- Cm 
enthalten, und diese Parameter sind auf eine a Weise hincinge- 
kommen: einmal waren die a,...4, schon in den Xx; enthalten, sodann 
kommen sie, wie auch die c durch Ausfiihrung der Substitution (14.3) 
noch einmal zum Vorschein. Wir wollen ihr Auftreten im Integral /* 
und Multiplikator u,* eingehender untersuchen. Aus den Identititen (14. 4) 
folgt zunachst durch Differentiation nach c, 





ef; OW.x of; OVm- Om —1,% Se 
is, bat °° Tee a tes = 46;, (j,4=1...%»—1, »+1...m), 


woraus sich durch Auflésung findet: 





i 
| —n — wenn i<x, 





(14. 15) oven 
“ 64241 Pea : 
(—1) p>. Wenn A>x. 
Ferner folgt: 
. m-1 
(14. 16) of Sale wit me (1th (az) 
i=1 


und: 





1 i+a i Ou, 
5 (—1) Di.z~, wenn A<x, 
5), ous bu, By, | NE Ox 
(14.17) SS on 
dc, a Ox, Bc, , m—1 p 
. i+A¢i pt 84x 
B.& (—}) Duizz,’ wenn i>x. 


t=1 











In ahnlicher Weise gibt die Differentiation von (14.4) nach a, die 
Gleichungen 
Bf; Ovin of; OWm-1.% * of; 


éz, Oa, vet > ae da, 
(j =1...«—1,x+1...m; y=1...0), 
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aus denen folgt: 
- x1 
> OWix 1 7 i+a0fh f yore 


A=1 A=x+1 


Mithin wird: 





m—1 x—1 
Of* Sef Owen , Ofe _ i. nti Da Of, 7 1)"*4 Pa Of, , Of. 
See tiene (0 Pie Se D, 3a, + ba, 
i=1 A=l1 A=x+l1 
x+i efi Dy 
if on 
(14.19) -S yes 


Beilaufig folgen hieraus in Verbindung mit (14.16) die Formeln 


m 
aft _ of S71 efi oft 
ai - , . e wit Mot i 
(14.20) éa, da, ol da, Oc (» 


A= 


in denen der Akzent an der Summe das Auslassen des Gliedes 4 =x an- 
deuten soll. SchlieBlich wird: 


~- “x—1 m—1 
éu,* ‘co Oe Ovix 4 dp, 1 ofa +241 2 
ia < 1 Ox da, | da, D, | Pe éa, 2 (— 1) Di, 
= —s t= 


m of m— ~, 
' 1)*** 5h | Ai Ou, 
=. da, Ly Dyi| +g: 





m 
49 Cus a Ou, “a Y Of due 
(14.21) da, da, Fm da, bc, ° 
§ 15. 


Existenzbedingungen der adiabatischen Invarianten. 


Das System (14.6) mit den Parametern a,...@,, ¢,...¢,_ Cua s+ Om 


und dem Integral (14.7) kann eine ediabetioche Invariante J,” besitzen, 
die dann gem&B (9.11) durch das Gleichungssystem definiert ist: 


aj” (afy pentdo* . asy + u,do* 
Oc, Sar Te" F tei 


(15.1) (A=1...»—1,x+1...m), 


Oss (fe pt te aJ, nt 
0c, je? do" + 5% [ees d@*=0 (v=1...9), 























worin I’* das Analogon der durch (9.4) definierten GroéBe I,,, fiir f* be- 
deutet; J” ist eine bloBe Funktion der @,.--@,, C.-C. Die hier auf- 


tretenden Integrale iiber die Projektion ®* lassen sich leicht in solche 
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iiber ® umformen. Man beachte, daB nach (10.10) das Raumelement 
des R, die GréBe 


dt =dz,...dz,—;—ddf,df,...df,, 
andrerseits nach (9.5) das Raumelement von R* den Ausdruck 
dt* = dz, ...dz, = 34" af, 


besitzt, woraus die Beziehungen — vgl. (14.14) — 


d® 1 do@* d® do* 
hs. ak 7 ? ey Pe r* 








folgen. Durch Ubergang von der Projektion auf die Mannigfaltigkeit ® 
kénnen wir also den Gleichungen (15.1) die Gestalt geben: 


au; avs Uo 
0c, . [% ) aR 2 Bc, JF r,.*?=9 
Pp D> 


(15.3) (A=1...«—1,*%+1...m), 


oJ, (afte p Mo aJ, Mo = — 
ne Seer ao 4% [pi ao =o (» =1...0). 
p 



































Das reduzierte System war von uns eingefiihrt worden, um die Be- 
rechnung der adiabatischen Invarianten des urspriinglichen Systems (1. 1) 
zu erméglichen. A priori ware man geneigt zu behaupten, daB jede adia- 
batische Invariante des reduzierten Systems eine solche des urspriinglichen 
ist; wir werden jedoch sehen, daB dem nicht so ist, daB dazu vielmehr 
gewisse Bedingungen erfiillt sein miissen. Unsere Frage lautet also: Wann 
ist eine Lésung von (15.3) auch eine solche von (10.13)? Da natiirlich 





ist, gibt die Elimination der Derivierten von J," aus (15.3) und 
(10.13) die Bedingungen: 





Oc, 


(15.4) xe F{a®. fiery F {ao 
A=1@ Pm. 


OF) am fr My en 
+ [QE 2) re a®. | Fi dd=0 (y—1...9), 


die mittels (10.12), (14.16) und (14.19) die einfache Form annehmen: 


“ {Dion Da on 
(15.5) (0) {Pa tf _ Oe .2fa\ 0 (y mil...@). 
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Satz 11. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
daB eine adiabatische Invariante des reduzierten Systems auch eine solche 
des urspriinglichen sei, lauten: 


Beispielsweise ist (15.5) erfiillt, wenn gewisse unter den f, in der 


Sprechweise des § 12 stationire Integrale und die erginzenden “a auf ® 


konstant, also Funktionen von f,...f,, sind. Der Fall, daB sdmtliche 
af (A=1...m, » =1...0) auf ® konstant, also alle bekannten Integrale 


stationir gegeniiber den Parametern sind, ist trivial, denn dann verschwinden 
die Mittelbildungen in (10. 13) bzw. (1.8), J wird die gewdéhnliche Invariante 
von (1.6), und fiir diese gibt es kein Analogon der Reduktionsbedingungen 
(15.5); eime andere Méglichkeit fiir das Erfiilltsein von (15.5) ist die, 
daB saimtliche 


(15.6) Pi mF (fy. fig @y---@,) (A= 1... —1, e +1...) 


sind; auch dies laBt sich deuten. Benutzt man namlich zur Reduktion 
statt der Integrale (14.2) die folgenden: f,...f,_,, f,,,---f,, und sind 
diese nach den gleichen Variablen z,...z,,_, auflésbar, so sind die Multi- 
plikatoren uw, (A=1...m) samtlicher m reduzierten Systeme nach (14. 14) 
und (15.6) bis auf einen auf ® konstanten Faktor miteinander identisch. 
Nach (14.13) wird dies im besonderen eintreten, wenn die Divergenz 4, 
fiir alle m reduzierten Systeme die gleiche ist. 

Ist also (15.5) erfiillt, so wissen wir, daB die adiabatische Invariante 
des reduzierten Systems auch eine solche des urspriinglichen ist, und wir 
haben demnach nur noch die Existenzbedingungen fiir erstere, d.h. die 
Integrabilitatsbedingungen von (15.1) hinzuzuschreiben. Dazu ziehen wir den 
Satz 7 heran und erhalten drei Gruppen von Bedingungen: 





(a) of logue F* _ Off DlogusF* dfs dlogusF* aft dlogus F* 


da, Ba, da, da, da, a, da, da, 
(v,u=1...@), 
, @loguy F*  afs dloguy F* ort Blogus I F* 


























| 
| 
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worin wir nach den vorangehenden Bemerkungen die Mittelbildung im 
Sinne von (10.12) tiber ® erstreckt denken kénnen. Mittels (14.16) bis 
(14.20) und (15.5) lassen sie sich auf eine, allerdings wenig_ iibersichtliche 
Form bringen, in der das Auftreten der gesternten GréBen vermieden wird. 
Sind die }e(o0—1)+(m—1)e+3(m—1)(m—2) Bedingungen (15.7), 
sowie die 9 Gleichungen (15.5) erfiillt, so wissen wir nach vorangehendem, 
daB das reduzierte System (14.6) eine adiabatische Invariante besitzt und 
daB diese zugleich eine solche des urspriinglichen Systems (1.1) ist. Die 
Gesamtheit dieser Bedingungen ist starker als die der Integrabilitits- 
bedingungen von (10.13), die in extenso eine sehr komplizierte Form 
haben**), bietet aber den Vorteil iibersichtlicher Handhabung. 

Zwei Spezialfalle, in denen die Beziehungen (15.7) befriedigt sind, sind 
erwaihnenswert : 
(T) MBM Af... fn |Q.--0,); “EEE BAY... fn |y.--t) 

(G=1...%»—1, x+1...m; »=1...0), 
d. h. die linken Seiten sind auf ® konstant; 
7 * 

IT) FE HA ft .-- fat |, --0,); oa = B, (fy... fm | a, ++-4,)- 
Der Fall der Proportionalitét der linken Seiten in (I), (II) laBt sich wie 
in § 12 auf die beiden eben genannten Méglichkeiten reduzieren. 

Fall I. Ist F=1, so ist, in friiherer Ausdrucksweise gesprochen, yu, 
ein stationarer Multiplikator des Systems (14.6). Sind simtliche A;=0, 
so ist also 


» dus F* P 
(15. 8) ; =0 (j=1....»—1, «+1...m), 
Cj z 


und das besagt nach (14.17) — denn eine ahnliche Gleichung wie jene 
gilt auch fiir u* F* — daB 
(15. 9) dunk _ 9 (imi... —%) 


~ Oa; 
gelten muB. (14.21) gibt dann weiter 
aus F* _ bu, F 














da, ~ da, (y= 1 7 @), 
so daB also 
(15. 10) 2G tn Bf, «.-fy) (vot.:6) 
sein muB. Sind auch alle B, = 0, so wird demnach 
© 6 oF 
(15.11) a = 9 (»=1...@), 





18) In dieser Beziehung ist zu erwaihnen, daB Fermi 1 die Aufstellung dieser 
Bedingungen fiir Hamiltonsche Systeme versucht; er beweist nur ihre Existenz an 
einem Beispiel. 
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was in Verbindung mit (15.9) besagt, daB die Grofe 
7 
2, F= D, F 


VON X,.-.L—__y, @y--.@, nicht abhdngen darf. In friiherer Ausdrucksweise _ 
ist dann das System (14.6) von generalisiert-Liouvilleschem Typus. Hinzu 
tritt dann noch die Reduktionsbedingung (15.5); hat diese die besondere 
Form (15.6), so sind alle méglichen reduzierten Systeme (wenn D, + 0 ist) 
vom generalisiert-Liouvilleschem Typus. 


Fall Il. f* ist ein stationaires Integral des Differentialsystems (14.6), 
und aus den Gleichungen (15.1) verschwindet die Funktionaloperation. 


Dieser Fall tritt im besonderen ein, wenn samtliche A,, B, verschwinden, 
d. h. nach (14.16) und (14.20), wenn 








(15. 12) D,=0 (A+ x =1...m) 
und 

‘ ‘ Ms fn = on ‘one 

(15. 13) Ie 90 = 9 (y=1...9), 


d.h. wenn f, weder von z,...2,,_,, noch von a,...a, abhdngt. Wegen 
(15.12) sind dann die Reduktionsbedingungen (15.5) identisch befriedigt. 
f, ist dann also auch ein stationires Integral des urspriinglichen Systems. 

Tritt die oben erwahnte Méglichkeit des gleichzeitigen Bestehens von 
(15.9) und (15.11) ein, so gibt uns der Satz 9 direkt die adiabatische In- 
variante des reduzierten, und damit des urspriinglichen Systems 


om 
J=J; = [ut F*dz,...dz, =| es F* dz,,...dz, 
(15. 14) fa fa 
= p, Faz,,...dz 


fz 


Es ist giinstigstenfalls méglich, durch Ausfiihrung der m vorhandenen Re- 
duktionen auf diese Weise simtliche m verschiedenen Invarianten zu be- 
rechnen, die die c,...c,, mit den a,...a, in Verbindung setzen; dies wird 
namlich dann der Fall sein, wenn sdmtliche reduzierten Systeme vom 
generalisiert-Liouvilleschen Typus mit wesentlich verschiedenen Multipli- 
katoren sind. In den Fallen A und B3 der Klassifikation des § 8 ist 
entsprechend der Satz 5 anzuwenden. Wir fassen zusammen: 


Satz 12. AuBer der notwendigen Reduktionsbedingung (15.15) sind 
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer adiabatischen Invariante 


eines m-fach imprimitiven Systems a) daf we oder b) daB f. von 
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Hy. ++%y_, @,.-.@, nicht abhdngt. Im ersten Falle ist 
= | “oF 
s=[%! dz,,...d2,, 
? 


eine adiabatische Invariante. 


Dieser Satz gestattet viele Anwendungen, wir wollen nur einen Spezial- 
fall erwahnen: 


Satz 13. Sind das urspriingliche, wie alle m reduzierten Systeme 
vom Liouvilleschen Typus und D, +0 (x=1...m), so ist der Raum- 
inhalt der Projektion 


a 


J= J dz,,...dz, 


bet einfacher Mittelbildung adiabatisch invariant. 


Denn dann sind alle u, auf ® konstant, das gleiche gilt von s,, mit- 
hin von D_, und (15.5) ist identisch erfiillt. 


§ 16. 
Ein Beispiel. 
Als Beispiel, das die vorangehende Theorie illustriert, wollen wir die 
durch das System 
. dz. dx, dz 
(16.1) Gp = Oy %y — Oy 2s; qt 3% —- Uys Gp =a 


1%, — 4, %, 


charakterisierte ebene elliptische Schwingung behandeln. Das System ge- 
stattet die beiden Integrale: 


RL=%+%t+%y=—c, =a, 23 +4,77+a,73=—c, 
wir befinden uns somit im Falle B3. Wir nehmen einfache Mittelbildung 
F=1 und T=oo., Zur Berechnung der adiabatischen Invarianten stehen 
uns hier zwei Wege zur Verfiigung: 1. die direkte Methode des § 1 unter 
Benutzung der 2; als Funktionen von ¢—f,, und 2. das Verfahren des 


§ 15 mittels Reduktion auf eine zweidimensionale Koordinatenebene. 
Ad 1. Setzt man zur Abkiirzung 











h*=a,a,+a,a,+a,a,, k*=c,h*®—a,a,a,c?, 
so gibt die Integration von (16.1) die Beziehungen 
z, = yee cos h(t — fy) + hsin h(t — ty) } + 2%, 
= a oe (4; cos h(t — t,) — hsinh(t — ty) + a, 
= — <a k Va, +a, cosh (t —t,) + A 


Mathematische Annalen. 102. 16 
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In der Bezeichnung (1.5) wird somit: 


Pia = Pia = Pigs = 9, 


1 ” 1 


Ga = oh {2af}aje? + k* (a, + as)}, Poo. = 5p earase? +k* (a, +a,)}, ‘ 
- 1 21 2 r 
Pos = ap te a k (a, + a,)}. 


Damit ist das Gleichungssystem (1.11) aufzustellen, und man verifiziert 
leicht, daB seine beiden Integrale lauten 


B 
(16. 2) J, =¢,; =] 
Ad 2. Zuniachst ist nach Satz 1 c, eine adiabatische Invariante, also 
J, =¢,. 
Zur Reduktion verwenden wir f,, d.h. setzen 


Ty = Yio =O, — %, — Fe, 


so daB sich (16.1) auf das folgende System reduziert: 


d ' 
= 4% + (4, + 5) % — 4, ¢,; 
(16. 3) P 
- 
— (a, + a,) 7, — a, 2, + 4, ¢, 
mit dem Integral 
(16. 4) @* — ff =(a,+a,)22 + (a,+,) 22 + 2a, 2, 2, 


— 2a,c,(z, + 2%,) + a,c? —c,=0. 


Sind a,,a,,a, positiv, so ist die Trajektorie im R, der Schnitt des 
Ellipsoids f, mit der festen Ebene /,, also eine Ellipse; ®* ist deren 
Projektion auf die z,,2,-Ebene, also auch eine Ellipse. Das reduzierte 
System (16.3) ist, wie das urspriingliche (16.1), von der Divergenz Null, also 


My = Hy = 1. 


Die Reduktionsbedingung (15.5) ist wegen of ‘== 0 erfiillt, desgleichen nach 


Satz 12 die Integrabilitétsbedingungen. Die Invariante ist der Flachen- 
inhalt der Ellipse ®*, der sich zu 
| oa 
J, = beet) 


berechnet. Die Reduktion mittels f, hingegen ist nicht anwendbar. 
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Zur Geometrie der kontinuierlichen 
Transformationsgruppen. 


Von 
J. A. Schouten in Delft. 


Einleitung. 


Den beiden groBen Abschnitten der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, 
»Klassifizierungstheorie* und ,,Darstellungstheorie“, ist kiirzlich ein neuer 
Abschnitt zur Seite getreten, der methodisch den beiden anderen voran- 
zugehen hat und geeignet wire, die klassische Theorie, sofern sie nicht den 
beiden anderen Abschnitten angehért, in sich aufzunehmen. Dieser Ab- 
schnitt, den ich mit dem Namen ,,Geometrie der Gruppenmannigfaltigkeit“ 
bezeichnen méchte, zerfallt in zwei grundverschiedene Teile, Geometrie des 
Gruppenkeims, im kleinen, und Geometrie des Zusammenhangs, im groBen. 
Vom ersten Teil soll im folgenden eine Ubersicht des Wichtigsten gegeben 
werden, eine Ubersicht, erwachsen aus Vorlesungen, die ich 1926—1927 an 
der Universitat zu Leiden zu halten die Ehre hatte als Vorbereitung der 
Vorlesungen in 1927—1928 iiber Klassifizierungstheorie. In dieser Uber- 
sicht werden natiirlich die Resultate der klassischen Theorie, insbesondere 
die drei Fundamentaltheoreme, vorausgesetzt. Das erste Kapitel bringt eine 
vorlaufige synthetische Orientierung. Das zweite Kapitel zeigt, wie sich die 
drei Ubertragungen und die wichtigsten GréBen der Geometrie des Gruppen- 
keims auf kiirzestem Wege aus den drei Fundamentaltheoremen ableiten. 
Im dritten Kapitel wird die Bedeutung der adjungierten Gruppe und ihrer 
Komitanten fiir die Geometrie des Gruppenkeims skizziert. Einer ge- 
geschlossenen Darstellung zuliebe konnte es nicht immer umgangen werden, 
hin und wieder ein Resultat der klassischen Theorie mit zutage zu férdern. 
Dagegen sind Ubergriffe in das Gebiet der Klassifizierungstheorie (bis auf 
die bloBe Angabe der Kriterien fiir halbeinfache und integrabele Gruppen) 
streng vermieden und fiihrt die Arbeit eben bis zu dem Punkte, wo diese 
Theorie einzusetzen hat. 
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I. Vorliufige Orientierung; Synthetisches. 


§ 1. 
Allgemeines. 
Es seien 
7 7 eS ; 
(1) z2=f(z,&) (y,z=1,...,%; @,....@ =G,,...,@,) 


die Gleichungen einer kontinuierlichen Transformationsgruppe in n Variablen 
mit r wesentlichen Parametern. Die & lassen sich als Koordinaten einer X, 
auffassen. Wir betrachten im folgenden nur den Gruppenkeim, d. i. eine 


Zz 
Umgebung der identischen Transformationen £, so klein, daB in ihr die f 
0 


regular sind und eine eindeutige Korrespondenz zwischen den Punkten 
der X, und den Transformationen der Gruppe besteht. Wo also von X, 
gesprochen wird, ist nur der Teil von X, gemeint, der mit dem Gruppen- 
keim korrespondiert. 

Transformationen sollen mit groBen Buchstaben angegeben werden, 
z. B. S, T, U, die Identitaét insbesondere mit J. Sollen die Parameter mit 
angedeutet werden, so schreiben wir 7, fiir die Transformation mit den 
Parametern £. Unter 7'~* verstehen wir die Umkehrung von 7, unter 
4 T. die Transformation, die entsteht, indem zwerst T; und dann T. wirkt, 
Dabei gehen die x vermége T. itber in 2’, und 7, ist also auf die 2’ an- 
zuwenden : 

z z 22 

(2) T,T,: x” =f(x',n)=f{f (2, &), ny}. 

Aus (1) folgt, da man dieselbe Transformation erhalt, wenn zuerst T,, 


z 
auf die x wirkt und dann T. auf die x in f(z, 4) angewandt wird. 


§ 2. 
Die Aquipollenzen’). 


Zwei geordnete Punktepaare (S, 7’) und (A, B) in X, sollen (+-)-dqui- 
pollent bzw. (—)-dquipollent heiBen, wenn 


(3) TS-*=BA™ baw. S-*T=A™*B. 


Die Aquipollenzen haber u. a. folgende unmittelbar aus der Definition 
folgenden Eigenschaften *): 


1) E. Cartan und J. A. Schouten, On the geometry of the group-manifold of 
simple and semi-simple groups, Proc. Kon. Akad. v. W. 29 (1926), S. 803—815, hier 
weiter angedeutet mit C & 8 1. 

*) Eine vollstandige Aufzihlung findet man bei Cartan, La géométrie des groupes 
de transformations, Journal de Math. p. et. a. 6 (1927), 8S. 1—119, hier weiter an- 
gedeutet mit C. G. 
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1. S, T und A bestimmen B eindeutig; S, T und B bestimmen A 
eindeutig. 

2. Transitivitét: aus (8, 7’) (+)-aquipollent (A, B) (+)-aquipollent 
(U,V) folgt (S, T) (+)-aquipollent (U,V). 

3. Aus (S, 7’) (+)-aquipollent (A, B); (7, U) (+)-aquipollent (B, C) 
folgt (S, U) (+)-aquipollent (A, C). 

4. Wenn von vier Punkten A, B, C, D die Paare (A, B) und (C, D) 
(+)-aquipollent sind, so sind die Paare (A, C) und (B, D) (+)-aquipollent. 

Aus 1. folgt: Zu jedem Punkte S gibt es eine endliche Umgebung, 
die durch die (+)-Aquipollenz eineindeutig auf eine Umgebung jedes anderen 
Punktes 7 abgebildet wird. LaSt man 7' mit der identischen Transforma- 
tion zusammenfallen, so folgt iiberdies, daB die (+)-Aquipollenz jedem ge- 
ordneten Punktepaar in eineindeutiger Weise eine Transformation zuordnet. 
Jedes gerichtete Linienelement (7;, 7; ,,,) wird vermittels der (+)-Aqui- 
pollenz abgebildet auf eine infinttesimale Transformation: 


S 


—1 -1 ’ 
Te+a¢ Te = Te40,eTs = Te+a,¢, 
(4) 0 0 0 


s 


Te * Tia = T=" Te +85 = Te+08- 
Im allgemeinen ist 6, § + 6,é. 

Aus 2. folgt: Die solcherweise zustande kommenden zwei Abbildungen 
der Umgebungen der Punkte von X, aufeinander sind eine jede unabhangig 
von der Wahl von S. 

Aus 3. folgt: Die unendlich kleinen Umgebungen erster Ordnung werden 
durch jede der beiden Aquipollenzen affin aufeinander abgebildet. Die X, 
trigt also zwei im allgemeinen verschiedene euklidische (d. h. integrabele) 
lineare Ubertragungen, die (+)- und die (—)-Ubertragung. Der Begriff 
der (+)-Aquipollenz iibertrigt sich so auf Vektoren. Ein Feld, das bei 
der (+)-Ubertragung invariant ist, soll (+)-konstant heiBen. Vermdge 
der (+)-Aquipollenz zugeordnete Richtungen heiBen (+)-parallel. Die nahere 
analytische Bestimmung erfolgt spaiter aus den Fundamentaltheoremen. 

Eine Kurve heiBt geoddtisch in X,, wenn sie zu je drei Punkten 
S, T und U stets auch 7S~*U enthilt. Daraus folgt, daB eine geoditische 
Linie entsteht, indem ein Linienelement stets entweder (+)- oder auch 
(—)-parallel in der eigenen Richtung verschoben wird. Eine geoditische 
Linie ist also in sich sowohl (+)- als (—)-parallel, aber zwei geoditische 
Linien, die (+)-parallel sind, sind im allgemeinen nicht (+)-parallel. 
Aus 1. folgt, daB durch zwei Punkte nur eine geoditische Linie geht; dies 


liegt natiirlich daran, daB wir uns ausdriicklich auf den Gruppenkeim be- 
schranken. 
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§ 3. 
Die Parametergruppen und die adjungierte Gruppe. 
Ist 7 eine allgemeine Transformation der Gruppe und durchlauft U 
simtliche Transformationen der Gruppe, so stellt bekanntlich 


(5) 'T=UT baw. 'T=TU 


eine r-gliedrige Gruppe von Transformationen der Punkte der X, dar, die 
erste bzw. zweite Parametergruppe. Aus der Definition der Aquipollenz folgt*): 

1. Ein Punktepaar geht vermége einer Transformation der ersten 
bzw. zweiten Parametergruppe iiber in ein (—)- bzw. (+-)-aquipollentes 
Punktepaar. 

2. (+)- und (—)-Agquipollenz bleiben bei beiden Gruppen erhalten. 

3. Die Punktepaare (7,7) sind alle (+)- bzw. (—)-dquipollent. 

Die beiden Parametergruppen sind unter sich und mit der gegebenen 
Gruppe holoedrisch isomorph; zugeordnet sind U,’T = UT und ’T = TU~’. 

Zur geometrischen Deutung der Parametergruppen bemerken wir, daB 
die Gleichung (1) zwei Deutungen zulaBt: 

1. Als Punkttransformation der X,, wobei der Punkt mit den Koordi- 
naten x tibergeht in den Punkt mit den Koordinaten ‘x in bezug auf das- 
selbe Koordinatensystem. 

2. Als Koordinatentransformation, wobei der Punkt fest bleibt, aber 
in bezug auf das newe Koordinatensystem die Koordinaten ‘x bekommt. 

Es sei nun das Koordinatensystem xz, wie iiblich, durch n Systeme 
von co? (m —1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, von denen einer jeden 
eine Zahl zugeordnet ist, veranschaulicht. Ein solches veranschaulichtes 
Koordinatensystem wollen wir das ,,Gitter der z“ nennen und mit 2, *) 
bezeichnen. Dieses Gitter hat also nichts mit dem aus lauter Punkten 
bestehenden Gitter der Zahlentheorie zu tun. 

Das ,,Gitter der ‘x“, d.i. das Gitter, in bezug auf welches dieselben 
festgebliebenen Punkte die Koordinaten ‘x haben, wollen wir 2, nennen. 
Es entsteht, indem auf 2, die Punkttransformation 7; angewandt wird. 
Wir schreiben dies 
(6) 2, = 2,T,". 





5)C & SLI, S. 812. 

*) E. Cartan verwendet C. G., 8. 19 fiir 5, eine beliebige Figur, die so gewahlt 
ist, daB eine eineindeutige Korrespondenz zwischen den transformierten Figuren und 
den Transformationen besteht. Bei ihm entsteht 2; durch 7;, nicht durch Te 1. Die 
hier verwendete Methode bietet den Vorteil, daB keine neuen Figuren eingefiihrt zu 
werden brauchen, da man mit den doch einmal vorhandenen Koordinatensystemen 
auskommt, und daf ‘x= T;2x gerade die Koordinaten in bezug auf 2; werden, 
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Anderung des Gitters vermége T-’ ist also gleichbedeutend mit Ande- 
rung der Koordinaten vermdge T.. 


Die Gruppenmannigfaltigkeit ist jetzt eineindeutig abgebildet auf die 
Gesamtheit aller Gitter = und es entspricht dabei 2, der Transformation T7,. 
Sei jetzt = Tx eine beliebige Transformation der z, so kann man 
sich die Frage stellen, wie diese Punkttransformation geschrieben wird in 
bezug auf das Gitter 2.. In bezug auf dieses Gitter sind die Koordinaten 
vor und nach der Transformation ‘x = T.2 bzw. ’% = T,Z, und es ist also 


(7) ‘2=T7,%=T,Tx=T,TT,*'2. 


Es ist also dasselbe, ob T ausgefiihrt wird auf die x oder T,T 7 
auf die’x =T.x. Da auch T.TT: * eine Transformation der Gruppe ist, 
werden die Transformationen der Gruppe beim Ubergang von 2, zu 2. 
vertauscht. La8t man 2. nacheinander alle méglichen Stellungen ein- 
nehmen, so bilden diese Vertauschungen bekanntlich eine Gruppe, die ad- 
jungierte Gruppe. Da in der X, jede Transformation mit einem Gitter 
korrespondiert, ist die adjungierte Gruppe eine Gruppe von Vertauschungen 
dieser Gitter. Die mit 7. korrespondierende Transformation fihrt dabei 
das zu T gehérige Bezugssystem 2 = 2,7 * iiber in 2, T.T te 

Betrachten wir zwei Gitter 2. und 2 mit den zugehérigen Koordi- 
naten ‘x und “x. Dann geht 2. iiber in =, durch die Transformation 
<7 T, engewandt auf die x, und dies ist, wie wir sahen, gleichwertig mit 
T.T,* wirkend auf die ‘z. y Mie gibt also die ,absolute“ gegenseitige 
Lage von 2. und 2, an, d.h. die Lage in bezug auf =), 7; ca dagegen 
die ,,relative* gegenseitige Lage, d. h. die Lage in bezug auf 2. Die g-gen- 
seitige Lage in bezug auf 2, ist gegeben durch 7) T,* = (TT, ' )~?, und 
es entsteht dabei also nichts wesentlich Neues. Aus der Definition der 
+-)-Aquipollenz folgt elso, daB zwei Gitterpaare (2:,2,) und (2, 2,) 
-+-)-aquipollent sind, wenn sie gleiche relative gegenseitige Lage haben, 
d. h. wenn es eine Transformation der Gruppe gibt, die auf die Koordinaten 


von 2. angewandt, 2. iiberfiihrt in 2, and ebenso auf die Koordinaten 
von 2; angewandt, 2; iiberfiihrt in 2. Ebenso folgt aus der Definition 
der (—)-Aquipollenz, daB die zwei Gitterpaare (—)-aquipollent sind, wenn 


sie gleiche absolute gegenseitige Lage haben, d. h. wenn es eine Transforma- 
tion der Gruppe gibt, die, auf die zu 2, gehérigen Koordinaten angewandt, 
gleichzeitig 2, in =, und 2, in =, iiberfiihrt. Unmittelbar evident ist 
jetzt, daB die Gitterpaare (2:,=;) und (2, >.) (+)-aquipollent sind, 
wenn die Paare (2;, =) und (2, =,) (+)-aquipollent sind. 

Bei einer Transformation der ersten Parametergruppe ‘7’ = UT geht =, 
iiber in das Gitter, das aus S, entsteht durch T;'U~* auf 2 wirkend, also 


aus 2. durch 7; U “a, auf x wirkend oder U~* auf ‘x wirkend. Jedes 


Kontinuierliche Transformationsgruppen. 249 


Gitter erfahrt dabei also in den Koordinaten dieses Gitters selbst die Trans- 
formation U~*, alle Gitter erleiden demnach, auf sich selbst bezogen, die 
gleiche Anderung. Dagegen andert sich die absolute gegenseitige Lage zweier 
Gitter 2, und 2, nicht, da *T, invariant ist. 

Bei einer Transformation der zweiten Parametergruppe ‘7’ = 7'U geht 
2. iiber in das Gitter, das aus 2; entsteht, wenn U~* auf x wirkt. 
DaB sich dabei die relative guenitiies Lage zweier Gitter 2. und 2, nicht 
indern kann, ist selbstverstandlich, folgt aber iibrigens auch ‘noch aus der 
Invarianz von 7, ae! 

Wahlen wir als Beispiel die sechsgliedrige Gruppe der Bewegungen 
in R,. Ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatengitter werde mit >, be- 
zeichnet, 2, entsteht aus 2, vermdge T,”. (2,, =) und (2, 2.) sind 
—)-aquipollent, wenn es eine Schraubung in R, gibt, die gleichzeitig 


=; in 2; und 2, in 2, iiberfiihrt, sie sind (+-)-aquipollent, wenn +, 
aus 2; entstehen kann durch eine Schraubung, die in bezug auf >; die- 


selbe Stellung im Raume hat wie eine 2, in 2, iiberfiihrende vc Foe 
in bezug auf 2.. Die fake aes Linie, die die "Punkte € und » verbindet, 
bildet alle Gitter ab, die aus 2, entstehen durch fortgesetzte Ausiibung einer 
infinitesimalen Schraubung, die so gewahlt ist, daB schlieBlich 2, entsteht. 

Durch die Aquipollenzen werden Segmente einer und derselben geo- 
daitischen Linie der Lange nach vergleichbar. Man kann diesen Umstand 
verwenden zur Definition der ,,Spiegelung“. 7, soll das Spiegelbild von 7’; 
in bezug auf 7, heiBen, wenn 7;*T, = T, 'T;. Aus der Definition der 
Aquipollenzen folgt unmittelbar, daB bei einer Spiegelung die (+)-Aqui- 
pollenz iibergeht in die (+)-Aquipollenz. Ein Punktepaar und sein Spiegel- 
bild sind aber im allgemeinen weder (-+-)- noch (—)-aquipollent. Einen be- 
sonderen Fall bildet die Spiegelung an é, wobei 7, iibergeht in T;*. Wir 


machen im nachsten Abschnitt gerade von dieser Spiegelung Gebrauch, um 


von den Eigenschaften der (+-)-Aquipollenz zu denen der (—)-Aquipollenz 
zu gelangen. 


Il. Geometrie des Gruppenkeimes. 
§ 1. 
Die drei Fundamentaltheoreme. 


Die drei klassischen Fundamentaltheoreme der Theorie der kontinuier- 
lichen Gruppen lauten: 


I. Bilden die Transformationen 


fT z y ¥ 
(8) z= f(z, é) (y,z=1,...,”; »=4,,...,@,) 
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in n Variablen x (2=1,...,m) und r wesentlichen Parametern é 
(y=a,,...,@,) eine Gruppe, so existieren r* Funktionen Aj(é) der & 
(¢=1,...,1r), deren Determinante | Aj| + 0 ist, und nr Funktionen & (x) 
der x (z=1,...,n; #=1,...,1r), die keiner Gleichung der Form 

(9) c't? =0 


mit konstanten c' geniigen, so da 





(10) a,2* = & ('x) A} (&) 











Ist umgekehrt eine Schar von Transformationen (8) mit r wesentlichen 
Parametern gegeben, die die identische Transformation — = & enthdlt und 
0 


einem System von Gleichungen der Form (10) geniigt, wo | Aj (&)| +0, 
so ist die Schar eine Gruppe. “ 


Il. Sind X; die Symbole von r unabhdngigen infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe: 


(11) X,=6"(&) —, 
ox 


so gelten fiir die Klammersymbole (X; X;) = X,X; — X; X; die Gleichungen 





(12) (X,X;) =a;;'X, |. 











wo die e;" Konstanten sind, die der Gleichung ei; =0 geniigen. Sind 
umgekehrt X, die Symbole von r unabhdngigen infinitesimalen Trans- 
formationen, die den Gleichungen (12) geniigen, so bilden die Transfor- 
mationen der durch die co"~* infinitesimalen Transformationen e' X, er- 
zeugten eingliedrigen Gruppen eine r-gliedrige Gruppe. 


III. Die Konstanten c;j;* geniigen den Gleichungen 





(13) e774 e:°* = 0 











Gibt es umgekehrt r* Konstanten cjj*, die den Gleichungen ¢;jj" = 0 
und (13) geniigen, so gibt es stets eine r-gliedrige Gruppe, in der man 
r infinitesimale Transformationen so wahlen kann, da (12) gilt. 


§ 2. 


Die (+)- bzw. (—)-Aquipollenz der Systeme (7) und (7). 


Schreiben wir (10) in der Form - 


(14) d’x* = &F ('x) Al (é) dé’, 
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so stellt diese Gleichung die unendlich kleine auf ‘x angewandte Trans- 
formation dar, die nach T, auf x angewandt dquivalent ist mit 7, ,,- auf 
x angewandt, d.i. also Tz4g: 7; '. Nun ist | A;|+0, und die 

(15) (dé)* — A} (é) dé* °) 

sind also Bestimmungszahlen des Linienelementes der X, in bezug auf ein 
System ( ;) von MaBvektoren e, é, fiir deren Bestimmungszahlen in bezug 


auf das zu den Urvariablen E gehérige System (3) folgende skalare Glei- 
chungen gelten: 


li=k, 5a) 

0O,¢+k. 

Die A* sowie die A; sind Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors in bezug 
auf diese beiden Systeme. Fiir die Transformation 7-4; 7; °, angewandt 
auf 2, kénnen wir jetzt schreiben: 

(17) daz’ = &* (x) (dé)’. 

Sind jetzt »* beliebige andere Werte der Parameter und werden die dy* 
so gewahlt, daB 

(18) T +40 T,’= E+d& T;", 

d.h. daB die beiden Strecken 7,, 7, ,,, und 7;, T;,4, (+-)-aquipollent 
sind, so folgt aus (17) 


(19) (dg)* = (dn)*. 


: k 
(16) == At; ef =A: ar a+| 


(+-)-aquipollente Strecken haben also in bezug auf das ({) -System die- 
selben Bestimmungszahlen, mit anderen Worten: das aus dem ersten Teil 


des ersten Fundamentalsatzes hervorgehende (7) -System ist in je zwei 
Punkten (-+-)-aquipollent *) *). 

5) Wir schreiben (d&)* statt dé*, da die &* fir sich im allgemeinen keinen 
Sinn haben. 

5®) Wir verwenden das Zeichen +, um anzudeuten, daB die Ausdriicke links 
und rechts sich nicht stets in derselben Weise transformieren. Eine Gleichung mit = 
bleibt also nicht bei allen Transformationen richtig und darf z. B. nicht kovariant 
differenziert werden. 

* C&S I, 8.805. 

*) Es sei kurz daran erinnert, wie sich die 7 und die Af aus den Gleichungen 
der Gruppe berechnen lassen. In den Gleichungen 


=f (2,8), 


at %., 3 
=f (2,n)=f(2,¢) 
(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 








bho 
or 
to 
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Da auch die Umkehrung von (8) 


Zz ¥ 
(20) z= F('z, é) 
eine Gruppe darstellt, gilt als Gegenstiick zu (14) 
(21) dx* = =} (x) A} (&) dé’ (J=1,...,7), 


die Gleichung der infinitesimalen Transformation 7,4: 7; in den x. Da 
Ai‘| +0 ist, sind die 


»\K K+ aA 
(22) (d&é)" = A; (&) dé" 


K 


Bestimmungszahlen des Linienelementes der X, in bezug auf ein System | 1) 


xz .. . , ranice 
von MaBvektoren @. e, fiir deren Bestimmungszahlen die skalaren Glei- 
chungen 
K » Y a c 1, I —_ Rs 
(23) @, Al; e" =A}; Ay ak +) : 
I (0, 1+K 


gelten. Wie oben wird gezeigt, daB das System aa in je zwet Punkten 
(—)-dquiépollent ist. Den synthetischen Betrachtungen im ersten Abschnitt 
zufolge ist dies iibrigens unmittelbar evident, da ja bei Spiegelung an & 
‘+-)- und (—)-Agquipollenz vertauscht werden. 

Zusammenfassend lesen wir jetzt die Hauptgleichung (14) des ersten 


Fundamentalsatzes sowie (21) folgendermafen: 

Jedem System von (-+-)- bzw. (—)-dquipollenten infinitesimalen 
Strecken der X, ist in eineindeutiger Weise eine infinitesimale Trans- 
formation zugeordnet, eben die Transformation, die mit dem Endpunkte 


. 


der in — anfangenden Strecke korrespondiert. 


0 
Die erste der beiden Zuordnungen tritt am schirfsten hervor, wenn 
wir wie iiblich setzen: 


(24) &} (x) of — X.f, 
Cz 
(25) Ai dt* — (dt)* = edt: 


betrachtet man z, — und ¢ als unabhiangige Variable und differenziert nach den é. 
Dann la8t sich @,’x* lésen in der Form 

0, '2* = o; (‘x,7) WI (E,n ‘ 
Erteilt man in dieser Gleichung den » beliebige, aber feste Werte, so entsteht eine 
Gleichung der Form (10). Die ge und die AF und somit auch das System (7) 


lassen sich also rein durch Differentiationen und Eliminationen aus den Gleichungen 

der Gruppen bestimmen. Verschiedene Wertsysteme der 7 fiihren zu verschiedenen 
{ky 

Systemen | .}. 

yuemen |: 
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e* ist sodann ein (+)-konstantes kontravariantes Vektorfeld und e* X, das 
Symbol der zu e* gehérigen infinitesimalen Transformation: 

(26) df =e’ X;fdt. 

Jede infinitesimale Transformation setzt sich linear mit konstanten Koeffi- 
zienten aus den Xx; zusammen, und die x; transformieren sich bei linearen 


2 k\ . A i ' 
Transformationen des Systems ( ;) wie die Besiimmungszahlen eines ko- 
varianten Vektors. 


Die GréBen A; und A; stehen in enger Beziehung zu den beiden 
Parametergruppen. Setzen wir 


) 








97 nu 8 : u 
(27) Af = A> Ay 


ae ‘ oer At 


so ist A; das Symbol einer infinitesimalen Transformation in den é, die 
auf é” angewandt liefert 


(28) di*= A, é"dt=e'dt 
u 
und also eine Verschiebung darstelit iiber die in je zwei Punkten (+-)-aqui- 


pollente Strecke e”dt. Ist U die zu diesem Streckenfeld gehérige infinite- 


simale Transformation in a, so stellt die Gleichung ‘7 =UT also gerade 
die infinitesimale Transformation A; dar. A; bzw. A, ist also Symbol 
einer infinitesimalen Transformation der ersten bzw. zweiten Parameter- 
gruppe (vgl. S. 247). 


§ 3. 


Die GréSen C und C und ihre geometrische Bedeutung. 


Sind — die Parameter der Umkehrung von 7;: 


z z - 
(29) a2’ = F('x, &) = f('zx, €), 
so ist 

(30) Tea: Ts = Ti+at TE, 


so daB (21) aquivalent ist mit 
(31) da* = &} (x) Aj () dé’. 
Fir ¢=€ ist aber df* — — dé’, und aus (21) und (31) folgt also 


0 


(32) Ef (x) =— § (x) AF(é). 
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Wir wollen nun die ( 1) -Systeme so wihlen, daB in é das (3 ) System 
. 0 


sich mit dem *) -System deckt. Dann gelten die skalaren Gleichungen 


33 Ai (&) = L168, 
pied ae 16 Tek. 
und es wird =; =— &] fir7=—i. Ist also C eine GréBe, deren (7) - Be- 


stimmungszahlen in allen Punkten gleich A}() sind, und C ihre Um- 
0 


kehrung, so daB die skalaren Gleichungen gelten 





e 1,J=k 1K=i 
(34 C;*= -; O*= i 
0,I1+k 0,K+i 
so geht (32) iiber in 
(35) Ei (x) = — Oj’ & (x) 











Da infolge (34) z. B. Cj*v’ einen Vektor darstellt, der in bezug auf 


(; } dieselben Bestimmungszahlen hat wie v in bezug auf (*) , ist die 
geometrische Bedeutung von C und C klar, in jedem Punkte ‘oer X, be- 


wirken das lokale C und C die linearen Transformationen, die die Systeme 


k ae ao 7 
|, ) und ( ° ) ineinander iiberfiihren. 


Die GréBen C und C stehen, wie wir zeigen wollen, in enger Be- 
ziehung zur adjungierten Gruppe. Die infinitesimale Transformation 7; ,¢: 7’, 
angewandt auf die ‘x, ist gegeben durch (14). Ferner ist Teva Ts, an- 
gewandt auf die x, gegeben durch (21), und die Umkehrung 7: *7;,¢:, 


ebenfalls angewandt auf die z, la8t sich also unter Beriicksichtigung von (35) 
schreiben : 


(36) da* = & (x) Cj’ Aj (¢) dé’. 


Nun ist aber, wie wir auf 8.248 sahen, 7; *7-,g:, angewandt auf die z, 
aquivalent mit 7;,’g¢ 7;, angewandt auf die ‘x. Ist also f eine Funktion 


$? 


der x und somit auch der ‘z, so ist bei dieser Transformation 
(37) af—+ of gf (x) Cj’ Alas t= of Ei ('x) Aide’, 
woraus folgt 

(38) i (x) oe = Cj! &/ (2) - 

oder abgekiirzt 

(39) 'X; = O;/(&) x, 
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= 


Ist nun e' X, eine gegebene infinitesimale Transformation in z, und e*’X/ 
dieselbe Transformation in ‘x geschrieben, so daB also 


(40) e' X,f='e''X,f, 


so folgt aus (39) 


(41) 'e*® — Oj" (E) e/ 
oder 
(42) ‘eK (t) = Oj" e/. 


Aus dieser letzten Gleichung folgt, daB ‘e* das (+)-konstante Vektorfeld 
ist, dessen (‘| ) -Bestimmungszahlen im Punkte é den (‘;) -Bestimmungs- 
zahlen von e* gleich sind. Mit anderen Worten: 

e* sei ein (+)-konstantes Vektorfeld. Um die infinitesimale Trans- 
formation in 'x=T,x zu finden, die der zu e*dt gehérigen infinite- 
stmalen Transformation in x gleichwertig ist, hat man den Vektor e* in 


— (—)-dquipollent nach — zu verschieben und aus dem so erhaltenen 
0 


Vektor ‘e* ein (+)-konstantes Feld zu bilden. 
In der Tat, ist TJ die zu e“dt gehérige infinitesimale Transformation, 
so geht die zu e*dt in & gehérige Strecke (J, S) bei (—)-dquipollenter Ver- 
0 


schiebung iiber in (7,, T, 7’), und wenn man diese Strecke (+-)-aquipollent 
zuriick verschiebt, so entsteht (J, 7; TT; *). 


T: TT; * ist eine Transformation der adjungierten Gruppe. Bei dieser 
Gruppe transformieren sich also die infinitesimalen Transformationen linear, 
und es gilt der Satz: 

In threr Wirkung auf die infinitesimalen Transformationen ist die 
adjungierte Gruppe die Gruppe aller durch die GréBen O;* in den ver- 
schiedenen Punkten von X, vermittelten Transformationen. Mit T, korre- 
spondiert die durch O;* im Punkte & vermittelte Transformation, die das 
lokale ( : )- System in das ( 7) -System diberfiihrt. 


I 


§ 4. 
Die GréBe c und die drei Ubertragungen. 


Aus der Transformation der X, bei Anderung des (;) -Systems folgt, 
daB die im zweiten Fundamentalsatz auftretenden Koeffizienten cjj* die 
( *) - Bestimmungszahlen einer GroBe dritten Grades sind. Da sie konstant 
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sind, ist diese GréBe (+-)-konstant. Geht man von der Umkehrung (20) 
, Gg 8 sU) 


aus, so folgen die Gleichungen 


stante GréBe @ mit den | 


dieselben Bestimmungszahlen in bezug auf ( 


wo die @;; konstant sind. Neben c¢ existiert also noch eine (—)-kon- 


—— o =} _ =F J Fi —_ eis 
az* 0z* 
(K . 5 
,)7 Bestimmungszahlen ey - 


direkt, daB die (**)-Bestimmungszahlen von — é@ den korrespondierenden 


( )-Bestimmungszahlen von ¢ gleich sind. Da aber c und —é@ tiberhaupt 
identisch sind, daB es also eine GroBe c gibt, die in jedem Punkte der X, 


k 
i 


Resultat dieses Paragraphen sein. 


2 Q(2',8)+ 
gE 


schreiben 1aBt. 





Bei dem bekannten Beweise des ersten Teiles des zweiten Funda- 
mentalsatzes geht man aus von der Tatsache, daS das System der Glei- 
chungen (10) die Lésungen (8) besitzt, wo die x die Rolle von n belie- 
bigen Integrationskonstanten spielen. Das System (10) ist also vollstdndig, 
und das gleiche gilt infolge eines bekannten Satzes aus der Theorie der 
Differentialgleichungen fiir das adjungierte System in n +r Variablen 





0 
at 


0° x? 


das sich auch in der Form (vgl. (38), (39) und (27)) 


A,Q 4+- Xj; 2=0 


Die Integrabilitatsbedingungen von (45) lauten dann 


(Xj X;) = ejj* Xi, 
(A,A;) = cj" A,, 


wo die ¢; * weder Funktionen der x noch der é 
innern nur an diesen Gedankengang, weil (47) uns unter Beriicksichtigung 
von (27) unmittelbar die c; - liefert, ausgedriickt in den schon auf S. 251 
berechneten A; und A}: 








Aus (38) folgt 


) und auf (7) hat, welche 


iiberdies noch in allen Punkten der X, dieselben sind, wird das wichtigste 


wz ny & 
Q (‘x, &) & ('x) Ay(é) =0, 





-.k ua gin a 
G¢Y¢=— 2 Ag Aj Ou A; 








In derselben Weise berechnet man 








Gry = — 2A Aj,0, Ad 
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Wir berechnen nun zunachst die Parameter I’; , und Py, der (+)- baw. 
(—)-Ubertragung. Da A Einheitsaffinor ist, ist 


























(50) 0=0,4;=0, 43+ 1%, A}, 
so daB 
ty ¥ 7 
(51) Ti, = Aj 0, Ai 
und unter Beriicksichtigung von (48) 

” Bae 
(52) Taw = Zin - 
In derselben Weise lat sich zeigen, dab 
(58) Pi,— 4F 2, A} 
und 

. = r- 
(54) Taw = Oy Ci + 


Es seien jetzt e” und s” zwei beliebige (+)-konstante Vektorfelder. 
Wir wollen den Vektor berechnen, der entsteht, wenn e” in & (—)-Aqui- 


0 

pollent verschoben wird iiber s’di. Sind S und 7 die zu s*dt und e”dt 
gehérigen infinitesimalen Transformationen, so korrespondiert der gesuchte 
Vektor also mit ST'S~*. Nun ist 

(55) Sa'ma'+ ei X,2%dt+ 50's X,X,2'dt*+... 


STx* (nicht TSx*! Vgl. die Bemerkung am SchluB des § I 1, 8. 245) wird 
gebildet, indem in diesem Ausdruck 7’ auf x* angewandt wird und STS~* 
entsteht ebenso, indem in dem zuletzt erhaltenen Ausdruck S~* auf 2‘ 
angewandt wird. SchlieBlich ergibt sich 


(56) STS-*2' = 2+ ef X,2'dt+ 5 e'e! X,Xja°dt? + 
+ e's) (X,X,—X,X,)2°dt*+..., 


und diese infinitesimale Transformation stimmt also bis auf GréBen dritter 
und héherer Ordnung iiberein mit der zum Vektor 


(57) e* + e's cjj* dt 

gehérigen. Der Vektor e” in & geht also bei (—)-aquipollenter Verschie- 
0 

bung iiber s’dt in e”+ e*s"cj, dt iiber. Da derselbe Vektor bei 

(+-)-aquipollenter Verschiebung in e” iibergeht, ist 


(58) O= de> =der+ ci," e4sdt, 
Mathematische Annalen. 102. 17 
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woraus folgt, da e” und s” beliebig gewahit sind, 

( 59) fr as ry, + Ci, 

und unter Beriicksichtigung von (52) und (54) 

(60) Cig” = — Gj” = 20 iy = — 2G. 


AuBerdem ergibt sich, daB zu beiden Ubertragungen dieselbe symme- 
trische Ubertragung gehért, die wir die 0-Ubertragung nennen wollen und 


deren Parameter mit ry, bezeichnet werden mégen: 
‘. oy i» = 
(61) Vip = Tan) = Taw 
Ein bei dieser Ubertragung invariantes Feld soll (0)-konstant heiBen. 


Eine unmittelbare Folge der Identitét von c und @ ist, daB c sowohl 
(+)- als (—)-konstant ist: 





(62) v, Ci, = v,, Cin, _ 0 











AuBerdem folgt aus der Gleichheit der Bestimmungszahlen in besug 
auf alle Systeme ( :) und (7)> daf die (;)-Bestimmungszahlen von c bet 
allen Transformationen der adjungierten Gruppe invariant sind. 

Die drei Ubertragungen lassen sich natiirlich auch in bezug auf die 
Systeme (7) bzw. (7) festlegen*). Nennt man die zugehérigen Parameter 


af. bzw. Ax, mit den oberen Indizes 0, + und —, so berechnet sich 
leicht 


Ajj = 0 Afy = ¢45* 
‘ @ 1 9 the 
(63) Wig=— g¢ii* Atrs= seis" 
iy, = — Oj 1% = 0, 
so daB z. B. 
éu* = dv* 
(64) bv* = do* — Sojj*v' (de)? 


bv" = dv* — ojj*v' (dé)!. 


*) Fir die Festlegung von Ubertragungen. mit Hilfe von nichtholonomen Bezugs- 
systemen vergleiche man die Arbeit des Verfassers Uber nichtholonome Ubertragungen 
in einer L,, Math. Zeitschr. 30 (1928), S. 1—24, § 2. 











ome 
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§ 5. 


Kanonische Parameter und Reihenentwicklungen. 


Die endlichen Transformationen der durch die infinitesimale Trans- 
formation e’ X, erzeugten eingliedrigen Untergruppe lauten bekanntlich 


1! 


> _ 1 7 
(65) e=27* t+ re Xe t+ 5 


ee X,X,x°t* +... 
oder, wenn wir e't durch e* ersetzen, 

an = z 1 ¢ 2 1 ij 2 

(66) z= +7. X;z°+ xe e7 X,X;x wicks 


Bei veranderlichen « stellen diese Gleichungen sdmtliche Transformationen 
des Gruppenkeims dar, die ¢ lassen sich also als neue Parameter, soge- 
nannte kanonische Parameter, einfiihren. Da im Ricci-Kalkiil aber die 
Art der Indizes das Bezugssystem angibt und z. B. die v* nun einmal die 
Bestimmungszahlen in bezug auf das System ( a sind, muB fiir die kano- 
nischen Parameter eine neue Art von Indizes eingefiihrt werden. Wir ver- 
wenden gothische Indizes und schreiben fiir das zu den kanonischen Para- 


metern gehérige System (i): das nur in mit dem System (7) zusammen- 
\ 0 


fallt, e*, . i,j,£=1',...,’. Nur fiir die e selbst und ihre Differentiale 
soll neben et und de auch e* und de* zugelassen bleiben, da die Be- 
stimmungszahlen des Linienelements in bezug auf (7) doch (de)* ge- 
schrieben werden und Verwirrung also ausgeschlossen ist. 
Da 

(67) ef = el Al’; e, =e Al, 

sind die Systeme ( ~ bekannt, wenn es gelingt, die A;* und A; als Funk- 
tionen der & zu bestimmen. Dies geschieht am einfachsten mit Hilfe der 


von F. Schur gegebenen Reihenentwicklungen*). Wir verwenden die Glei- 
chung (48) in einer Form, die zuerst von Maurer angegeben wurde, 


(68) 0, At — a, At = ¢j;**). 
Die Gleichung 


(69) e*=e*t 


*) Math. Ann. 38 (1891), S. 263—286. 
#0) Miinch. Ber. 18 (1888), S. 117. 
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stellt bei konstanten e* eine Kurve durch ¢ dar, die das Abbild der durch 
0 

e* dt erzeugten eingliedrigen Gruppe ist. Differentiation ergibt 

(70) de* — e* dt, 


woraus u. a. hervorgeht, daB die Kurve eine geoditische Linie durch & ist. 
0 


Dieser Linie entlang bleibt also nicht nur die ( )-Bestimmungszahl, sondern 


auch die (|) -Bestimmungszahl des Linienelementes konstant: 


(71) e' dt = e} e/ dt, 1) 
so dab 

(72) e} Al ei dt = e* dt; 
oder 

(73) Af et = ef ei. 


Differentiation der letzten Gleichung ergibt, unter Beriicksichtigung der 
Maurerschen Gleichung (68), die fiir beliebige Parameter £, also auch fiir 
die kanonischen Parameter « gilt, 


7 iy 
ay +7 (at — ef) = — Bj* Af}, 





(74) 











wo abkiirzend gesetzt ist 











a 7 - 
(75) E; mm — Or e |. 





(74) ist der gewdhnlichen Differentialgleichung 


(7a dz 1 a 
(76) a tz(e- ©) = ax 
mit der Lésung 
in 1 e** 1 
(77) w=ax(1+s0t+p0%+...)—2 = 





analog. Ihre Lésung wird gegeben durch die analoge Reihe 
(78) Al = ef (Af — 5,8; + 5, Bj Hi*t*—...), 


deren Konvergenz fiir den Fall, daB die absoluten Werte der ej * unterhalb 
einer festen Grenze liegen, bewiesen werden kann. In derselben Weise 








10%) Das erweiterte Kroneckersche Symbol « bedeutet 1 oder 0, je nachdem die 
beiden Indizes ein jeder in seiner eigenen Zeichenreihe korrespondierende Stellen ein- 
nehmen oder nicht. 
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ergibt sich fiir A 





(79) Aj = ef(Aj — 4, Bjit + 4, Bj' Bj’ t* —...) 
B 
4, = (—1) "4, 
wo die B, die Bernoullischen Zahlen sind. Abkiirzend schreiben wir 
/ » so -4 tf eV 
(80) At = of (54); Aj = ej (=a), 











Fiir A* und A} ergeben sich ahnliche Ausdriicke, die B;* = — 3;;* ¢' 
enthalten. Da aber infolge der Identitat von c und — @ auch Z und — E 
identisch sind, folgt 





(81) AE ox d(S24¥ ded (ata) 











Aus (80) und (81) laBt sich eine Reihenentwicklung fiir C;* ableiten 
O;* = 0;7 AS = Oj" Al Ay = (e-#*)} 


(82) k k l n.j bk? 
= A; — £; t+ >, 4; Ey t'—..., 


die sich auf anderem Wege auch aus den Differentialgleichungen der ad- 
jungierten Gruppe ergeben wird. 

Um die & als Funktionen der ¢ zu berechnen, schreiben wir (70) in 
der Form 
(83) ae” =e? = Al (é)e! 

dt ‘ 

und differenzieren fortgesetzt nach 1, wobei die e Konstanten sind. Fiir &” 
ergibt sich dann die Reihenentwicklung 





(84) F— E+ E(B)‘ + (Al 0, A) (Bele! +... 











Veblen und Thomas**) gaben eine Reihenentwicklung fiir die Punkte 


einer geoditischen Linie durch é in einer allgemeinen A,, ausgehend von 


r? 


0 
der Differentialgleichung der geoditischen Linien 


d*e” ‘ ag* dgé* 
(85) ae tl a a 


Durch fortgesetzte Differentiation dieser Gleichung ergibt sich fiir eine 


11) The geometry of paths, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 551—600, 
p. 560. 
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geodatische Linie durch £, deren Richtung in 5 durch (3 er) mer fest- 
gelegt ist, , 





~~? 


(86) | é"= 


,, y 1 y 1 * . 6 0.0 
+et—z ce — s;Aine t —... 
t gt grin (E) gig" — gr Aino (E)Q' ge 


oO lr 











in welchen Gleichungen die Koeffizienten A durch folgende Rekursions- 
forme] gegeben sind: 


= ¥ é y y 
(87) Ain tgs = (Seip Mleaety — PAC: ty Ms); ip = Tp 


ag*rn 


Lat man das eS )-System i in é mit dem (| i) -System zusammenfallen, 


so wird e” t =e’ ye mit Hilfe <a (61) und (51) laBt sich die Identitat 


der beiden Reihen ( (84) und (86) Glied fiir Glied nachweisen. Die kano- 
nischen Parameter sind identisch mit den Normalkoordinaten e”t von 
Veblen und Thomas, die fiir den speziellen Fall, da8 die A, in eine 


Riemannsche Mannigfaltigkeit iibergeht, mit den Riemannschen Normal- 
koordinaten zusammenfallen. 


§ 6. 


Versehiedene Deutungen des ersten Teiles des drittén 
Fundamentaltheorems. 


Da die Gleichung (13) die invariante Form hat, gilt sie in bezug auf 
jedes Bezugssystem, also auch in bezug auf das System ( 4 











(88) Cop Cia =O}. 





In dieser Form leitet sie sich aber unmittelbar ab aus der (+-)- und (—)- 
Konstanz von ¢ (vgl. (62)), denn infolge (59) ist 


eal r ae ae. 
(89) Vo Cin = V., Ci, + 3¢0,% Cija + 


Da aber infolge (59) und (61) 
/ ° ose r asf Bae st av 
(90 ) V Aan, = V.. Cin + DO} Clon Cija » 


folgt, daB auch die (0)-Ableitung von cj,,” verschwindet: 





(91) V., ci.” =O}. 











Die GréBe c ist also sowohl (-+-)- als (—)- als (0)-konstant. 
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Berechnet man die KriimmungsgréBen der (+-)- und der (—)-Uber- 
tragung, so folgt 
(92) Raji” — Rosi” = — ea," ea" = 0. 
Da aber beide Ubertragungen integrabel sind, verschwindet sowohl R als R 
und es ergibt sich also auch aus diesem Grunde (88). Ferner findet 
man fiir die KriimmungsgréBe der nicht integrablen aber symmetrischen 
(0)- Obertragung 





‘ oe Peon ae 
(93) Bonk = Town Cai 











und (88) ist also schlieBlich auch noch identisch mit der fiir jede sym- 
0 
metrische Ubertragung giiltigen sogenannten zweiten Identitaét Ry, ;,i)" = 0.) 


IIL Die adjungierte Gruppe. 
§ 1. 
Transformation der infinitesimalen und der endlichen Transformationen. 


Aus (57) folgt fiir die mit s* X, korrespondierende infinitesimale Trans- 
formation der adjungierten Gruppe 


(94) de* = e's) ¢;;* dt. 
Ist also f eine Funktion der e*, so ist 
(95) df= s/E,f, 
wo (vgl. (75)) 

. ee fe, .k 0 
(96) Ey=¢ cj [= 


das Symbol einer infinitesimalen Transformation ist. Diese infinitesimale 
Transformation erzeugt eine eingliedrige Gruppe, deren endliche Trans- 
formationen erhalten werden durch Lésung der aus (94) entstehenden 


Differentialgleichung 

(97) oer =e! 8) cj? = —'e! 83*; S¥ = 8‘ cj;* 

mit den Integrationsbedingungen t= 0, 'e*=e*. Die Lésung von (97) lautet 
(98) ‘e* axe) (6°)? mx (4} — §;*¢+ 318; Site? — ses) 


Nun ist aber anderseits (vgl. (41)) 
(99) ‘e* = 4 O;* (8), 


12) Vgl. R. K., 8. 88. 
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wo fiir & der Wert zu setzen ist, der mit e‘ = s‘t korrespondiert, und wir 
haben in (98) also auf anderem Wege die Reihenentwicklung (82) fiir 0;* 
zuriickgefunden. Aus (99) folgt ferner 


(100) ‘e* = «/ G;* 


und C vermittelt also bei Verwendung von kanonischen Parametern auch 
die Transformation der endlichen Transformationen der Gruppe. 


§ 2. 


Geometrische Deutung in E, und X,. 


Die kanonischen Parameter <* kénnen gedeutet werden als kartesische 
Koordinaten einer E, oder als Normalkoordinaten der Gruppenmannig- 
faltigkeit in bezug auf und auf die symmetrische (0)-Ubertragung. Bei 

0 


der ersten Deutung ist die adjungierte Gruppe eine Gruppe von linearen 
homogenen Transformationen der EZ, die é invariant lassen. Bekanntlich 


stellt jede Gerade durch é eine eingliedrige Vntungranpe dar, jede Z,, durch & 


aber dann und nur pr eine m-gliedrige Untergruppe, wenn sie bei alien 
Transformationen der adjungierten Gruppe, deren Bildpunkt in dieser Z,, 
liegt, invariant ist, und dann und nur dann eine m-gliedrige invariante 
Untergruppe, wenn sie bei allen Transformationen der adjungierten Gruppe 
invariant ist. 

Vermége (96) ist jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe 
eine infinitesimale Transformation der adjungierten Gruppe zugeordnet, oder, 
was dasselbe ist, vermége (75) jedem Vektor e in Z, eine Matrix Z in E.. 
Schreiben wir mit Weyl kleine Buchstaben fiir die Vektoren, die korre- 
spondierenden groBen Buchstaben fiir die in dieser Weise zugeordneten 
Matrizen, St fiir den Vektor, der durch Anwendung von S auf ¢ entsteht 
und (s,t) fiir den Vektor s‘t/cjj*, so folgt aus (75) 


(101) St=—Ts=(s,t). 

Wird ferner (S, 7’) geschrieben fiir S7— 7S, und ist 
(102) (s,t) =u, 

so folgt 

(103) (8, T) = 


Die Gleichung (101) l48t sich folgendermaBen aussprechen: 

Der Punkt t der E, erleidet bei Anwendung der mit dem Punkte s 
korrespondierenden infinitesimalen Transformation der Gruppe eine infini- 
tesimale Verschiebung (s, t) dt. 
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Zur Deutung in X, sei zuniachst bemerkt, daB die eingliedrigen Unter- 

gruppen und somit die Geraden durch é in £Z, sich abbilden auf geoditische 
0 

Linien durch ¢, daB aber andere Geraden in Z, sich im allgemeinen nicht 


auf geoditische Linien der X, abbilden und daB der gewdhnliche Parallelis- 
mus in der E, nichts mit den beiden Parallelismen in der X, zu tun hat 
und sogar iiberhaupt keine fiir die Gruppe interessante Bedeutung besitzt. 
Zur Deutung in X, betrachten wir die infinitesimalen Transformationen ¢* X, 


(a,...,.g=1,...,m) einer m-gliedrigen Untergruppe. Jedes der m 
Vektorfelder r ist (+)-konstant 
(104) é1’=0 


und bildet eine Kongruenz von geoditischen Linien. Aus (104) und (52) 
folgt 


\ “ y_ 4k pn A 
105) a te le 


> 


und da die infinitesimalen Transformationen eine Gruppe bilden, liegt der 
Vektor rechts in dieser Gleichung in der durch die ¢” bestimmten m-Rich- 
tung. Die Gleichungen 


(106) o.f=0 


bilden also ein vollstandiges System, oder, was dasselbe ist, die erwahnte 


m-Richtung ist X,-bildend. Die Untergruppe bildet sich ab in der X,, 
durch é. 
0 


Jede X,, enthalt m Kongruenzen von co™~? geoditischen Linien der X, 
in den Richtungen der t”. Da sich aber die infinitesimalen Transforma- 


tionen der Untergruppe in jeder Richtung der X,, wahlen lassen, enthalt 
jede X,, geoditische Linien der X, durch jeden ihrer Punkte in jeder ihrer 
Richtungen. Die X,, sind also geoddtisch. Verschieben wir in irgend einem 


Punkte P der X,, durch § einen in P mit v zusammenfallenden Vektor i” 
(+)- bzw. (—)- parallel lings dé” ad dt, so ist 


(107) di” = dt” bzw. ai’ = dt”+ cin’ tt" dt 
und ” bleibt also bei beiden Verschiebungen innerhalb der X,,. 
Ist umgekehrt in X, eine X,, durch é gegeben, die den aufgezahlten 


Bedingungen geniigt, so kann man in é m Vektoren v definieren, die die 
m-Richtung von X,, bestimmen. Bei (+)- paralleler ae entstehen 
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daraus m (-+-)-konstante Felder ¢”, und der Voraussetzung nach bestimmen 
diese Vektoren in jedem Punkte der X,, die m-Richtung der X,. Da nun 
aber die X, geoditisch ist, liegt 2" V2” stets in einer Richtung der X,, 
und infolgedessen ist 


0 9 ; 
(108) "V4.8" — ¢" V8 = — fein t 


ein Vektor in einer Richtung der X,,. Die infinitesimalen Transforma- 
tionen t * X, bilden also eine Gruppe. Wir haben also den Satz**) erhalten: 

Die X,,, die erzeugt wird durch die zu einer m-Richtung in & ge- 

0 
hérigen geoddtischen Linien der X,, stellt dann und nur dann eine Unter- 
gruppe dar, wenn sie 

1. geoddtisch ist und 

2. jede ihrer Richtungen in jedem Punkte sowohl durch (+-)-parallele 
als durch (—)-parallele Verschiebung in einer zur X,, gehdrigen Richtung 
stets in eine zur X,, gehorige Richtung tbergeht. 

Es ist zu beachten, daB es nicht hinreicht, daB die X,, geoditisch ist. 
Denn dadurch wird nur sichergestellt, daB eine Richtung bei (0)-paralleler 
Verschiebung Richtung der X,, bleibt, und es kann sich demnuch der Fall 
ereignen, daB bei (+)- oder (—)-paralleler Verschiebung die Richtung 
aus der X, heraustritt. Man kann den Unterschied auch folgendermaBen 
charakterisieren : 

Eine geoddtische X,, ist in sich (0)-parallel, stellt sie aber eine 
Untergruppe dar, so ist sie auch in sich (-+-)- und (—)-parallel. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Fall einer invarianten Untergruppe. Um 
iiber die Abbildung in X, Aufschlu8 zu erhalten, bilden wir m Felder t - 


die in € mit den t zusammenfallen, aber (—)-konstant sind. Sodann ist in é 
0 0 


(109) > dt” + ci,” t dé" = ci,’ dg" = ci” t dé". 

Der Fall, daB dé” in der X,, liegt, ist oben schon erdrtert. Ist dé’ 
allgemein gewahlt, so folgt aus (109), daB j ae dann und nur dann fiir 
jede Wahl von dé” in der X,, liegt, wenn die ge A eine invariante Unter- 


gruppe bilden. Hine invariante Untergruppe ist also dadurch charakteri- 
stert, dap die zur X, der Gruppe (+-)-parallelen und (—)-parallelen X,, 
sich decken. 


8) C&S I, S. 813. 
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Folgende Tabelle erleichtere die Ubersicht: 





Lineare Schar von 





infinitesimalen Trans- Untergruppe | Inveriante Untergruppe 
formationen 
In E,: E, E,,, invariant bei allen | EZ,, invariant bei allen 
Transformationen der | Transformationen der 
korrespondierenden adjungierten Gruppe 


Untergruppe der ad- 
jungierten Gruppe 





In X,: | In & geoditische X,, | In sich (+)- und (—)- | In sich (+)- und (—)- 

. parallele geoditische X,, | parallele geoditischeX,,, 
zu der jede (+)-parallele 
X,, auch (—)-parallel ist 











§ 3. 


Invarianten und Komitanten der adjungierten Gruppe. 


Wir erinnern kurz daran, daB die adjungierte Gruppe r-gliedrig ist, 
wenn der i-Rang**) von ¢;j* gleich r ist und da8 infolge (96) stets 
(110) (E;, Ej) = cj" By 
ist, so daB in diesem Falle die Gruppe und ihre Adjungierte gleichzusammen- 
gesetzt sind. Ist dagegen der i-Rang von c;}* gleich g <r, so gibt es 
gerade r—q unabhiangige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen, 


das sind Transformationen, deren Klammerausdriicke mit samtlichen 
anderen verschwinden. 


Komitante einer GréBe soll jede GréBe heiBen, deren Bestimmungs- 
zahlen sich in vom Bezugssystem unabhangiger Weise aus den Bestimmungs- 
zahlen der ersten GréBe berechnen lassen. Im oben erwahnten Falle g < r 
gibt es z. B. r—q kontravariante Vektoren, die mit cjj* iiber i iiber- 
schoben Null erzeugen. Diese bilden eine H,_, und ein kontravarianter 
(r —q)-Vektor in dieser Z_ 


‘ ist bis auf einen Zahlenfaktor eine Komi- 
tante von cij*. 


Komitante einer Gruppe von linearen homogenen Transformationen 
heiBt jede GréBe, deren Bestimmungszahlen sich nicht andern, wenn das 
Bezugssystem den Transformationen der Gruppe unterworfen wird. Es ist 
also sowohl ¢ als auch jede Komitante dieser GréBe eine Komitante der 

44) Gibt es gerade m linear unabhingige Vektoren w" (a=1,...,m), so daB 
why, a = 0 ist, so sagen wir, daB der 4,-Rang von v,  , gleich r—m ist. Die Ge- 


samtheit der co”~™ kovarianten Vektoren, deren Uberschiebung mit den w Null ist, 


bilden das 4,-Gebiet von M%...dp’ 
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adjungierten Gruppe, da ja, wie wir gesehen haben (S. 258), die Be- 
stimmungszahlen ¢;;* bei dieser Gruppe invariant sind. Da aber die ad- 
jungierte Gruppe vermdge (96) durch die c;;* vollstandig festgelegt ist, 
sind damit alle Komitanten erschépft: 

Die Komitanten der adjungierten Gruppe sind die Komitanten der 
GréBe c. 

Ferner gilt der Satz: 

‘ird eine Komitante oder eine GroBe, die bis auf einen Zahlenfaktor 
Komitante der adjungierten Gruppe ist, in beliebiger Weise invariant ver- 
kniipft mit beliebig vielen Faktoren e”, so entsteht bei Nullsetzen ein bei 
der adjungierten Gruppe invariantes Gleichungssystem. 

In der Tat, schreiben wir fiir die erwihnte Verkniipfung symbolisch 
{v,e,¢,...}, 80 ist 


(111) {v, ¢,¢,...}=0, 

und daraus entsteht bei einer Transformation der adjungierten Gruppe 
(112) {v,‘e,’e,...}=0, 

wo der Akzent angeben soll, daB die Bestimmungszahlen in bezug auf ( 4 


einzusetzen sind an Stelle der Bestimmungszahlen in bezug auf ( A} Da 
aber v nach Voraussetzung in bezug auf beide Systeme proportionale 
Bestimmungszahlen hat, ist (112) gleichwertig mit 


(113) {’v, ‘e, ‘e,...}=0, 
w. z. b. w. 


Ist die Komitante kovariant p-ten Grades und besteht die Verkniipfung 
aus einer Uberschiebung mit p Faktoren e, so entsteht eine Jnvariante. 
Jede Invariante ist bekanntlich Lésung des Systems 


err d 
(114) e‘eij* “F — Bs °C —0, 
und-es gibt also sicher wenigstens eine Invariante, da e/ £;*=0 ist und 
der Rang von £ infolgedessen < r —1 ist. 

Ist das entstehende Gleichungssystem linear in e*, so ist dasselbe ent- 
weder inkonsistent oder es stellt eine bei der adjungierten Gruppe 
invariante ebene Mannigfaltigkeit in HZ, dar, d. h. also eine invariante 
Untergruppe. Umgekehrt ist ein kontravarianter m-Vektor in der EZ, 
einer invarianten Untergruppe bis auf einen Zahlenfaktor eine Komitante 


von c. 
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§ 5. 
Die wichtigsten Komitanten und invarianten Untergruppen. 


ec selbst gibt Anla8 zur Bildung von zwei invarianten Untergruppen. 
Das Gebiet des Index ¢ bestimmt das Zentrum 


(115) e‘cij* =0, 


die Gruppe aller infinitesimalen Transformationen, deren Klammerfaktoren 
mit jeder beliebigen infinitesimalen Transformation der Gruppe verschwinden. 
Das Zentrum verschwindet nur, wenn der i-Rang von ¢;j* gleich r ist, 
also wenn die Gruppe mit ihrer adjungierten Gruppe gleichzusammen- 
gesetzt ist (S. 267). 


Das Gebiet des Index k bestimmt die erste Ableitung, definiert durch 
die Gleichung 


(116) 64,5." ...0, 5c" = 0 (q = k-Rang von ¢;;*). 


Diese Gruppe ist g-gliedrig und enthilt alle infinitesimalen Transformationen, 
die sich als Klammerausdruck schreiben lassen, sie verschwindet also bei 
einer Abelschen Gruppe. Wird ein Vektor v* in ¢ dem Rande des Flachen- 
elementes f'/do entlang (0)-parallel verschoben, so ist die Differenz 
zwischen Anfangs- und Endstellung bekanntlich 


(117) dv* =f") Rijj*v'do =f") cij™ emi v' do. 


Die infinitesimalen Transformationen, die die infinitesimale Umgebung eines 
Punktes erfahrt, wenn f alle méglichen Stellungen einnimmt, sind also ge- 
geben durch die Gleichung 


(118) dv* =e" v'c,;* dt, 


wo e” die ganze erste Ableitung der Gruppe durchliuft. Da die Glei- 
chung (117) in jedem Punkte der X gilt und die ¢;;* Konstanten sind, 
wird beim (0)-parallel Durchlaufen einer endlichen Schlinge die infinite- 
simale Umgebung in eine endliche Transformation der ersten Ableitung 
erleiden. Die zu allen endlichen Schlingen gehérige Gruppe heiBt nach 
Cartan die Holonomiegruppe**) der (0)-Ubertragung, und es hat sich also 
herausgestellt, daB diese Holonomiegruppe mit der ersten Ableitung der 
adjungierten Gruppe identisch ist *®*), 


15) Les groupes d’holonomie des espaces généralisés, Acta Math. 28 (1925), p. 1—42. 
188) C.G. 8.77. 
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Aus c bilden wir jetzt die folgende GréBenreihe: 
g =i, 
(119) 9;; = 6546555 | 
9:j2= Vii ij" Imi” 
von der jedes Glied bei zyklischen Vertauschungen der Indizes invariant 
ist, z. B. 


(120) 9,5 = Dini = Wuiz° 

Zu g, gehért die (r —1)-gliedrige invariante Untergruppe 

(121) g,e'=0. 

In Z, nimmt sie die E,_, in der (r —1)-Richtung von g, ein. Da g,e' 
eine Invariante ist, folgt aus (114) 

(122) o;;*9,=9, 

eine Gleichung, die sich iibrigens auch unmittelbar aus (119) und (13) 
ableiten l48t. Sie bringt zum Ausdruck, daB die erste Ableitung in der 
Gruppe von g, enthalten ist. Auch folgt aus (122), daB das Feld des 
Vektors g, wirbelfrei ist: 

ak a + ‘pe 

(123) Vu 94) =Vin Gat Fei Gr =O. 

AuBerdem folgt noch aus (122), daB 

(124) Ri,i' =¢5;" ei =0, 

und diese Gleichung bringt bekanntlich zum Ausdruck, daB die (0)-Uber- 
tragung inhaltstreu ist**). Die beiden anderen Ubertragungen sind ebenfalls 
inhaltstreu, da sie integrabel sind*’). Wir zeigen, daB die Beziehungen 
zwischen den drei Verschiebungen eines Inhalts gerade von dem Vektor g, 
abhingen. Betrachten wir dazu einen kontravarianten n-Vektor, der in 


der X, iiber dx” das eine Mal (-+-)-aquipollent, das andere Mal (0)-aqui- 
pollent verschoben wird. Dann ist 





(125) 0 =—dv"""™ + ri}, vw? "da" 

bzw. 

(126) O= do" 4 Tyv "de", 
16) R.K. 8.89. 


1”) Hurwitz, Géttinger Nachrichten 1897, 8.71, verwendet zur Invariantenbildung 
Volumenintegrale, deren Existenz auf der Inhaltstreue der (—)-Ubertragung beruht. 
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und die Differenz der Endwerte betrigt also 

0 
(127) (Pin — Ti, 0 da" = 5 gyda" oe", 


Nur im Falle, wo 9, verschwindet, sind also die Verschiebungen eines In- 
halts bei den drei Ubertragungen gleich **). 

Die erste merkwiirdige Eigenschaft von g,; ist, daB ¢; j'%, em Tri- 
vektor**) ist, wie sich leicht aus (119) und (13) ergibt. Die invariante 
Untergruppe dieses Trivektors 


(128) ¢;;' g,,e* =0 
enthalt offenbar die invariante Untergruppe von g,; 
(129) g,;e7=0. 


Cartan hat bewiesen*®), daB die invariante Untergruppe des Trivektors 
c;;'g,, alle integrablen invarianten Untergruppen enthilt. Daraus folgt der 
Satz, da8 eine Gruppe dann und nur dann integrabel ist, wenn der Tri- 
vektor ¢;;'g,, verschwindet. 

Die zweite ist, daB die Gruppe dann und nur dann halbeinfach ist, 
wenn der Rang von g;; gleich r ist**). Da dann auch der ¢-Rang und 
der k-Rang von c;;* gleich r sein miissen, verschwindet g; und die erste 
Ableitung fallt mit der Gruppe zusammen. Da auch die (0)-Ableitung 
von g,; verschwindet, geht die Geometrie der (0)-Ubertragung in eine 
Riemannsche Geometrie iiber. Aus (119) folgt 


‘ 1 
(130) Kyi=FIuw 


und es liegt also eine Einsteinsche Geometrie besonderer Art vor, in 
welcher die Ableitung der Kriimmungsgré8e verschwindet. Die HZ, geht 
iiber in eine R,, und die adjungierte Gruppe wird eine Gruppe von ortho- 
gonalen Transformationen. Da sich jetzt nicht nur ¢;;, aus ¢j;*, sondern 
auch e;;* aus dem Trivektor c;;, berechnen laBt, ist die Klassifizierung 
der halbeinfachen Gruppen gleichbedeutend geworden mit der algebraischen 
Aufgabe, die Trivektoren in R, zu klassifizieren, die der Bedingung 


(131) 9°) Ciint Cmisn = 9 
geniigen. 


Die GréBe g;;, zerfallt infolge der zyklischen Invarianz in einen sym- 
metrischen und einen alternierenden Teil: 


(132) 954 = Mesut Hoje 





18) C. G. 8. 69. 

1%) C & § I, 8. 810. 
20) Cartan, Thése 1894, p. 109. 
1) Cartan, Thése 1894, p. 52. 
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Aus (13) folgt, daB der alternierende Teil der Hilfte des oben erwahnten 
Trivektors gleich ist 


(133) 291650 = Cj! Ne: 

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Integrabelsein einer Gruppe 
ist also auch, daB g,;;,, verschwindet**). Fiir eine halbeinfache Gruppe 
verschwindet g,,;,, und wird 2g,;, gleich c,;,. Der alternierende Teil 
der GréBe g,;,, verschwindet infolge der zyklischen Invarianz. Fiir den 


Fall einer halbeinfachen Gruppe steht g,;,, in Beziehung zur Kriimmungs- 
gréBe, es ist 


(134) 9ijur — Gijre = Ki jr 
und 
a 1 1 
(135) Gijur = Gajun + FZ Kiser + y Muije: 


Aus (135) folgt, daB g,;,,—9;;x) die erste GréBe der von Veblen und 
T. Y. Thomas**) aufgestellten Reihe der normal tensors“ ist. Diese GréBen- 
reihe entsteht bekanntlich, wenn man die kanonischen Parameter als Ur- 
variablen wahlt und dann die Ij, in einer Reihe nach ¢ entwickelt. Die 
héheren Glieder der Reihe (119) kamen bisher nicht zur Anwendung. 


*) Cartan, Thése 1894, p. 47. 
*%) The Geometry of paths, Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), p. 551—608. 


(Eingegangen am 28. 10. 1928.) 


























Uber die Einheitengruppe eines endlichen Ringes’). 
Von 
Kenjiro Shoda in Berlin. 


In einer friiheren Arbeit*) habe ich den Begriff des Sirahls eines im 
allgemeinen nichtkommutativen Ringes 0 modulo einem Unterringe ¢ ein- 
gefiihrt. Unter dem Strahl {0,c} verstehen wir naimlich die Gesamtheit 
der Elemente aus 9, die modulo c dem Einheitselement ZH yon o (dessen 
Existenz vorausgesetzt sei) kongruent sind. Die Gesamtheit der Einheiten 
(d. h. die Gesamtheit der Elemente mit reziproken Elementen) aus o bildet 
durch Multiplikation eine (eigentliche) Gruppe, die ich die Einheitengruppe 
oder die zugehérige Gruppe von o nenne. Ist ¢ ein Ideal*) in 0, so bildet 
der Durchschnitt des Strahls {o,c}, der dann in der Form {o/c} ge- 
schrieben wird, und der zugehérigen Gruppe @ einen Normalteiler von G. 
Auf diese Weise entspricht einem Ideal ein Normalteiler, einem Restklassen- 
ringe eine Faktorgruppe und einer direkten Summe von Idealen ein direktes 
Produkt von Normalteilern. 

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich allgemeiner um Unterringe, 
nicht Ideale. Im Fall der nilpotenten Unterringe kommen tatsiichlich ein- 
fache Resultate: Der Strahl {o, c} fiir einen nilpotenten Unterring ¢ bildet 
eine Untergruppe der zugehérigen Gruppe © (Satz 2). 

Als Vorbereitung fiir die Anwendung dieses Satzes beweise ich in § 1 
nach einigen Bemerkungen iiber maximale nilpotente Unterringe, daB der 
Durchschnitt aller maximalen nilpotenten Unterringe eines Ringes das 
mazximale nilpotente Ideal ist, wenn man die Existenz des Einheits- 


1) Diese Arbeit wurde in Proc. of the Imperial Academy of Japan 5, Nr. 3, 
vorangezeigt. 
*) K. Shoda, Uber die Automorphismen einer endlichen Abelschen Gruppe, § 3, 
Math. Annalen 100 (1928), S. 674—686. 
*) Unter einem Ideal soll im folgenden stets ein zweiseitiges Ideal verstanden 
werden. 
Mathematische Annalen. 102. 18 
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elementes und das Bestehen des Doppelkettensatzes*) fiir Rechtsideale vor- 
aussetzt (Satz 1). 

Ein endlicher Ring heiBt ein p-Ring, wenn die Anzahl der Elemente 
eine Primzahlpotenz ist. Dann gilt der Satz, daB ein endlicher Ring stets 
die direkte Summe von p-Ringen ist (Satz 3). Ich betrachte daher einen 
p-Ring und beweise die folgenden Siatze: Der Strahl eines p-Ringes 
modulo einem maximalen nilpotenten Unterringe bildet eine Sylowgruppe’*) 
der zugehérigen Gruppe (Satz 4). Der Strahl eines p-Ringes modulo dem 
maximalen nilpotenten Ideale bildet den Durchschnitt aller Sylowgruppen 
(Satz 6). Man kann dadurch leicht erkennen, daS einer Sylowgruppe ein- 
eindeutig ein maximaler nilpotenter Unterring entspricht. Man kann daher 
einige Satze iiber Sylowgruppen in die Theorie der maximalen nilpotenten 
Unterringe eines endlichen Ringes iibertragen und umgekehrt. Dadurch 
erhalte ich, daB alle maximalen nilpotenten Unterringe eines endlichen 
Ringes miteinander konjugiert sind (Satz 5). 

Da der Automorphismenring*) einer endlichen Abelschen Gruppe die 
iibliche Automorphismengruppe als seine zugehérige Gruppe enthialt, so 
findet sich eine Anwendung unserer Sitze bei der Untersuchung der 
Sylowgruppen der Automorphismengruppe einer Abelschen Gruppe, deren 
Ordnung eine Primzahlpotenz ist, worauf ich aber jetzt nicht eingehe’). 


§ 1. 
Nilpotente Unterringe eines Ringes. 
Es sei o ein Ring mit Einheitselement 2, n ein nilpotentes Ideal in 
o und m’ ein maximaler nilpotenter Unterring*) des Restklassenringes o/n, 
d. h. es gebe keinen nilpotenten Unterring von o/n, der m’ als einen 
echten Unterring enthalt. Dabei soll unter einem nilpotenten Ring ein 
Ring w verstanden werden, der der Bedingung w*= 0 fiir ein geeignetes 
a geniigt. Die Gesamtheit der Elemente aus 0, die in den Restklassen 
aus m” enthalten sind, wird nach Herrn W. Krull®) mit nm’ bezeichnet. 





*) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1926), S. 26—61. 

5) Unter einer Sylowgruppe der zugehérigen Gruppe eines p-Ringes verstehen 
wir nur eine solche, deren Ordnung eine Potenz von p ist, wenn die Anzahl der Ele- 
mente des p-Ringes eine Potenz von p ist. 

*) A. Chatelet, Les groupes abéliens finis et les modules de points entiers, Lille 
1925. K. Shoda, a. a. 0. 

*) H. A. Bender, Sylow subgroups in the groups of isomorphisms of prime power 
abelian groups, American Journal of Mathematics 45 (1923), 8. 223—250. Dort werden 
die Sylowgruppen ohne Beniitzung des Automorphismenringes untersucht. 

*) Die Existenz des maximalen nilpotenten Unterringes sei jetzt vorausgesetzt. 

*) W. Krull, Theorie und Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen, 
Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie 1926. 
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Hilfssatz 1. m=1nm’ bildet einen mazimalen nilpotenten Unter- 
ring von 0. Umgekehrt umfaft ein maximaler nilpotenter Unterring jedes 
nilpotente Ideal n, ist also von der Form nm’, wo m’ einen mazximalen 
nilpotenten Unterring in o/n bedeutet. 

Es ist klar, daS m ein Ring ist. Ist nun n*=0 und m’’= 0, so ist 
m’=(nm’)’ in n enthalten, also ist m**=(n°m’)**=0, d. h. m ist ein 
nilpotenter Unterring. Ist m in einem nilpotenten Unterringe » enthalten, 
so ist m’ in b/n enthalten, welches aber ein nilpotenter Unterring von o/n 
ist. Nach der Definition von m’ ist also p—n'm’, womit der erste Teil 
bewiesen ist. Umgekehrt umfaSt ein maximaler nilpotenter Unterring m 
jedes nilpotente Ideal n. Denn die Summe (n, m) bildet einen Ring. Es 
ist ferner (n,m)” fiir jedes r in (n,m’) enthalten, da n ein Ideal ist. 
Sind n*=0, m’=0, so ist also (n,m)**=0, d. h. die Summe bildet 
einen nilpotenten Unterring. Nach der Definition von m ist also n in m 
enthalten, woraus ferner der zweite Teil des Satzes folgt. 


Hilfssatz 2. Es sei o die direkte Summe 0,+ 0,+...+ 0, von 
Idealen 0;. Ist m ein maximaler nilpotenter Unterring von 0, so ist m 
die direkte Summe von solchen m; von 0;. Ist umgekehrt m,; ein maximaler 
nilpotenter Unterring von 0;, so tst die direkte Summe m, +m, +... + m, 
ein solcher von 0. 


Es si E=H,+2#H,+...+H, die entsprechende Zerlegung des 
Einheitselementes Z, wo also H, das Einheitselement von po, ist*®). Es 
sei m ein maximaler nilpotenter Unterring von o, der offenbar in 
mE, + mZ#, +...+mZ#,enthalten ist. Es ist aber m Z, + mZ, +... + mE, 
nilpotent, da (m ZH, + m#, +... + m#,)* = (m£,)*+ (mZ,)*+...+-(mZ,)* 
=m’ 2,+m*#, +...+m*#, = 0 ist, falls m*=0 ist. Nach der Defi- 
nition von m ist aloo m=mF,+mE#,+...+mZ,. Ist nun mZ; in 
einem nilpotenten Unterringe m, von o, enthalten, so ist m in m, + m,+...-+ m, 
enthalten, der nilpotent ist, da (m,-+m,+...+m,)*= my +m +...+-m/ 
ist. Daher ist mZ, nach der Definition von m ein maximaler nilpotenter 
Unterring von o;. Ist umgekehrt m,; ein maximaler nilpotenter Unterring 
von 0;, so ist m,+m,+...+m, ein solcher von 0. Denn ist 
m,-+m, +...+ m, in einem (maximalen) nilpotenten Unterring m von 0 
enthalten, so ist m, in m Z, enthalten, also ist nach der Definition von m, ferner 
m,=mZ£, und m=m,+m,+...-+-m,. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 3. Ist m ein nilpotenter Unterring von 0, der der Be- 
dingung mF = Fm fiir eine Hinheit F aus o geniigt, so ist F+ M fiir 
jedes M aus m eine Hinheit. 


1°) Fraulein E. Noether machte mich auf einen Fehler des urspriinglichen Be- 
weises aufmerksam und gab mir diesen Beweis von Hilfssatz 2 an. 
18* 
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Es ist namlich, falls m**— 0 ist, (F-+M)(F—M,)(F*-+M,)...(F°""+2,) 
= F* + MM, M,...M, _, =F”, wobei M, durch MM, M,...M,_, F* 
= “il *M, in sn” bestinet werden coll. Denn aus mF — Fm folgt auch 
mF" =F" m’*. Setzt man im Beweis M,— M’*** fiir jedes i, so erhilt 
man als einen padalen Fail ”) 


Hilfssatz 4. Ist M ein nilpotentes Element, F eine mit M vertausch- 
bare Hinheit aus einem Ring, so ist F + M eine Hinheit. 

Wir setzen nun das Bestehen des Doppelkettensatzes fiir Rechtsideale 
in o voraus. D.h. (Teilerkettensatz): Jede Kette von Rechtsidealen, bei 
der jedes Rechtsideal ein echter Oberring des vorangehenden ist, bricht im 
Endlichen ab. (Vielfachenkettensatz): Jede Kette von Rechtsidealen, bei 
der jedes Rechtsideal ein echter Unterring des vorangehenden ist, bricht 
im Endlichen ab. 

Nach Herrn E. Artin**) kann man daraus die Existenz des maximalen 
nilpotenten Ideals schlieBen, welches alle nilpotenten Rechts- und Links- 
ideale umfaBt. Der Restklassenring nach dem maximalen nilpotenten Ideal 
ist aber die direkte Summe von einfachen Ringen. Es sei n das maximale 
nilpotente Ideal von 0, o/n die direkte Summe 0, + 0, +...+ 0, von 
einfachen Ringen o,. Ist m, ein maximaler nilpotenter Unterring von 0,, 
so ist m’=m,-+m,+...-++m, nach Hilfssatz 2 ein solcher von o/n und 
m=nm’ nach Hilfssatz 1 ein solcher von o (und jeder maximale nil- 
potente Unterring von o entsteht so). 

Wir betrachten daher einen einfachen Ring, der nach einem Maclagan 
Wedderburnschen Satz’*) mit einem vollstandigen Matrizenringe a vom 
Grade etwa n in einem (im allgemeinen nichtkommutativen) Kérper K 
isomorph ist, d. h. es ist am Bee jj Wo H,,E,,=—0 firj +k und =£,, 


fir 7 =k, und £,; mit jedem ‘Elemente aus K vertauschbar ist. Ein maxi- 
maler nilpotenter "Unterring b von a wird durch 6 = ae gegeben. Es 





ist klar, daB 6 ein nilpotenter Unterring von a ist. ‘Ist P ein Element 
eines 6 enthaltenden nilpotenten Unterringes c, so hat c ein Element von 
der Gestalt oi E,,, welches aber auch nilpotent sein muB. Also ist 


ij? 


1) Ist in den Hilfssitzen 3,4 F ein Nullteiler, co ist F+ M ein Nullteiler, was 
gleichzeitig bewiesen ist. Ist F ein mit M vertauschbares nilpotentes Element, so ist 
F+M wieder nilpotent. Denn aus F*=0 und M? =0 folgt (F+ M)**? =0. 

1#) E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, § 1, Abhandlungen aus 
dem Math. Seminar zu Hamburg 5 (1927), 8. 251—260. 

18) Maclagan Wedderburn, On hypercomplex numbers, Proceedings of the London 
Math. Soc. 6 (1908). L.E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, herausgegeben 
von A. Speiser, Ziirich 1927, 8S. 120, 121. Das Bestehen dieses Satzes fiir den Ring mit 
Doppelkettensatz fiir Rechtsideale wurde von Herrn E. Artin a.a.O. Satz 11 bewiesen. 
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Ch, = Cy =--- = C,, = 90. Daher sind die Diagonalkoeffizienten™) von P 
gleich Null. Da P ein nilpotentes Element ist, so ist nach Hilfssatz 4 
stets cH + P eine Einheit, wo ¢ ein von Null verschiedenes Element aus K 
bedeutet. Ist ein Koeffizient p,, von P von Null verschieden, so setze 
man c= p,,. Es gibt dann ein Element B aus b, so daB die i-te Zeile 
von p;, 2 + P+ B und daher von (p,, 2 + P+ B) X fiir jedes Element X 
aus a mit der ersten Zeile derselben identisch ist. Also ist (p,, 2+ P+ B)X 
fiir jedes X von E verschieden, d.h. p,,#+ P+ B ist keine Einheit. 
Dabei ist aber P-+ B in ¢ enthalten, also gegen Hilfssatz 4 nilpotent. 
Also ist p,, fiir jedes ¢ gleich Null. Analog kann man behaupten, da8 p,; 
fiir jedes i>j gleich Null ist. Daher ist b—c und 6 ein maximaler 
nilpotenter Unterring von a. Einen maximalen nilpotenten m eines all- 
gemeinen Ringes 0 kann man nun nach der obigen Bemerkung leicht 
konstruieren. 

Ein anderer maximaler nilpotenter Unterring von a wird durch 
b= S'KE,; gegeben. Der Durchschnitt (6, ) hat offenbar kein von Null 

> 


t>) 
verschiedenes Element. Nach Hilfssatz 2 erhalt man 


Hilfssatz 5. Der Durchschnitt aller mazimalen nilpotenten Unter- 
ringe eines halbeinfachen Ringes besitzt kein von Null verschiedenes 
Element. 

Nach diesem Hilfssatz erhilt man weiter den folgenden allgemeinen 
Satz, der als ein Struktursatz des Ringes interessant ist: 


Satz 1. Der Durchschnitt aller mazximalen nilpotenten Unterringe 
eines Ringes ist das maximale nilpotente Ideal des Ringes, wenn man die 
Existenz des Hinheitselementes und das Bestehen des Doppelkettensatzes 
fiir Rechtsideale vorausseizt. 

Es sei namlich n das maximale nilpotente Ideal eines Ringes 0. Man 
bilde nun den Restklassenring o/n, der bekanntlich halbeinfach ist. Der 
Durchschnitt aller maximalen nilpotenten Unterringe von o/n ist nach 
Hilfssatz 5 ein Nullring. Daher folgt Satz 1 aus Hilfssatz 1 unmittelbar. 

Es sei r ein Unterring von 0. Die Gesamtheit der Elemente P aus 0 
derart, daB Pr undrP inr enthalten ist, bildet einen Ring, den wir den 
Normalisator von t nennen. 

Ist » der Normalisator eines maximalen nilpotenten Unterringes m, 
so besteht m aus der Gesamtheit der nilpotenten Elemente aus p. Denn 
ist P bzw. M ein nilpotentes Element aus p bzw. m, so ist das Produkt 
PM bzw. MP in m enthalten. Der durch P und m erzeugte Ring t be- 


%*) Wir gebrauchen hier der Einfachheit halber die Ausdrucksweise der Matrizen- 
theorie. 
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steht aus den Elementen f(P)P-+-M, wo f(P) ein Polynom von P mit 
ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet. Das Produkt von r Elementen 
aus t hat dann die Gestalt g(P)P” + M, also ist t* in m enthalten, falls 
P* = 0, woraus folgt, daB t nilpotent ist. Nach der Definition von m ist 
also m=t und P in m enthalten, was zu beweisen war. 

Daraus folgt nach dem Maclagan Wedderburnschen Satz 


Hilfssatz 6. Der Restklassenring p/m ist die direkte Summe von 
Kérpern, wenn der Doppelkettensatz fiir Rechtsideale in ) besteht. 

Ist ein Element P aus 0 mit m vertauschbar, d.h. Pm = mP, und m 
maximaler nilpotenter Unterring, so ist P im Normalisator p von m enthalten. 
Denn es ist (Pm)*=(mP)*=m‘*P*=0, falls m*=0 ist, d.h. PM und 
MP fiir jedes M aus m sind nilpotent. Jedes Element des durch Pm 
und m erzeugten Ringes 3 hat die Gestalt P’ M,+ P*"*M,+...+ M,, 
wo M, ein Element aus m bedeutet. Die Koeffizienten von P‘ im Pro- 
dukt von r Elementen aus 3 sind wegen Pm=mP in m’ enthalten, 
da aus Pm = mP auch P’m=mP* folgt. Daher ist s*=0. Nach der 
Definition von m ist also Pm = mP in m enthalten. 

Um den Normalisator des oben konstruierten maximalen nilpotenten 
Unterringes eines Ringes zu bestimmen, beweisen wir 

Hilfssatz 7. Ist n ein Ideal in 0, m’ ein Unterring von o/n und 
p’ der Normalisator von m’, so ist np’ der Normalisator von wm’. 

Der Ring nm’ ist offenbar ein Ideal in np’, da n ein Ideal in o ist. 
Ist nm’ ein Ideal in vb, so ist m’ ein Ideal in b/n, also ist v/n in p’ 
und daher b in n p’ enthalten. 

Klar ist nun 


Hilfssatz 8. Ist 0 die direkte Summe 0, -+0,+...+ 0, von 
Idealen 0;, m, ein Unterring von 0; und p,; der Normalisator von m, in 0;, 
so ist p=p,+p,.+...-+ p, der Normalisator von m = m,+m,+ ... + m,. 

Es sei wie friiher n das maximale nilpotente Ideal in o, o/n die 
direkte Summe 0, + 0,-+...-+ 0, von einfachen Ringen 0;, m, ein maxi- 
maler nilpotenter Unterring von 0;. Ist p; der Normalisator von m, in 0,, 
so ist p’=p,+p,+...+p, der von m’=—m,+m,+...+m, und 
p=np’ der von m=nm’. Daher betrachten wir wieder — wie es ge- 
niigend ist — den einfachen Ring a. Der Normalisator des maximalen 
nilpotenten Unterringes 6 = S’KE;; von a ist — wie man leicht sehen 


i<j 
kann — gleich f= S’KE,,. 
‘Sj 


Hilfssatz 9. Die zugehdrige Gruppe % von f{ besteht aus den Ele- 
menten aus { derart, daB der Koeffizient von E,, fiir jedes « von Null 
verschieden ist. 
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Denn ein Element F aus f la8t sich durch F = (5 f,;2,;) (2+ Zz fj E,;) 
i<; 


darstellen. Da der zweite Faktor nach Hilfssatz 4 stets eine Einheit ist, 
so ist F dann und nur dann eine Einheit, wenn der erste Faktor eine 
Einheit ist, woraus die Behauptung folgt. 

Hilfssatz 10. Die Gesamtheit der mit einem maximalen nilpotenten 
Unterringe m vertauschbaren Einheiten bildet die zugehdrige Gruppe (Hin- 
heitengruppe) des Normalisators p von m, wenn man das Bestehen des 
Vielfachenkettensatzes fiir Rechtsideale in m voraussetzt. 

Ist namlich P eine in p enthaltene Einheit von 0, so ist Pm in m 
enthalten. Ferner ist P‘m in P*~*m enthalten. Es ist aber P‘m ein Rechts- 
ideal in m. Denn P‘mm ist in P‘m enthalten. Daher ist nach der 
Voraussetzung P“m = P*~'m fiir ein geeignetes a, woraus aber Pm = m 
folgt, da P*~* eine Einheit ist. Aus Pm =m folgt auch m = P~*m und 
da8 P~*mP in m enthalten ist. Also ist m in PmP~* enthalten, und 
nach der Definition von m ist m= PmP~* oder Pm=mP=m, da 
PmP~* auch nilpotent ist. Damit ist Hilfssatz 10 bewiesen, da jedes 
mit m vertauschbare Element nach oben in p enthalten ist. 


§ 2. 
Sylowgruppen der Einheitengruppe eines endlichen Ringes. 


Fiir einen Ring o mit Einheitselement 2 gilt unabhingig vom Doppel- 
kettensatz 

Satz 2. Der Strahl {0,m} modulo einem nilpotenten Unterringe m 
bildet eine Untergruppe der zugehdérigen Gruppe (Hinheitengruppe) &© 
von 0.) 

Jedes Produkt zweier Elemente aus {o,m} ist offenbar in {o, m} 
enthalten. Nach dem Beweis von Hilfssatz 4, wobei jetzt F gleich dem 
Einheitselement Z ist, bildet {o0, m} ferner eine (eigentliche) Gruppe, da 
dabei (E — M), (E+ M*),...,(2+M*"") in {o,m} enthalten sind; 
also ist jedes Element des Strahles {o, m} eine Einheit, deren reziprokes 
Element auch in {o9, m} enthalten ist. 

Wir betrachten nun einen endlichen Ring mit Einheitselement Z. 
Ein endlicher Ring heiSe ein p-Ring, wenn die Anzahl der Elemente des 
Ringes eine Primzahlpotenz ist. 

Satz 3. Hin endlicher Ring ist stets die direkte Summe von p-Ringen. 

Ein endlicher Ring 0 1a48t sich als eine additiv geschriebene Abelsche 
Gruppe bekanntlich in die direkte Summe 0 = 0, + 0,+...+ 0,, zerlegen, 


45) Ist der Ring endlich, so ist diese Untergruppe auflésbar. Zum Beweis 
vgl. K. Shoda, a.a.0., Beweis des Satzes 8. 
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wo die Anzahlen der Elemente aus 0; teilerfremde Primzahlpotenzen p,* sind. 
Dann besteht o, aus der Gesamtheit der Elemente P; aus 0, die der 
Bedingung p;P,—0 geniigen. Also bildet o, einen Ring. Wir haben 
also nur zu zeigen, dab P,P; = 0 ist, falls P, bzw. P, in 0, bzw. 0;, ij, 
enthalten ist. Es ist pP,P;=—pP,P,—0. Da p, und p, teilerfremd 
sind, so mu8 nach dem Distributivgesetz P;P,= 0 sein. 

Wir betrachten nun einen einfachen p-Ring a. Der Ring a ist dann 
mit einem vollstandigen Matrizenringe vom Grade etwa n in einem Galois- 
schen Felde isomorph, da ein endlicher Kérper stets nach einem Maclagan 
Wedderburnechen Satz**) kommutativ ist. Es sei p™ die Anzahl der Eie- 
mente in dem Galoisschen Felde, so ist die Anzahl der Elemente aus a 
gleich p™**. 

Die Ordnung der zugehérigen Gruppe & von a ist dann gleich 


(p™™ enn 1)(p™* nd p™) ve (p™* a p™*-1)) 


mn (n—1) 


=p * (p=*—1)(p™@-9—1)...(p™—1).%) 

Die Ordnung der Sylowgruppe von W% ist also gleich der Anzahl der Ele- 
mente des in §1 konstruierten maximalen nilpotenten Unterringes b in a. 

Es sei nun n das maximale nilpotente Ideal eines allgemeinen 
p-Ringes o, und zwar die Anzahl der Elemente aus n gleich p*. Ist der 
Restklassenring o/n die direkte Summe 0, + 0, +...-+ 0,, wo 0, mit dem 
volistandigen Matrizenringe des Grades n,; in einem Galoisschen Felde mit 
p™ Elementen isomorph ist, so ist die Anzahl der Elemente aus o 





> m,n? 


A 
gleich p "et und die Ordnung der zugehérigen Gruppe @ gleich 


‘ t 
p AZM" TT (pmm —1) (pm —1)...(p™—1), da bei der 


i=1 
Strahlbildung dem Restklassenring o/n = 0,+-0,+...+-0, die Faktor- 
gruppe G/N — G, <x G, x... < G, entspricht, wo MN gleich dem Strahl 
{o|n} und @, mit der zugehérigen Gruppe von 0, isomorph ist"*). 

Satz 4. Der Strahl {0,m} eines p-Ringes 0 modulo einem mazi- 
malen nilpotenten Unterringe m ist eine Sylowgruppe der zugehdrigen 
Gruppe (Hinheitengruppe) von o. 


16) Maclagan Wedderburn, A theorem on finite algebra, Transactions of the 
American Math. Soc. 6; L. E. Dickson, On finite algebra, Géttinger Nachr. 1905; 
E. Artin, Uber einen Satz von Herrn J. H. Maclagan Wedderburn, Abhandlungen aus 
dem Math. Seminar zu Hamburg 5 (1927), S. 245 —250. 

**) L. E. Dickson, Linear groups with afi exposition of the Galois field theory, 
Leipzig 1901, 8.77. 

*8) Vgl. den Anfang der Einleitung und Hilfssatz 3. 
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Die Richtigkeit dieses Satzes fiir den in §1 konstruierten maximalen 
nilpotenten Unterring m eines p-Ringes o erkennt man leicht, wenn man 
die Ordnung der Sylowgruppe und die Anzahl der Elemente des maxi- 
malen nilpotenten Unterringes vergleicht (siehe oben), da nach Satz 2 der 
Strahl modulo einem nilpotenten Unterringe nur aus Einheiten besteht und 
eine Gruppe bildet. Ist m* irgendein maximaler nilpotenter Unterring 
von 0, so ist die Ordnung der Gruppe {o0, m*} eine Potenz von p, und 
daher. ist {o,m*} in einer Sylowgruppe enthalten, die sich aber durch 
eine Einheit P aus o in der Form P~*{o,m}P={o0,P~*mP} dar- 
stellt**), Also ist m* in P~*mP enthalten, und nach der Definition von 
m* ist daher m* = P~*mP, da P~*mP wieder ein nilpotenter Unterring 
ist. Also ist {o, m*}—P~*{o,m}P eine Sylowgruppe der zugehérigen 
Gruppe ©. 

Gleichzeitig bewiesen ist der folgende Satz fiir einen p-Ring. 


Satz 5. Alle maximalen nilpotenten Unterringe eines endlichen Ringes 
sind miteinander konjugiert. 

Nach Satz 3 ist namlich ein endlicher Ring o die direkte Summe 
0, +0,+...+0,, von p-Ringen o;. Ist m ein maximaler nilpotenter 
Unterring von 0, so ist nach Hilfssatz 2 also m= m,+m,+...+m,, 
wo m, ein maximaler nilpotenter Unterring von o0, ist. Ist 
m* = m* + mg*+...-++m x ein anderer maximaler nilpotenter Unterring 
von 0, so gibt es nach oben Einheiten P, in 0,, so daB P-*m,P,—m," ist. 
Setzt man P= P,+ P,+...+P,, so ist P*=P,'+P,'+...+ Py’ 
und P~'mP=m"*, womit der Satz bewiesen ist. 

Man kann also jeder Sylowgruppe der zugehérigen Gruppe © eines 
p-Ringes o eineindeutig durch Strahlbildung einen maximalen nilpotenten 
Unterring von o zuordnen. 


Aus Satz 4 folgt nach Satz 1 

Satz 6. Der Strahl {o|n} eines p-Ringes 0 modulo dem maximalen 
nilpotenten Ideal n ist der Durchschnitt aller Sylowgruppen der zu- 
gehorigen Gruppe (Hinheitengruppe). 

Man kann nun einige Satze iiber Sylowgruppen in die Theorie der 
maximalen nilpotenten Unterringe eines endlichen Ringes iibertragen. 

Zusatz 1. Der Durchschnitt aller Sylowgruppen der zugehdrigen 
Gruppe eines p-Ringes ist ein Normalteiler der zugehdrigen Gruppe. 

Denn der Strahl {o|n} bildet einen Normalteiler von G, wenn n ein 
nilpotentes Ideal in o ist. 


1%) Vgl. etwa A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, Berlin 1927, 
2. Aufl., 8. 66. 
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Zusatz 2. Die im Normalisator eines maximalen nilpotenten Unter- 
ringes m eines p-Ringes enthaltenen Hinheiien bilden den Normalisator 
der Sylowgruppe {0, m} der zugehdrigen Gruppe. 

Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 10 unmittelbar, da ein Element aus o 
dann und nur dann mit {o, m} vertauschbar ist, wenn es mit m vertausch- 
bar ist. 

Zusatz 3. Die Anzahl der mazximalen nilpotenten Unterringe eines 
p-Ringes ist gleich der Anzahl der Sylowgruppen der zugehdrigen Gruppe 
und wird durch I(p™™ —1)(p™*"® —1)... (p™—1)|(p™—1)™ ge- 
geben. y 


Denn diese Anzahl ist gleich dem Index des Normalisators einer 
Sylowgruppe in der zugehdrigen Gruppe. Die Ordnung des Normalisators 2 


t t 

einer Sylowgruppe Yt = {o, m} ist gleich p tanner" TT (p™— or”. 
i=1 

Denn $/R = $B, < BP, <...>< P,, wo N gleich dem Strahl {o|n} und 

$, der Normalisator der Sylowgruppe IM; = {0,;, m,} von G, ist. Die Ord- 

nung von §, ist aber nach Hilfssatz 9 gleich pi™™™-1(p™_1)™, 

Vergleicht man die Ordnung von ~ mit der von @, so erkennt man die 

Richtigkeit von Zusatz 3. 

Nach Satz 3 folgt aus Zusatz 3 


Zusatz 4. Die Anzahl der mazximalen nilpotenten Unterringe eines 


endlichen Ringes ist kongruent 1 modulo (p,, p,,..., p,), wobet die An- 
zahl der Elemente des Ringes aus p, zusammengeseizt ist. 


D. h. die Anzahl stellt sich in der Form 1+ S'r,p, dar. 
t=1 


(Eingegangen am 6. 2. 1929.) 
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Abrif8 einer arithmetischen Theorie der Galoisschen Kérper. 
(Zweite Mitteilung.) 
Von 
Oystein Ore in New Haven (Conn., U.S. A.). 


In der ersten Mitteilung*) ist zunichst der einfachste, reguldre Fall 
der Zerlegungsgruppe untersucht worden, wo also héhere Verzweigungs- 
gruppen nicht vorkommen. Weiter wurde in A, Kap. 2 die Grundlage fiir 
die Behandlung des irreguldren Falles gegeben, indem gezeigt wurde, daB 
bei relativ-zyklischen K6érpern vom Primzahigrade p das volle Restsystem 
(mod P“), wo P ein Primidealteiler von p ist, immer durch Adjunktion 
einer Wurzel einer binomischen oder einer trinomischen Normalkongruenz 
(mod P“) erhalten werden kann. Die Form der Normalkongruenzen hingt 
nur von der Relativdifferente des Kérpers ab. 

In dieser zweiten Mitteilung werden nun diese Resultate fiir den 
Aufbau einer Theorie des irreguliren Falles angewandt, welche wieder zum 
Studium der Zerlegungsgruppe dient. 

Anstatt der Reihe der Verzweigungsgruppen wird zuerst eine Kom- 
positionsreihe der Zerlegungsgruppe betrachtet; dementsprechend erhilt 
man eine Reihe von relativ-zyklischen Kérpern vom Relativgrade p, welche 
ich Irregularkérper genannt habe und welche die Reihe der Verzweigungs- 
kérper enthalt. Daraus folgt der Hauptsatz, daB man den vollstandigen 
Restbereich (mod P“) durch sukzessive Adjunktionen der Wurzeln von 
binomischen und trinomischen Normalkongruenzen von der Form 


oe — SL ehaitttar— p,m, ,=0 (mod P*) 
i 
oder 

2? — f,_4%_,=0 (mod P*) 


1) Math. Annalen 100 (1928), S. 650—673. Diese Abhandlung wird im folgenden 
kurz mit A bezeichnet. 
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aufbauen kann. Weiter werden die Verzweigungen yu;*) durch die Kon- 
stanten der Normalkongruenzen bestimmt, woraus sofort unter Anwendung 
der Dedekind-Henselschen Ungleichung obere Grenzen fiir die u; angegeben 
werden kénnen. Als Schlu8stein von Kap. 1 wird bewiesen, daB die Nor- 
malkongruenzen fiir ein gegebenes Primideal entweder alle binomisch oder 
alle trinomisch sind, und da8 im trinomischen Falle der Exponent r,;—r 
eine von i unabhangige Konstante ist. Als eine Anwendung hiervon folgt 
fiir die Verzweigungen 
4,=4=..-=1l-pPr (mod p), 

worin der Satz von Speiser*) enthalten ist, daB alle Verzweigungen ein- 
ander (mod p) kongruent sind. 

In Kap. 2 wird diese allgemeine Theorie zu einer vollstandigen Unter- 
suchung des binomischen Falles angewandt. In diesem Falle ist 


€ = 0 (mod p — 1), mo 2P +h vt K..49) 


und die Verzweigungsgruppe ist zyklisch. Die vollstandige Struktur der 
Tragheitegruppe (Satz 16) und Zerlegungsgruppe (Satz 17) wird bestimmt. 
Die Form der Zerlegungsgruppe ist verhaltnismaSig komplisiert, aber gruppen- 
theoretisch interessant. Im binomischen Falle wird die Triagheitsgruppe 
nur fiir p= 2 Abelsch. 

In einer letzten Mitteilung sollen verschiedene andere Fragen der 
arithmetischen Theorie der Galoisschen Kérper behandelt werden, speziell 
wird der trinomische Fall eingehender studiert. 


Kapitel 1. 
Normalkongruenzen fir die Irregularkérper. 


§ 1. 
Einftihrung der Irregularkérper. 


Fiir den regularen Fall ist in A, Kap.1 die vollstandige Beziechung 
zwischen Gruppeneigenschaften und Gleichungseigenschaften aufgestellt. 
Dieselbe Aufgabe soll nun in dem schwierigeren Falle behandelt werden, 
wo auch héhere Verzweigungsgruppen vorkommen. 

Den Galoisschen Kérper K erhalt man (vgl. A, Kap.1,§1) aus dem 
Regularkérper K, (= erster Verzweigungskérper) dadurch, daB man durch 
sukzessive Adjunktionen die Reihe der héheren Verzweigungskérper 


(1) K, = Ky,, Ee., -i+. Hon. KX 
*) Man vgl. A, Kap. 1, § 1. 


*) A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, Journ. f. Math. 149 (1919), S. 174—188. 
Diese Arbeit wird im folgenden als Speiser zitiert. 
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aufbaut. Hier ist allgemein Ky, ein Relativkérper vom Grade p*-: zu Ky, ,, 
wobei also 


(2) 8, +48+...+48=8, 

wenn die Ordnung e des betrachteten Primideals P die Form e =e, p’, 
(€,,?) =1 hat. Weiter sei 

(3) G, = Gy,, Gy,; .--» Gy,,, =1 


die Reihe der entsprechenden Verzweigungsgruppen, wo bekanntlich die 
%i-1 
Faktorgruppe Gy,_,/Gy, Abelsch und vom Typus p, p,..., p ist. Wie friiher 
werden die Zerlegungsgruppe und Tragheitsgruppe mit Gz und Gr bezeichnet. 
Im folgenden erweist es sich nun sehr oft als vorteilhaft, nicht mit 
den Gruppen (1), sondern mit einer Kompositionsreihe der Gruppe G, 


(4) (Gy, =) Ge, Gy, Gq, ---) G, 1 


zu operieren, wobei allgemein die Gruppe G,; die i-te Irregulargruppe 
heiBen soll. Die Faktorgruppe G,_,/G@, ist zyklisch von der Ordnung p und 
die Gruppe G, hat folglich die Ordnung p’~‘. Entsprechend (4) erhilt 
man eine Reihe von s IJrregularkérpern 


(5) (Ky, =) Ky, K,,.... K,=K, 


wobei K; ein zyklischer Relativkérper vom Relativgrade p zu K, _, ist. 
Der Relativgrad zu Ky von K, wird e, p’, waihrend der Galoissche Kérper 
K ein Relativkérper vom Grade p’~‘ zu K, wird. 

Die Kompositionsreihe (4) wird in der folgenden Weise definiert: Es 
sei S, eine Substitution in Gy,, welche nicht zu Gy, gehért. Wenn dann 2 
eine Primzah! in bezug auf P in K ist, so folgt nach der Definition von Gy, 


(6) S,:2=2+ 0,2" (mod P“'*?), 


wo pw, die in A, Kap.1,§1 definierte Verzweigung von Gy, ist. Durch 
Wiederholung erhalt man aus (6) 


S{:n=a2+ra,2" (mod P“*"), 


so daB speziell S? eine Substitution in Gy, ist. 
Es folgt nun leicht, daB man genau s, (mod P) linear unabhangige 
Zahlen 


(7) 1, Wg, +++, We, 


so bestimmen kann, daB, wenn S eine beliebige Substitution in Gy, 
ist, wird 


S:n=a2+an” (mod P”'**), 
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wobei a die Form 
& = 17,0, + 1,W_ +.--- + 1s, Ms, 
mit ganzen rationalen r; hat. Wenn daher S; eine Substitution ist, fiir die 
S,:1=2+ ,2" (mod P“**), 
so kann man die ganze Verzweigungsgruppe Gy, in der Form 
Gy, = Si' 82... 85" Gy, (r,=0,1,...,p —1) 
darstellen, wobei immer S? eine Substitution in Gy, ist, und weiter 
8,8, = 8;8,8, 
wo S‘® in Gy, liegt. 
Diejenigen Substitutionen in Gy,, welche S, nicht enthalten, bilden 
eine Gruppe p* *-ter Ordnung, und diese ist die erste Irregulargruppe G,. 
Die Gruppe G, ist offenbar ein Normalteiler von G, und G,/G, ist zyklisch 
von der Ordnung p. Ebenso bilden diejenigen Substitutionen, welche 
weder S, noch S, enthalten, die zweite Irregulargruppe G, von der Ord- 
nung p** usw. Durch eine ahnliche Behandlung der nichsten Verzwei- 
gungsgruppen erhalt man leicht: 


Satz 1. Man kann in der ersten Verzweigungsgruppe s Substitutionen 


(8) B, Bas os-2 8, 
80 bestimmen, daB die Gruppe in der Form 
G, = 8;' 8," ... 8," (r;=0,1,...,p —1) 
dargestellt werden kann. Die i-te Irregulargruppe isi dann durch 
(9) G, = Sjj,... Sy" (r;=0,1,...,p—1) 


definiert, wobei fiir alle i immer S}., in einer Gruppe G; (j >i +1) 
enthalten ist. 

Es ist einleuchtend, da in (8) die s, ersten Substitutionen S; in Gy,, 
die s, nichsten in Gy, usw. liegen. Fiir die Irregularkérper K,, welche den 
Irregulargruppen (9) entsprechen, werden wir der Bequemlichkeit wegen 
die kiirzere Ausdrucksweise anwenden, daB K; zwischen den Verzweigungs- 
kérpern Ky, und Ky,,, liegt, wenn K; ein (echter oder unechter) Unter- 
kérper von Ky,,,, aber nicht von Ky, ist. 

Eine Verzweigungsgruppe ist bekanntlich ein Normalteiler von allen 
vorangehenden Verzweigungsgruppen, sowie von der Tragheitsgruppe G7 
und Zerlegungsgruppe Gz. Eine Irregulargruppe ist, wie man leicht sieht, 
ein Normalteiler von allen vorangehenden Irregulargruppen, aber allgemein 
nicht von Gr und Gz. Wenn S,,, eine Substitution ist, fiir die 


S,,,:2=2-+ wa" (mod P“’*’) 








| 
| 
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ist, so folgt leicht mit den Bezeichnungen in A, Kap. 1, § 5 *) 





(10) a, "a T A= + @  t%oP* (ur—1) ar (mod spas 
(11) Zz *8,,,2: 2 = at w? rhoP-! (He-2) ger (mod *). 
wo 
f—4 
4, = fF) me 39 b= P : 
§ 2. 


Normalkongruenzen fiir die Irregularkérper. 


Im folgenden sollen nun die Eigenschaften der Irregularkérper ein- 
gehender studiert werden. Nach einer Bemerkung in A, Kap. 1, § 3 folgt 
sofort, daB wenn P, das Primideal im Regularkérper bezeichnet, worin P 
aufgeht, so besteht in den ate ei he eine Zerlegung 

P, =P? =P?’ =... —P?’=P*’, 
wobei jedes Primideal P; den Relativgrad 1 hat. Da nun K, nach der 
Definition ein relativ-zyklischer K6rper vom Relativgrade p zu K,_, ist, 
so kann man die Resultate aus A, Kap. 2,§4 anwenden. Man erhilt 
daraus eine Reihe von Tatsachen, welche in dem folgenden Hauptsatz 
zusammengefaBt werden kénnen: 

Satz 2. Wenn a,_, eine Primzahl in K,_, in bezug auf P,_, tat, 
80 kann man immer eine Primzahl x, in K, in bezug auf P; 8o be- 
stimmen, dap x, fiir ein beliebig hohes « entweder einer binomischen 
Kongruenz 
(12) xz? —a,_,B;_,=9 (mod P*) (¢ =1, 2,...,8) 
oder einer trinomischen Kongruenz 


(13) 2? — — = eh? rt — a 18;-.=0 (mod P*) (#=1,2,...,8) 


geniigt. Der binomische oder trinomische Fall tritt ein, je nachdem die 
relative Supplemenizahl 0; von P; in semny auf K, , durch 


(14) 0,= & p' 
oder : 
(15) 0,=¢,p+r,< ep’ (lsr,Sp—1) 


gegeben ist; dabei ist also bekanntlich 0; dadurch definiert, dap die Re- 
lativdifferente von K, in bezug auf K;_, genau durch P? “1+@ teilbar sein 





*) Entsprechende Formein kommen bei Speiser vor. Vgl. Speiser, Formel I 
u. TI, § 3. 
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soll. In jedem Falle ist 

(16) e,= 0 (mod p — 1) 

und weiter im trinomischen Falle 

(17) b, = 0 (mod p — 1). 

Die Zahl B;_,, welche also in K,_, liegt, kann immer in der Form 


oe. 
(18) B; gel trn,_ t+... +t P-i ng? 
geschrieben werden. 


§ 3. 


Bestimmung der Verzweigungen. 


Die Normalkongruenzen des Satzes 2 sind nun die wichtigsten Hilfs- 
mittel fiir das Studium der arithmetischen Eigenschaften des Galoisschen 
Kérpers. 

Die erste Aufgabe, welche hier behandelt werden soll, ist die Bestim- 
mung des Zusammenhanges zwischen den Supplementzahlen og; und den in 
A, Kap. 1, § 1 definierten Verzweigungen u,. Die Verzweigung yu, einer 
Verzweigungsgruppe Gy, war dadurch festgelegt, daB wenn S eine Substi- 
tution in Gy,, a eine Primzahl in bezug auf P bedeutet, so ist 


i ie +l 
S:2 =2+o2"“(mod P“**’), 


wo @ nicht durch P teilbar ist. 

Aus A, Kap. 1, § 5 folgt, daB eine beliebige Primzahl a in K einer irredu- 
ziblen Kongruenz 
(19) F,(2)=2"+2, C2?" *+...+2,C/ =0 (mod P*) 
im Regularkérper geniigt, und die Zahl Fj (2) wird genau dieselbe Potenz 
von P enthalten wie die Relativdifferente von K in bezug auf K,. 

Es seien nun 
(20) HE SH, , Rys oo 05> Aye 
die verschiedenen Primzahlen, welche man erhalt, wenn man auf a die 
p* Substitutionen der Regulargruppe G, anwendet. Diese sind natiirlich 
alle Wurzeln von (19) und man erhalt daraus sofort 
(21) Fo (2) = (a — a) (a — 2,)...( — mp) (mod P*). 


In (21) sind aber p* — p*-® Faktoren genau durch P“', weiter p*-%— p*-*:~* 
genau durch P”* teilbar usw. und die Relativdifferente wird folglich genau 
durch P“* teilbar, wo 


(22) 4, =(p*—p*-") wu, +(pt-* — pt-"-%) uy +... + (pe —1) mm. 
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Da die Differente des Regularkérpers genau durch P”’~” teilbar ist, er- 
halt man den bekannten Hilbertschen Satz; 

Satz 3. Die Differente des Galoisschen Kérpers K ist genau durch 
p4 teilbar, wo 

4=e— p*+ (p*—p*") uw, +... + (p*—1) my. 

Unsere Aufgabe war aber speziell die Relativdifferente eines Irregular- 
kérpers K; in bezug auf K;_, zu berechnen. Betrachtet man zunichst den 
ersten Irregularkérper K,, so folgt leicht nach der eben angewandten Me- 
thode, daB die Relativdifferente von K in bezug auf K, genau durch P4: 
teilbar ist, wo 


4,=(p**— pt") wy +... +(p*—1) my, 
und allgemein beweist man, daB die Relativdifferente von K in bezug auf 
K, genau durch P“* teilbar ist, wo 
A, = (pe — pea) w+... + (p*—1) my, 


wenn K, zwischen Ky, und Ky,,, liegt. 
Daraus folgt aber sofort nach einem bekannten Satz iiber Differenten, 
daB die Relativdifferente von K; in bezug auf K,_, genau durch 


p4- 4; sie pr *@-Dre 


teilbar ist, und man hat den Satz: 


Satz 4. Wenn der Irregularkérper K, zwischen Ky, und Ky,,, liegt, 
so ist die Relativdifferente von K; in bezug auf K;_, genau durch 
Pi? teilbar. 

Dieser Satz gibt sofort die Relation zwischen den Verzweigungen 1, 
und den Supplementzahlen 9;. Die Relativdifferente von K; zu K;_, ist 
nimlich andererseits genau durch P?~*** teilbar, also nach Satz 4 


p—1+e=(p—1)h, 
und nach (16) 


Satz 5. Wenn K, zwischen Ky, und Ky,,, liegt, besteht zwischen der 
Verzweigung uw, und der relativen Supplementzahl 0, die Beziehung 


(23) w= +1. 


Fiir alle Korper K; zwischen Ky, und Ky,,, hat daher 0; denselben Wert, 
und die Reihe der Zahlen 


(24) siti (¢ = 1, 2,...,8) 
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stimmt mit der Rethe 


8; 82 8k 





—_—_ —_ 
(25) Pgs cccflgs Plgssooflgs ++ Pinssoe fly 
tiberein. 
Aus Satz 5 flieBen schon verschiedene wichtige Eigenschaften des 
Kérpers. Die Gleichung (7) in A, Kap. 1 zeigt sofort, da 


(26) 250595 ---Soa,- 

Weiter leitet man aber unter Anwendung der Dedekind-Henselschen 
Ungleichung obere Grenzen fiir die Verzweigungen ab, welche das Resultat 
von Speiser®) verscharfen. 

Aus (14) und (15) folgt namlich 0; < e,p‘, und aus der Identitit 
der beiden Reihen (24) und (25) ergibt sich dann 


a, +1 


und es besteht der allgemeine Satz: 
Satz 6. Fiir die Verzweigungen u, hat man die obere Begrenzung 





es a | 

(27) vx |*? —; | +1 (r= 1,2,...,k). 
r p—1 
Speziell ist also fiir die gréBte Verzweigung 
=) ieee ic —* | r 
In <| p—l +1=[—* | a. 

also sicher 
‘ el 
(28) mS [545]+1: 


wie von Herrn Speiser bewiesen. 


§ 4. 
Einteilung der Normalkongruenzen. 

Es soll nun gezeigt werden, daB das System der Normalkongruenzen, 
welche nach Satz 2 das vollstindige Restsystem (mod P*) in K definieren, 
eine ganz spezielle und einfache Form haben mu8. Dies folgt aus dem 
folgenden wichtigen Satz, der in diesem Paragraphen bewiesen werden soll: 

Satz 7. In der Rethe der Normalkongruenzen, welche nach Satz 2 
die sukzessiven Irregularkérper definieren, sind entweder alle Kongruenzen 
binomisch 
(29) 2? —2,_, B;_,=0 (mod P*) (¢ = 1,2,...,8) 


5) Speiser, § 3, S. 183. 
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oder alle trinomisch 
(30) a? —— shagtter—x, .B,,=0(modP*) (i= 1,2,...,8), 
wobei der Exponent r von i unabhdngig ist. 

Durch diesen Satz kann man also immer die Untersuchungen in zwei 
Fille zerlegen, je nachdem das Primideal P einer Kette von binomischen 
oder einer Kette von trinomischen Kongruenzen entspricht. 

Um den Satz 7 zu beweisen, wird angenommen, daB a, eine Primzahl 


ist, welche der Kongruenz (12) oder (13) geniigt. Nach A, Kap. 2, §4 
haben dann die iibrigen Lésungen die Form 


(31) m+ tent", m,+2r%af{”,..., 2, +(p—1)e* af" (mod Pj'***), 


wo also wie friiher vorausgesetzt wird, da8 K, zwischen Ky, und Ky,,, liegt. 
Man erhalt die Wurzeln (31) aus 2,, indem man wiederholt die Substitu- 
tion S; in G;_, anwendet. 

Aus z,; wird nun die Primzahl 2 
entweder einer Kongruenz 
(32) a? — B.2, = 0 (mod P*) 
oder einer Kongruenz 


i+. In K,,, abgeleitet, wo also 7,,, 


(33) 2? — rh agintt atin — 1,8, = 0 (mod P*) 
geniigt. 

Der Kérper K;,, liegt entweder zwischen Ky, und Ky,,, so wie K,, 
oder zwischen Ky,,, und Ky,,,. Im ersten Falle ist aber nach Satz 5 
0; = 0;,,, 80 daB die Kongruenzen fiir 2, und z,,, gleichzeitig binomisch 
oder trinomisch sein miissen; im trinomischen Falle ist dann auch offenbar 
r;=T1,,,, Wie bewiesen werden sollte. 

Um den Satz 7 zu beweisen, ist es daher nur notwendig den Fall zu 
betrachten, wo K;,, zwischen Ky,,, und Ky,,, liegt. 

Zuerst wird vorausgesetzt, daB 7, einer binomischen Kongruenz geniigt, 
und es soll gezeigt werden, daB dann auch z;,, einer binomischen Kon- 
gruenz geniigen muB. 

Nimmt man namlich an, 2; , , geniige der trinomischen Kongruenz (33), 
so wendet man auf z,,, die Substitution S; in G,;_, an vnd erhalt eine 
neue Primzahl 2/,,; = S;_1: 24:1. Da nun die Gruppe G,,; ein Normal- 
teiler von G;_; ist, gehért auch aj,, zur Gruppe G;,;, und ist also eine 
Zahl in K;,:. Die Primzahl 2/,; geniigt aber offenbar einer Kongruenz 
(34) 2? — Preiiae nftintt grin — af Bf = 0 (mod P*) 
in K;, wobei 
(35) ai = 1% + wal (mod Pf’**) 

19* 
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eine der Zahlen in (31) ist, und fj geht aus f,; hervor, wenn man 2, 
durch 2; ersetzt. | 

Unter Anwendung der Resultate in A, Kap. 2, §3 kann man aber 
zeigen, daB die Kongruenz (34) in K;,, nicht lésbar sein kann. Wird 
zunichst nach (35) 


m= 7, 7,=7,(1+ Ani"), A= 0 (modP,) 
gesetzt, so erhilt die Kongruenz (34) die Form 


(38) iax =: rhton yfter th girth tos 9, Bi’ = 0 (mod P*), 
+1 

wo 

(37) Bi’ = Bi + Ant*~* (mod Pf"). 


Nun ist es aber immer méglich, eine Zahl yj = 1+ Buf’ in K, so zu 
bestimmen, daB 
yitr*?. 
‘ 


yr? (mod P;’), 


und wenn man daher (36) mit yj” multipliziert und x an der Stelle von 
yiz schreibt, so folgt, daB auch die Kongruenz 


= 1 bi. i ; 
(38) Pf — — oa a”'** — 7; Bi” = 0 (mod P*) 
+1 


gleichzeitig mit (34) in K;,, lésbar sein muB. Dabei ist also nach (37) 
(39) Bi" = Bi’ yi? = B, + Anf*~* (mod Pf"). 


Wendet man aber auf (38) den Satz 4 in A, Kap. 2 an, so folgt sofort 
nach (39), daB, wenn die Kongruenz (38) in K,,, lésbar sein soll, die 
Bedingung 


(40) wu, —1+17,,, = 0 (mod p) 


erfiillt sein mu8. Wenn aber x, einer binomischen Kongruenz geniigt, so 
ist 9;=0(modp), und folglich nach Satz 5 u,=1(modp), so dab 
nach (40) auch r;,, durch p teilbar wire, was offenbar nicht méglich 
ist. Es ist daher bewiesen, daB, wenn 2, einer binomischen Kongruenz 
geniigt, die Kongruenz fiir 2;,, und daher fiir alle folgenden Primzahlen 
binomisch ist. 

Es bleibt folglich nur iibrig zu zeigen, daB, wenn 2, einer trinomischen 
Kongruenz geniigt, dann z,;,, keiner binomischen Kongruenz geniigen kann. 
Um dies zu leisten, wendet man auf 2,,, die Substitution 8; an, und 
wenn 2;,, einer binomischen Kongruenz (32) geniigte, wiirde 2/,,— Sj: 2;,, 
der Kongruenz : 


(41) x” — nj Bj = 0 (mod P*) 
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geniigen, wo die Bezeichnung die friihere ist. Die Kongruenz (41) kann 
dann weiter in der Form 


(42) a” — x; Bi’ = 0 (mod P*) 
geschrieben werden, wo wie friiher 
(43) Bi’ = B; + Aat’** (mod Pf”). 


Wenn aber die Kongruenz (42) in K;,, lésbar sein soll, mu8 nach 
Satz 2, A, Kap. 2 die Zahl 
Bi 


= = 1+ Aaf*™ (mod P/"*) 
By 


eipe p-te Potenz (mod P;*) sein, und dies ist weiter, wie leicht aus (28) 
folgt, nur dann méglich, wenn «,—1 durch p teilbar ist. Nach Satz 5 
folgt aber daraus weiter, daB 0; durch p teilbar ist, was nicht méglich 
sein kann, wenn z, einer trinomischen Kongruenz geniigt. 

Die Normalkongruenzen sind also alle entweder binomisch oder tri- 
nomisch, und es bleibt nur zu zeigen, da8 im trinomischen Falle der Ex- 
ponent r, eine von ¢ unabhangige Konstante ist. Es geniigt offenbar zu 
zeigen, daB r,;=r;,, (mod p). 

Dies folgt aber sehr einfach nach der eben angewandten Methode. 
Man wendet im trinomischen Falle auf 2,,, die Substitution S; an, und 
die so erhaltene Primzahl 2/,, wird einer Kongruenz (34) geniigen. Wird 
weiter die Bedingung fiir die Lésbarkeit dieser Kongruenz in K;,, gesucht, 
erhalt man die Relation (40). Nach Satz 5 ist aber u, —1 = — r;(modp), 
und daraus folgt in der Tat r;=r,,,(modp), wie bewiesen werden sollte. 

Wenn man Satz 7 mit den Satzen 5 und 2 kombiniert, erhalt man 
sofort den weiteren interessanten Satz iiber die Verzweigungen: 


Satz 8. Im binomischen Falle ist 
(44) My = Mg =---= 4, =1(modp), 
wahrend im trinomischen Falle 
(45) My = fg =... =m, =1—1(modp). 
Dieser Satz enthalt speziell das Resultat von Speiser*), daB alle Ver- 
zweigungen einander (mod p) kongruent sein miissen. 


Zuletzt sei auch noch erwahnt, daB man aus (15) und (16) noch die 
weitere Relation 


(46) ¢*,=¢,=...=c,=—r (mod p—1) 
erhilt. 


*) Speiser, Satz 4, S. 183. 
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Kapitel 2. 
Der binomische Fall. 


§ 1. 


Bestimmung der Verzweigungen. 


Der binomische Fall soll nun eingehend studiert werden, und wie man 
sehen wird, sind hier die Verhiltnisse besonders einfach und iibersichtlich. 

Aus A, Kap. 2, Satz 5 folgt schon, daB, wenn der binomische Fall 
eintreten soll, der Regularkérper K, die p-te Einheitswurzel (mod P“) ent- 
halten muB. Wenn aber die Primzahl x, in K, durch die binomische 
Normalkongruenz (vgl. A, Kap. 1, Satz 6) 


(1) a +. 1» = 0 (mod P*) 
definiert ist, so muB, als notwendige und hinreichende Bedingung, da8 K, 
eine p-te Einheitswurzel (mod P“) enthilt, 
€, = a, = 0 (mod p —1) 
sein. 
Weiter folgt aus Satz 2, daB fiir den ¢-ten Irregularkérper 
(2) 0; =e p' (¢ = 1,2,...,8) 
ist, und da diese alle verschieden sind, folgt nach Satz 5, daB die Reihe 


der Verzweigungskérper mit der Reihe der Irregularkérper zusammenfillt, 
indem allgemein 


K; = Ky,,, (§=1,2,...,@). 
Nach Satz 5 folgt weiter aus (2), daB die Verzweigung u, durch 
i 
w= Stl (¢=1,2,...,8) 


bestimmt ist. 


Satz 9. Im binomischen Falle erhalt man den Galoisschen Kérper K 
aus dem Regularkérper K, durch eine Reihe von s Verzweigungskérpern 


von den sukzessiven Relativgraden p. Die Verzweigung mu; hat allgemein 
den Wert 


i 
(3) mya SE +1 (¢=1,2,...,8), 
und die Konstanten des Regularkérpers miissen der Bedingung 
(4) €) = a, = 0 (mod p —1) 
geniigen. 


Zuletzt sei bemerkt, daB in diesem Falle natiirlich alle Zahlen s, in 
(2), Kap. 1 den gemeinsamen Wert 1 haben, und dann zeigt der Satz 3, 
Kap. 1, daB die Differente des Galoisschen Kérpers durch P* teilbar ist, wo 


4=(s+1)e—1. 


ee 


ee 


er 


ee 


~ ree 
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§ 2. 
Satze iiber die Verzweigungsgruppen. 

Zuerst soll nun bewiesen werden: 

Satz 10. Im binomischen Falle ist die Verzweigungsgruppe zyklisch. 

Dieser Satz wird unter Anwendung einer Methode von Herrn Fueter’) 
einfach in der folgenden Weise bewiesen: 

Im allgemeinen Falle, wo also das System der Normalkongruenzen 
beliebig binomisch oder trinomisch sein darf, sei V; eine Substitution der 
i-ten Verzweigungsgruppe, folglich 

Viixn=a+amA,(a), A,(a)=a,+a,2+.... 
Durch Wiederholung folgt sofort 
Vi:a=at+2n"A(a)+a°" A(x), A,(x)=man+4+..., 
Vi :2=2+3n"A,(a) + 8a°"'"' A, (a) + 2°" A(x), 
: ; A, (x) = u,(24,—1)a9+..., 
und daher im allgemeinen 
(5) Vi:m=a+(P)a"A,(a)+ (2) aA, (a) +... +0 OA (a), 
wo 
(6) A, (x) =a m;(24;—1)...((p—1) u,—p+2)+.... 

Nach der Ungleichung (28), Kap. 1 wird nun, das letzte Glied in (5) 
fiir die Verzweigungsgruppe bestimmend, in der V,” liegt. 

Nimmt man nun zuerst den binomischen Fall an, so geniigt mu; nach 
(3) der Bedingung 
(7) PH — P+1= Mar 
und da in diesem Falle «4,;=1(mod p), wird A,(z) nicht durch P teil- 
bar, so daB V?=V,,, eine Substitution der (¢-+1)-ten, aber keiner 
héheren Verzweigungsgruppe wird; der Satz 10 ist dadurch bewiesen. 

Im trinomischen Falle ist u,;==1 (mod p) und A,(z) ist folglich 
durch P teilbar; V? gehért daher zu einer Verzweigungsgruppe Gy,, j >, 
wofiir 

Mw; > p(m,—1) +1. 
Da aber nach Satz 8 u4;=—r-+1(modp) sein muB, erhalt man den 


folgenden Satz, der zuerst von Speiser*) in einer etwas anderen Form 
abgeleitet worden ist: 





*) R. Fueter, Ein Satz tiber Iteration von Potenzreihen und seine zahlentheo- 
retische Anwendung, Vierteljahrsschrift d. Naturforschenden Ges. Ziirich 1917, 8. 67 —-72. 
*) Speiser, Satz 5’, S. 184. 
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Satz 11. Hine Substitution V? gehért im trinomischen Falle zu 
einer Verzweigungsgruppe Gy,, fiir die 


(8) Mj =py,—r +l. 


§ 3. 
Eindeutigkeit der Normalkongruenzen. 


Ehe wir zu einer weiteren Untersuchung der Gruppen im binomischen 
Falle iibergehen, sollen ein paar wichtige Hilfssitze iiber die binomischen 
Normalkongruenzen bewiesen werden. 

Es sei 


(9) 2? — x, 8; = 0 (mod P“*) 


die definierende Kongruenz fiir den (i -+-1)-ten Irregularkérper K;,,. Die 
Zahl £; hat nach Satz 2 die Form 


(10) B,=1+ r%2,4+...+1%2;, 
wo v= ae ist. Es kann nun gezeigt werden, daB die Primzahl a 
in K;,, sogar so gewahlt werden kann, daS in (10) keine Glieder t% x/ 
vorkommen, wo der Exponent j durch p teilbar ist. 

Wenn namlich 


i+1 


(11) t™? ni?, ip<y= ty 
das erste Glied dieser Art in (10) ist, kann man 

M41 = M41 (1+ w 7) 
setzen, und erhalt fiir 2j,, die Kongruenz 


x? — 8; = 0 (mod P*), 
wo fj den Wert 


(12) Pj=—f(1+ xj) = B+ Bw? ai? +...4+ phonit... 
hat. Nach der Ungleichung (11) sind aber in (12) alle durch p teilbaren 
Glieder durch héhere Potenzen von P als die Zahl 2x{” teilbar, so daB man 
fiir £j die Kongruenz 

Bi = B+ w? nj” (mod P{?**) 


erhalt. Man braucht daher nur so zu bestimmen, daB 


wm? + 1%» = 0 (mod P,) 


ist, was offenbar immer méglich ist. In dieser Weise kann man nach und 
nach alle Glieder (11) in (10) wegschaffen, indem diejenigen Glieder in £;, 
welche héhere Potenzen als 2; enthalten, nach A, Kap. 2, § 2 fiir die Lés- 
barkeit der Kongruenz keine Rolle spielen. Das letzte Glied in (10) ge- 
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hért auch zu den Ausnahmegliedern (11), aber es ist im allgemeinen nicht 
méglich dieses Glied wegzubringen. 

Wenn 6; die Form hat, wo alle Glieder (11) fehlen, soll dies eine 
reduzierte Darstellung fiir 6; heiBen. Die Bedeutung der reduzierten Dar- 
stellung geht aus dem folgenden Satze hervor: 


Satz 12. He seten 
(13) 2? —2x,8;=0, 2? — x; Bj = 0 (mod P“) 


zwei Normalkongruenzen, welche beide K;,, definieren, und worin sowohl 
B; als Bj reduziert sind. Dann ist 


(14) Bj = B; (mod P7) 
und weiter muB es eine Zahi w geben, so dag 
(15) t=1%+ w? — wr (mod P;). 


Der Satz sagt kurz, daB die reduzierte Darstellung von £;, abgesehen 
vom letzten Gliede, eine eindeutige ist. 

Der Beweis ist einfach. Wenn die Kongruenzen (13) gleichzeitig in 
K,_, lésbar sind, gibt es nach A, Kap. 2, Satz 2 eine solche Zahl y, in K;, daB 


(16) Bi = v2? B; (mod P*), 
wo man natiirlich y; in der Form 
(17) ¥;=1+ Anj, A= 0 (mod P,), 


schreiben kann. Fiir den Beweis des Satzes 12 ist offenbar nur der Fall 





i ‘ 
von Interesse, daB o < ay ist. Wenn o< ay ist, erhalt man aus (16) 


(18) Bi = B+ BA? ag? +...+B;pAnji +... (mod P?). 

Hier sind die durch p teilbaren Glieder durch héhere Potenzen von P; 

als x; teilbar und folglich kann £; in diesem Falle nicht reduziert sein. 
Man hat daher in (17) o= oF, und in diesem Falle ist nach (18) 

die Bedingung (14) erfiillt. Aus (18) erhalt man dann aber weiter 


top! 
nj t% = aj ct” + A? af + pAn?-! (mod P;**), 
und wenn man hier den Wert von p aus (1) einsetzt, schlieBt man weiter 
rc =1”4 A?— Ar-™ (mod P,), 

wie bewiesen werden sollte. 

Man beweist auch leicht die Umkehrung des Satzes 12, daB, wenn 
(14) und (15) erfiillt sind, die Kongruenzen (13) gleichzeitig in K,,, lés- 
bar sein miissen. 
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Man kann in (15) voraussetzen, daB wm =w(t) eine Zahl im Trig- 
heitskérper ist. Alle Zahlen 
w? — wmt~% (mod p) 
in Kr bilden einen Modul 
M = (p, wo? — wt-®) 
und man hat daher nach (15) 
1” = 1” (mod M). 


Es folgt leicht, daB alle Zahlen im Tragheitskérper (mod M) in p Klassen 
von p’~* Zahlen zerfallen. Denn eine Kongruenz 


of —or “=o —wr ™ (mod p) 
kann nur dann bestehen, wenn 
ys — Gy 
(w, — @) =(@,—o)t ™” (mod p), 


woraus man sofort 
@ 


w, = w+ kr? (mod p) (& = 0,1,2,...,p —1) 
erhilt. 


§ 4. 


Reduktion der Normalkongruenzen. 


Zuletzt soll noch gezeigt werden, wie man durch den Satz 12 eine 
noch weitere Reduktion der Normalkongruenzen erreichen kann. 
Als Beispiel soll zuerst die erste Normalkongruenz 


(19) xz” — B, 2, = 0 (modP"), 


welche den ersten Irregularkérper definiert, studiert werden. Wie friiher 
kann man annehmen, da f, in reduzierter Darstellung gegeben ist: 
gfe? oP 
(20) Bo=1tst at... tr? nh’, 
worin, vom letzten Gliede abgesehen, keine Exponenten von 2, durch p 
teilbar sind. 
Wendet man nun auf die Wurzel x, der Kongruenz (19) eine Sub- 


stitution 7’ der Triagheitsgruppe an, so geht 2, in eine Wurzel a; der 
Kongruenz 


(21) 2? — in.t®=0(modP*), b=? —! 


iiber, wo also nach (20) 
(22) Bot tg 4 et ; 


e 
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Die Zahl aj{-t” geniigt aber nach (21) der Kongruenz 
(23) x” — Bm, = 0 (mod P*), 
und diese Kongruenz muB gleichzeitig mit (19) in K, lésbar sein. Da 


aber nach (22) auch fj in reduzierter Form ist, so muB £;, abgesehen 
vom letzten Gliede, mit £, identisch sein, und man hat daher fiir alle i 


a, = a; +b, (mod p! —1), 


d. h. ¢ ist durch e, teilbar, und f, hat die einfache Form 
oD 
(24) Bo=1l te ag + 1% ag. 
Ubt man weiter auf 2, die Substitution Z aus der Zerlegungsgruppe aus, 
so geht a, in 2,t* iiber, und man erhilt daraus sofort 


a, = pa, + eA, (mod p’ —1), 
und wenn man hier den Wert 4, = % (p— 1) einsetzt, kommt ohne 
eT € 
Schwierigkeit 
ri = kyr-® (mod p), 
wo k, eine rationale, nicht durch p teilbare Zahl ist. Nach (24) und (1) 


erhalt daher £, die noch einfachere Form 


oP 
(25) Bo =1+k pte. 
Im allgemeinen wird aber auch wegen der Bedingung (15) das letzte 


Glied in (25) verschwinden. Durch die Substitution 7‘ geht namlich 
dieses Glied in 








atid, 22 2? 
p-1_p-1 
t no 
iiber, und hier ist 
+, CoD .- 9/1 
@,+ib, a,+ip —— 
9-3 g-t a, 
t =f = k,x" (mod p), 


wo die rationale Zahl k,; alle Werte 1,2,...,—1 annehmen kann. Da 
nun nach Satz 12 immer eine Kongruenz 


k,t® = 1" + w? — + w (modp) 


bestehen muB, so folgt, wenn man p> 2 voraussetzt und daher k; = 2 
wahlen kann, 

t* = w?—1t “w(modp), 
d.h. tr gehért (mod p,w?— 1 “w) zur selben Klasse wie die Zahl 0, 
und nach §3 kann man dann die Zah! x, so wihlen, daB das letzte 
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Glied in £, (25) nicht vorkommt. Im Falle p= 2 kann man nach (25) 
8, =1+ 2k, +4, schreiben, und wie frither zeigt man, da8 die p’ még- 
lichen w, in zwei Klassen (mod 2, w*?—) zerfallen. Wenn f nicht 
durch 2 teilbar ist, gehéren die Zahlen 0 und 1 zu verschiedenen Klassen, 
indem eine Kongruenz 

w* — wm =1 (mod p) 


nicht lésbar sein kann. Man kann daher in diesem Falle w,=—0 oder 
@,=1 annehmen. Wenn f gerade ist, wird man aber nicht immer das 
letzte Glied als rational annehmen kénnen. 

Satz 13. Im !*.wmischen Falle kann man die Primzahl x, des 
ersten Irregularkérpers so wahlen, daB die Konstante B, durch 


(26) Bb, =1+ kp 


gegeben ist. Hine Ausnahme bildet nur der Fall, wo p=2 und f gerade 
ist; in diesem Falle hat man auch die Moglichkeit 


(27) Bo=1+4+2k,+4t%. 


Im Falle p> 2 (und wir beschrinken uns vorliufig nur auf diesen 
Fall) wird £, durch die Substitutionen 7’ und Z nicht geandert, und man 
kann daher diese Substitutionen so wiahlen, daB 

be be 
T:n,=t?a,, Z:a,=t"? x, (modP*). 


Man kann nun durch Induktion fiir eine beliebige Normalkongruenz den 
folgenden Satz beweisen: 


Satz 14. Die Konstante B; der (i -+-1)-ten Normalkongruenz hat 
fir p>2 die Form 
6, =1+h,A,+k, A? +..., 
(28) a 


ai 
A,;=t Uy; 


wo alle Koeffizienten k rational sind; speziell fehlt das letzte Glied, 








éo pitt 
welches die Potenz 2;”~* enthalten sollte. Weiter ist 
bo _4e_ 
4 : i+i . a i¥i a 
(29) Pia, a “&,., 8:%,,8¢ m;,, (mod P*). 


Zuniachst sei 
(30) B=14+ Se aj 
die reduzierte Darstellung der Konstanten-der (i + 1)-ten Normalkongruenz 
(31) a” — Bn, = 0 (mod P*). 
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Nimmt man nun den Satz 14 fiir alle vorangehenden Normalkon- 
gruenzen als bewiesen an, so folgt wie im Beweise des Satzes 13, wenn 
man auf (31) die Substitutionen 7 und Z anwendet, daB £; in (30) die 
Form (28) haben mu8, wenn man vom letzten Gliede absieht. Durch 
denselben Kunstgriff, wodurch das letzte Glied in £, weggebracht wurde, 
zeigt man aber, daB auch in #; dieses Glied bei einer passenden Wahl 
von a;,, zum Fehlen gebracht werden kann. Dann bleibt aber £; durch Z 
und 7 ungeindert, und es folgt sofort, daB diese Substitutionen so be- 
stimmt werden kénnen, daB die Kongruenzen (29) bestehen. Der Satz 14 
ist dadurch vollstandig bewiesen. 

Zuletzt sei noch erwaihnt, daB man eine noch gréBere Reduktion der 
Koeffizienten 8; der Normalkongruenzen (31) erhalt, wenn man noch die 
Bedingung ausniitzt, daB diese Kongruenzen auch dann lésbar sein miissen, 
wenn man auf 2,8; eine Substitution V;, j <7, einer der vorausgehenden 
Verzweigungsgruppen ausiibt. 

Aus diesen Betrachtungen erhailt man den folgenden Satz, den ich 
ohne Beweis mitteile: 


Satz 15. Man kann immer die Konstante B; der (i +-1)-ten Normal- 
kongruenz fiir p>2 auf die Form 
rs 1 ia . 
(32) B,=1— Tair & + p(l,A,+1,47+...), 


ao 


A; — t Px 
reduzieren, wo alle Koeffizienten | rational sind. 


Aus (32) erhalt man z.B. speziell fiir die Konstante der zweiten 
Normalkongruenz 
a 
1 ~~ 
niu 
Bs @(p—1)* 


3\P 


1) - 
é, —1) e 
nee? kpt %; 


wo k eine beliebige rationale Zahl ist. 

Wie man sieht, gibt der Satz (32) eine erhebliche Reduktion der 
Konstanten £;. Die Form (32) reprisentiert aber im allgemeinen nicht 
die méglichst groBe Vereinfachung, und es ist wirklich méglich, eine ab- 
solut einfachste Normalform anzugeben. Es wird aber hier zu weit fiihren, 
diese Resultate abzuleiten. Sie sind aber, wie ich spater erwahne, fiir die 
Bestimmung der Tragheitsgruppe in speziellen Fallen von Wichtigkeit. 


§ 5. 
Bestimmung der Trigheits- und Zerlegungsgruppe. 


Nach diesen Vorbereitungen ist es im binomischen Falle méglich die 
volistandige Struktur der Zerlegungs- und Tragheitsgruppe anzugeben. 
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Da nach Satz 10 die Verzweigungsgruppe im binomischen Falle zyklisch 
ist, kann man eine solche Substitution V bestimmen, daB 
G,=y" (k=0,1,..., p’—1). 
Weiter ist aber nach (29) fiir i —s—1 


bs 


(33) T:n=w 2, Z:n=t 
und daraus folgt ohne Schwierigkeiten 
T=1, Z'=T, Z°TZ=T". 
Da G,, ein Normalteiler von G, und G,, ist, so wird 
(34) Z*VZ=v", T'VT=v"* 


und unsere Aufgabe ist vollstindig gelést, wenn die Konstanten ¢, und z, 
(mod p*) bestimmt sind. 

Man kann zuniichst die Eigenschaften von z, und ¢, (mod p) ableiten. 
Wenn namlich 


| ~ 


° 
y 


s 


a (mod P“) 


a. | So? 15 
siete —i 7 p-1 
Via, =a,+1t ?-1!2,? +..., 
erhalt man wie in (10), Kap. 1 
2. ,P-1 oP, 
T-*VT:2, =a, +1 9) Pia? + 


ae 
Hier ist aber 


g-3 
d, = t?-! (mod p) 
eine rationale Zahl, und da rt eine primitive Wurzel der Kongruenz 
2-1_1l=0 (mod p*) 
ist, so folgt, daB ¢, =d,(modp) eine primitive Wurzel der Kongruenz 
2?-* = 1 (mod p) ist, d. h. 4, gehért zum Exponenten p— 1 (mod p). Man 
sieht auch leicht, daB durch eine passende Wahi von 7' die Zahl ¢, eine 
beliebige der »(p—1) zu p—1(mod p) gehérenden Zahlen sein kann. 
Aus (11), Kap. 1 erhalt man in derselben Weise z, = 1 (mod p). 


Um aber die Konstante ¢, vollstindig zu bestimmen, bemerkt man, 
daB nach (34) 


(35) T-9-dy pr ye 
Wenn nun 
(36) n’=Vin=a+ Sra" 


gesetzt wird, erhailt man einfach nach (33) 


b 
aj+(ri—1) (p—1)— 


-(p-1 ~1 , 
we TT raat St 


, 
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und folglich ist 
(37) a! — a" = Setan(1— 


t 


b 
ae o-0) ; 


Cop! 

Diese Differenz mu8 aber natiirlich genau durch P?-! *” teilbar sein, 
wo j eine der Zahien 1, 2,..., 8 bezeichnet. Wird aber in (37) r; = nee +1 
gesetzt, so verschwindet der entsprechende Koeffizient in dieser Summe, 
und man hat folglich 2’ = 2”. Nach (35) ist daher 


eee Se, 





und ¢, muB eine primitive Wurzel der Kongruenz 
g-* = 1 (mod p’) 


sein. Die Tragheitsgruppe ist dadurch vollstindig bestimmt. 
Satz 16. Im binomischen Falle hat die Tragheitsgruppe die Form 


Gre=T'V! (¢=0,1,...,eq—1; 7=0,1,..., p*), 


T*=—V"=1, T"VT=V", 
und t, ist eine primitive Wurzel der Kongruenz 
#?-*—1=0 (mod p*). 


Dieser Satz ist nur fiir p > 2 bewiesen; durch einige einfache Uber- 
tragungen auf den Fall p=2 zeigt man aber, daB der Satz auch fiir 
diese Primzahl richtig bleibt. 

Aus Satz 13 folgt naimlich, daB f, durch die Substitution 7’ nicht ge- 


aindert wird, wahrend x, in 2,1 tibergeht. Man kann daher 7' so wahlen, 
bo 
da8 T:2,—+1*2,, und durch Induktion beweist man wie in (28), daB 


. 8 tt! 
B= 14 c% aft cag? +... 4 c%ta %, 
wo, abgesehen vom letzten Gliede, nur ungerade Exponenten vorkommen. 


8, wird also auch durch 7’ nicht geindert, und man erhilt in dieser Weise 


bei einer passenden Wahl von 7 
bo 


T:2 = t*'m (modP*), 


woraus wie friiher die Richtigkeit des Satzes 16 fiir p= 2 folgt. Es sei 
nebenbei bemerkt, da8 die Trigheitsgruppe im Falle p = 2 Abelsch wird, 
und zwar zyklisch, indem die Exponenten e, und p* relativ prim sind. 
Dies ist der einzige Fall, wo die Trigheitsgruppe bei binomischen Kon- 
gruenzen Abelsch werden kann. 
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Zuletzt soll noch die vollstandige Zerlegungsgruppe bestimmt werden, 
und man braucht dafiir nur die Konstante z, in (34) abzuleiten. Nach 
(34) folgt aber 

ZVzZ! =v" 
oder da Z’ = T”, folgt aus Satz 16 

T*yT™—vVy*"—YV, 

indem a, nach Satz 9 durch p—1 teilbar ist. Man hat also 

26 = 1 (mod p*). 
Da aber z, = 1 (mod p), zeigt man leicht, wenn f nicht durch p teilbar 
ist, daB z, = 1 (modp*) sein muB. Wenn aber f genau durch p* teilbar 
ist, kann man nur z, = 1 (mod p*~*%) schlieBen. 

Satz 17. Im binomischen Falle p > 2 hat die volle Zerlegungsgruppe 


die Form 
(kh=0,1,...,f—1; #=0,1,...,¢,—1) 


Gz = 2° T' vi 
(j =0,1,..., p’—1), 
wo 
Gal, Tr=V"=1, Z°TZ=7 
und 
(38) Z*vVZ=v", T'*VT=V", 


1 


wo t, eine beliebige primitive Wurzel der Kongruenz t, —1=0 (mod p*) 
bezeichnet, und z,=1 (mod p*-%), wenn f genau durch p*% teilbar ist. 
Wenn f nicht durch p teilbar ist, kann man in (38) einfach z,=1 setzen. 

Es sei auch erwahnt, daB man wirklich Beispiele angeben kann, 
wo z, in (38) nicht gleich 1 ist. Die vollstandige Bestimmung von z, 
haingt mit der am Ende des § 4 erwahnten gréBtméglichen Reduktion 
der Konstanten 8; zusammen, und ich werde bei einer spiteren Gelegen- 
heit auf die Lésung dieses Problems zuriickkommen. 

Ebenso wird es hier zu weit fiihren, noch den Erganzungssatz zu 
Satz 17 fiir p = 2 ausfiihrlich zu beweisen. Es soll nur angegeben werden, 
daB, wenn in diesem Falle f ungerade ist, die Zerlegungsgruppe genau die 
Form des Satzes 17 hat, wobei in (38) 2, = ¢, = 1 ist. 


(Eingegangen am 21. 12. 1928.) 
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Uber den sogenannten Produktsatz der Dimensionstheorie. 


Von 
Witold Hurewicz in Amsterdam. 


1. Sind A,, A,,..., A, irgendwelche topologische Raume und bedeutet 
a; einen beliebigen Punkt von A;, so nennt man die Menge aller Kom- 
plexe (@,,a@,,...,@,), machdem dieselbe in bekannter Weise mit Um- 
gebungen versehen ist, das topologische Produkt*) (oder kiirzer den Produkt- 
raum) der n Raume A;. Wir verwenden hierfiir die Bezeichnung 


[A4, x A, <...>< A,]. 


In diesem Sinne ist also der Euklidische Zahlenraum R, das topologische 
Produkt aus n Strecken. 

Sind (wie wir es im folgenden stets voraussetzen wollen) die Raume 
A,, A,,..., A, metrieche Riume, so kann ihr Produktraum ebenfalls metri- 
siert werden, indem als Abstand zweier Punkte (a,,a,,...,@,) und 
(@j, @3,...,@,) etwa die Zahl 


(a) ) Zea) 


definiert wird, wo (a;, aj ) den Abstand zwischen den Punkten a; und aj 
in A; bedeutet. 

Bemerken wir noch, da das topologische Produkt aus kompakten 
Raumen immer selbst kompakt ist. 


2. Beziiglich der Eigenschaften des Produktraumes in ihrer Abhingig- 
keit von den Eigenschaften der Faktorenriume liegen bis jetzt nur sehr 
wenige Ergebnisse vor. Die wichtigste Frage dieses Problemkreises betrifft 
die Dimension des Produktraumes. 

Naheliegend ist die Vermutung — sie wurde von Menger als der 
Produktsatz der Dimensionstheorie bezeichnet —, daB die Dimension des 


1) Vgl. Tietze, Math. Annalen 88, 8.298 (das topologische Produkt wird von Tietze 
auch fiir unendlich viele Faktoren definiert). 
Mathematische Annalen. 102. 20 
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Produktraumes immer aus den Dimensionen der Faktoren durch Addition 
entsteht: 
dim [A, = A,| = dim A, + dim A,. 


Da die Ungleichung: dim [A, x A,] < dim A, + dim A, schon mit den ein- 
fachsten Mitteln bewiesen werden kann®*), reduziert sich der wesentliche 
Inhalt des Produktsatzes auf die Behauptung: 


dim [A, < A,] > dim A, + dim A,. 


Ein Spezialfall des Produktsatzes (und zwar, von dem trivialen Fall 
der nulldimensionalen Faktoren abgesehen, der einzige Spezialfall, der bis 
jetzt erledigt wurde) ist der Brouwersche ,,Rechtfertigungssatz des Dimen- 
sionsbegriffes“*), welcher besagt, daB der R, (das topologische Produkt 
aus n Strecken) die Dimension n hat. 

Wenn der Produktsatz richtig ist, dann mu8 offenbar die folgende 
Aussage gelten: Das Produkt von n Riaumen, deren jeder eine positive 
Dimension besitzt, ist mindestens n-dimensional. Im folgenden soll diese 
Behauptung unter Beschrankung auf metrische kompakte Raume bewiesen 
werden. Da jeder kompakte metrische Raum von einer positiven Dimen- 
sion bekanntlich ein Teilkontinuum enthalt‘), kénnen wir den ausgespro- 
chenen Satz auch in die folgende Gestalt bringen: 


(A) Das Produkt von n kompakten (metrischen) Kontinua ist minde- 
stens n-dimensional. 

Daraus folgt insbesondere, daB das Produkt von m eindimensionalen 
kompakten Raumen genau n-dimensional ist, was eine Verallgemeinerung 
des oben erwaihnten Brouwerschen Theorems ist. Auf jenes Theorem wird 
die Behauptung (A) letzten Endes auch zuriickgefiihrt. 


3. Der Beweis des Theorems (A) erfordert einige vorbereitende Be- 
trachtungen. Wir kniipfen an den bekannten dimensionstheoretischen Satz 
von Menger und Urysohn an: 

I. Ist der kompakte Raum R héchstens (nm —1)-dimensional, so kann 
zu jeder positiven Zahl e ein System aus endlich vielen abgeschlossenen 
Teilmengen von R angegeben werden, die 1. in ihrer Gesamtheit den ganzen 
Raum RF ausfiillen, die 2. durchwegs von Durchmessern <« sind und die 
3. zu je n+-1 fremd sind’). 


*) Vgl. Menger, Dimensionstheorie (1928), 8S. 246. 

%) Brouwer, Journ. f. Math. 142, 8. 148; vgl. Menger, a.a.O. 8.244; ferners. unten *°). 

*) Vgl. Menger, a. a. O. S. 213. , 

®) Vgl. Menger, a.a.O. S. 155ff. Nach Urysohn gilt auch die Umkehrung des 
Theorems (wegen des Beweises siehe etwa Menger, a.a.O. 8. 174 ff.). 
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Ein System von abgeschlossenen Mengen, das nur der Bedingung 1 
geniigt, heiBt eine Uberdeckung des Raumes R; ist iiberdies noch die Be- 
dingung 2 erfiillt, so sprechen wir von einer e-Uberdeckung. Von einer 
Uberdeckung, welche die Bedingung 3 befriedigt, sagen wir im Anschlu8 
an Urysohn, sie sei von einer Ordnung < n, wobei also, genauer gesprochen, 
unter der Ordnung einer Uberdeckung die gréBte natiirliche Zahl m ver- 
standen wird, fiir die es Punkte gibt, die m Mengen der Uberdeckung 
gemeinsam sind. 

Dem angefiihrten Satz zufolge ist das Nicht-Vorhandensein von e- Uber- 
deckungen von einer Ordnung <7 bei geniigend kleinem « eine hin- 
reichende Bedingung dafiir, daB der kompakte Raum R mindestens 
n-dimensional sei. Um aus diesem negativen Kriterium ein positives®*) 
herzuleiten, fiihren wir die folgende Begrifisbildung ein: 


Sind zwei Uberdeckungen U und V desselben Raumes R gegeben, 
wobei jede Menge des Systems V entweder mit einer Menge des Systems U 
identisch ist, oder Summe von einigen Mengen des Systems U ist, so nennen 
wir V eine aus der Uberdeckung U abgeleitete Uberdeckung. 

Wir formulieren nun den Satz: 


II. Damit der kompakte Raum R eine Dimension =n habe, ist hin- 
reichend, daB es eine Zahl ny > 0 von der folgenden Higenschaft gebe: Zu 
jedem noch so kleinen positiven e existiert eine e-Uberdeckung U, derart, 
daB sdmiliche aus ihr abgeleitete n-Uberdeckungen eine Ordnung >n 
haben*)’). 

Nehmen wir zum Beweis an, der Raum R, fiir den wir die Bedingung 
des Satzes als erfiillt voraussetzen, sei héchstens (nm — 1)-dimensional; 
dann gibt es nach Satz I eine 7-Uberdeckung von einer Ordnung < n; 
diese Uberdeckung mége aus den Mengen 


Bp Me» > +5 My 
bestehen, die nach Annahme zu je n+ 1 fremd sind. Wir kénnen eine 
positive Zahl « bestimmen, derart, daB die Mengen U(A;,«) (darunter 
wird iiblicherweise die Menge aller Punkte verstanden, deren Abstand von 
der abgeschlossenen Menge A, kleiner ist als ¢) gleichfalls zu je n+ 1 


58) Vgl. in diesem Zusammenhange die Stellungnahme Alexandroffs (Géttinger 
Nachrichten, Juli 1928, 8.26), nach dessen Ansicht ,alle bis jetzt bekannten Eigen- 
schaften der mindestens n-dimensionalen Mengen nicht nur der Form, sondern auch 
dem Inhalt nach einen ausgesprochen negativen Charakter haben“. 

*) Die Bedingung ist auch notwendig, wie in trivialer Weise aus dem sub 5) 
zitierten Urysohnschen Satze hervorgeht. 

*) Die Tatsache, daB die Voraussetzungen von SatzI und von Satz II aquivalent 
sind, wurde implizite von Lebesgue verwendet; vgl. Fund. Math. 2, 8. 257. 

20* 
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fremd sind; dabei wahlen wire so klein, daB die Durchmesser der U(A,, «) 
unterhalb 7° verbleiben. 

Sei jetzt U, eime gemaB der Bedingung des zu beweisenden Satzes 
gewahlte e-Uberdeckung von R, und sei B; (i =1,2,..., m) die Summe 
aller derjenigen Mengen des Systems U,, welche mit A; gemeinsame Punkte 
haben. Es ist dann 
(’) A; C B; C U(A,, e). 


Die m Mengen B, bilden eine aus U, abgeleitete Uberdeckung von R, und 
aus den Beziehungen (’) geht hervor, da dies eine 1-Uberdeckung ist und 
daB ihre Ordnung <7 ist, was im Widerspruch steht mit der Wahl der 
Uberdeckung U,. Es ist somit gezeigt, daB R mindestens n-dimensional ist. 

4. Wir erinnern jetzt an die folgende einfache Eigenschaft der kom- 
pakten Kontinua: 

Ist C ein kompaktes Kontinuum und « eine beliebige positive Zahl, 
so kann eine endliche Folge von abgeschlossenen Teilmengen von C 


(X) Ei, B,...%, 


angegeben werden, so daB 1. die Mengen M, eine e-Uberdeckung von C 
bilden und da 2. je zwei aufeinanderfolgende Mengen M; und M;,, min- 
destens einen gemeinsamen Punkt haben. 

Aus der Kompaktheit von C folgt namlich zunachst die Existenz 
einer e-Oberdeckung, und aus dem Zusammenhang von C ergibt sich so- 
dann, daB die Mengen dieser Uberdeckung in der Weise angeordnet werden 
kénnen (wobei sie auch mehrfach gezahlt werden diirfen), daB die Be- 
dingung 2. realisiert wird*). 

Wir fiigen diesem Satz die folgende Bemerkung hinzu: Sind p und gq zwei 
beliebig gegebene Punkte von C, so kann die Folge (X) immer so gewahlt 
werden, daB die erste Menge M, den Punkt p und die letzte M, den 
Punkt qg enthalte. Nehmen wir namlich an, p komme in Y, nicht vor, 
und sei ¢>1 der erste Index, fiir den pC M,, dann ersetzen wir die 
Folge (X) durch die Folge: 


ily Bl..ap + <6 Eline Ma, Mey .. <¢ My ..-5 M- 
Durch eine analoge Modifikation erreicht man, da8 der Punkt g der letzten 


Menge der Folge angehért. 


5. Nun sind wir mit Hilfsmitteln geniigend ausgeriistet, um an den 
Beweis des im § 2 formulierten Theorems (A) herangehen zu kénnen. 
Es seien also 


O,, Oy, -..5C, 


*) Siche etwa v. Kerékjarté, Vorlesungen tiber Topologie, S. 100. 
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n kompakte Kontinua. Wir haben zu zeigen, daB 


dim [0, <x C,<...<xO,J2n 

ist. 

Bezeichnen wir mit m9 den kleinsten unter den Durchmessern der 
n Kontinua C; (es ist natiirlich » >0) und wihlen in jedem C, ein fiir 
allemal je zwei Punkte a; und b,, deren Abstand nicht kleiner ist als 7. 

Sei « eine willkiirliche positive Zahl, die wir im folgenden festhalten 
wollen. In jedem C, bestimmen wir eine endliche Folge von abgeschlossenen 
Teilen: 


(v) Mj, My, ..., Mi (¢=1,2,...,m), 


welche eine e-Uberdeckung von C; bilden und so angeordnet sind, daB je 
zwei aufeinanderfolgende einen gemeinsamen Punkt haben und daB a; 
in M; und 6, in Mj liegt. Die Anzahl & der Mengen haben wir als die- 
selbe fiir alle C, angenommen, was natiirlich zulassig ist, da wir die Anzahl 
der Mengen in der Folge (v) durch mehrfache Zahlung beliebig vergréBern 


kénnen. 
Betrachten wir jetzt den Produktraum: 


P=[(C,xC, x... C,] 


und denken wir uns denselben metrisiert nach der Formel (a) in § 1. 
Die Mengen 


(v) M;,i,...in = [Mi < M2 >x<...>< M2) (6,,4,,..., 8, =1, 2,...,B) 


bilden eine Uberdeckung von P, und ihre Durchmesser sind kleiner als 
e yn (also mit ¢ beliebig klein). Wir wollen zeigen, daB die so hergestellte 
Uberdeckung von P in Bezug auf die Zahl » die im Satz II von § 3 an- 
gegebene Eigenschaft besitzt. 


6. Wir greifen aus dem System (v) eine Anzahl r von Mengen heraus: 


(w) My: 53 ...42, Mig ...i2s «++. Mizig...st, 


und fragen: unter welchen Bedingungen haben diese r Mengen einen ge- 
meinsamen Punkt? Nennen wir zur Abkiirzung zwei n-Tupel natiirlicher 
Zahlen (i,,%,,..-,%,) umd (j,,7,,.--,9,) benachbart, wenn jede der Diffe- 
renzen t, —j,, (m=1,2,...,) entweder =0 oder =1 ist. Dann gilt: 
Damit die Mengen (w) einen gemeinsamen Punkt haben, ist hinreichend, 
daB je zwei von den r Komplexen 


(5. Go cons G&D (m= 1, 2,..., 17) 
benachbart seien. 
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Ist namlich diese Voraussetzung erfiillt, so gibt es bei festem 1<n 
unter den r Indizes 
«1 2 Tr 
O15 B15 eves & 
héchstens zwei verschiedene, die sich dann um eine Einheit unterscheiden. 
Das System der Teilmengen 


l I t 
M;:, Mj, ses M;, 


von ©, reduziert sich demnach entweder auf eine einzige Menge oder auf 
zwei nicht-fremde Mengen. Jedenfalls gibt es also (fiir 1 = 1, 2,...,n) in C, 
einen Punkt — wir nennen ihn p, —, so daB fir k= 1,2,....r p,C M;:. 
Der Punkt (p,, p,,---, p,) von P gehért dann, wie leicht ersichtlich, jedem 
der Produkte 

Minin. = (Mix < Min x... >< Min] (m=1,2,..., 1) 
an. 

7. Der weitere Gedankengang besteht darin, da8 wir das System der 
Mengen M,; ,,...;, hinsichtlich der Inzidenzbeziehungen zwischen diesen Mengen 
mit einem System von Intervallen des R, vergleichen, dessen Eigenschaften 
uns wohlbekannt sind. 


Sei W das Einheitsintervall des Koordinatenraumes R, : 
0<2,<1 (ms = 1,2, ...,%). 
Wir teilen W in k” Wiirfel W;,;,...i, (¢,...%, = 1, 2,...,&) von der Kanten- 
lange ; ein; Wi,i,...4 


ist durch die Koordinatenungleichungen: 


i, —1 
k 





lA 


= . 
x — (we = 1,2,...,%) 


lA 


definiert. Eine elementargeometrische Betrachtung lehrt, daB r Wiirfel (r < k”) 


(ww) Wisiz...sts Wizeg...i2, ---. Wirig..ez 


dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt haben, wenn die ent- 
sprechenden r Indizeskomplexe zu je zwei benachbart sind. Die Bemerkung 
des vorigen Paragraphen kénnen wir daher in die Gestalt bringen: 

Wenn die r Wiirfel (ww) einen gemeinsamen Punkt haben, so auch 
die r Mengen (w). 

8. Nunmehr bilden wir aus der Uberdeckung (v) von P eine abgeleitete 
n- Uberdeckung®*): 


= — a 


**) » bedeutet dabei, wie im § 5, den gréBten unter den Durchmessern der C;,. 








ee eee 
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wo also S; Summe ist von einigen Mengen M,,_. ;, (bzw. mit einer dieser 
Mengen identisch); indem wir die entsprechenden (d.h. mit denselben Indizes 
versehenen) Wiirfel W;,..,;, in Wiirfelsummen Z, vereinigen, erhalten wir 


eine Uberdeckung 
&. &, :.4%; 


von W. Wir beweisen die folgende Eigenschaft der letzteren Uberdeckung: 

Keiner der Wiirfelkomplexe Z,; besitzt Punkte auf gegeniiberliegenden 
(n —1)-dimensionalen Seiten von W. 

Angenommen namlich, einer der genannten Wiirfelkomplexe, etwa Z,, 
beriihre ein Paar von gegeniiberliegenden Seiten von W; der Einfachheit 
halber wollen wir voraussetzen, dies seien die Seiten z,=—0 und z, =1. 
Unter den Wiirfeln, aus denen Z; zusammengesetzt ist, kommen dann zwei 

Wijin.cins — Wisinssctn 
vor mit 
{=1, j,=—k. 


Betrachten wir die entsprechenden Produktmengen 
My ig, ..sin = [My < Me x... < ME), 


, ’ 


, wen” = [M; ~x< M; eee” M;.\, 


welche beide Teilmengen von S, sind, und erinnern wir uns, daS es im 
Kontinuum C, zwei Punkte (namlich die im § 5 verwendeten Punkte a, 
und b,) mit einem Abstand > gibt, deren ersterer in M,, und deren 
zweiter in Mj; enthalten ist. Daraus geht hervor, daB man im Produkt- 
raum P zwei Punkte bestimmen kann, die resp. in den Mengen (’) (also beide 
in S;) gelegen sind und einen Abstand > » voneinander haben*). Dann ist 
also der Durchmesser von S; nicht kleiner als 7 im Widerspruch mit der 
anfangs gemachten Voraussetzung, die Uberdeckung {S,} sei eine 4-Uber- 
deckung. 

Aus der bewiesenen ,,Randeigenschaft“ der Mengen Z, folgt nach einem 
fundamentalen Satze von Lebesgue und Brouwer’®), daB es in W mindestens 


*) Ist namlich g, ein beliebig gewahlter Punkt von C;, so haben die Punkte 
(4, , G+ > +++» Uy) und (6,, Gj,» Yj,» +++» Uy) des Produktraumes P die erwahnte 
Eigenschaft. 

10) Vgl. Lebesgue, Math. Annalen 70, 8.166 und Fund. Math. 2, 8.257. Das erste 
Mal wurde das Theorem von Brouwer (Journ. f. Math. 142, 8S. 149) bewiesen. Es 
bildet die Grundlage fiir den oben erwahnten Brouwerschen Rechtfertigungssatz des 
Dimensionsbegriffes, so daB also in der vorliegenden Arbeit, wie bereits oben hervor- 
gehoben, der Nachweis der n-Dimensionalitét von P im wesentlichen auf die bekannte 
Tatsache, daB R n-dimensional ist, zuriickgefiihrt wird. Einfache Beweise des 
Lebesgue-Brouwerschen Theorems finden sich bei Sperner (Hamburger Berichte 6, 
8. 265) und bei mir (Math. Annalen 101 (1929), S. 210). 
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einen Punkt gibt, der n+ 1 der Komplexe Z; gemeinsam ist, da8 m. a. W. 
n-+1 Wiirfel 


sigi si :2523 i. cna sntignti sat 
Wir i2... a2, Wiz iz... 42, » Wis Fr"... 85 


existieren, die einen gemeinsamen Punkt besitzen, und dabei der Reihe 


nach n-+1 verschiedenen Komplexen Z; angehéren. Gehen wir zu den 
entsprechenden Teilmengen von P 


pRgd gt 9ES. 48, oce peti gnti | gnti 
Mj 43 ...43; Mj32i3...:2, » UM; tyr"... 


iiber, so haben auch diese Mengen nach § 6 einen gemeinsamen Punkt und 
sind vermége der Korrespondenz zwischen den S; und den Z; der Reihe 
nach in n-+1 verschiedenen Mengen S;, enthalten. Somit gibt es Punkte 
von P, die n+1 der Mengen S, gemeinsam sind, d. h. die Ordnung der 
Oberdeckung {S;} ist mindestens n+1. Da {8,} eine beliebige aus der 
e ¥n-Uberdeckung {M;,.;,} abgeleitete 1-Uberdeckung war, so ist nach 
Satz II in § 3 der Raum P mindestens n-dimensional. Das am Anfang 
der Arbeit ausgesprochene Theorem ist somit bewiesen**). 


1) Es ist zu vermuten, daB das Produkt von nm Kontinua nicht nur n-dimen- 


sional, sondern sogar n-stufig zu hiingend sein mu8. (Wegen des letzten Begriffes 
vgl. Menger a. a. 0., S. 214 ff.) 





(Eingegangen am 18. 10. 1928.) 
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Concerning points of continuous curves defined by certain 
im kleinen properties‘). 
Von 


G. T. Whyburn in Austin (Texas, U.S. A.). 


§ 1. 
Introduction. 


This paper contains primarily the results of a study of the im kleinen 
cut points*) and im kleinen cycle points of a continuous curve M in 
euclidean space of n dimensions. If for each «>0, a domain R exists 
containing the point P of M and of diameter <e such that P is a cut 
point of the component of M-R which contains P, then P is said to 
be im kleinen cut point of M; if P lies, for each «, on some simple 
closed curve in M of diameter < «, P is said to be an im kleinen cycle 
point of M. § 2 contains various characterizations of these types of points 
together with demonstrations of certain of their properties. It is there shown 
that the set of all im kleinen cut points of any continuous curve is a 
Borel set of the class F, (#.¢. the sum of a countable number of closed 
sets); the problem of determining the Borel class, if any, of the set of all 
im kleinen cycle points is left open. In §3 the possibility of the density 
of the non-im kleinen cut points Z and the ramification points (points 


1) Presented to the American Mathematical Society, June 2, 1928. 

*) The point P of a connected set M is said to be a cut point of M provided 
M-— P is not connected. The notion of an im kleinen cut point of a continuum is 
contained implicitly in the works of P. Urysohn and R. L. Moore, and is closely 
approximated in that of R. G. Lubben and C. Zarankiewicz. Cf. P. Urysohn, Uber 
im kleinen zusammenhingende Kontinua, Math. Annalen 98 (1927), S. 296—308; 
[Urysohn uses the terms ,unvermeidbar“ (unavoidable) and ,,vermeidbar“ (avoidable) 
to designate im kleinen cut points and non-im kleinen cut points, respectively]; 
R. L. Moore, Concerning Triods in the Plane and the Junction Points of Plane Con- 
tinua, Proc. Ntl. Acad. of Sci. 14 (1928), pp. 85—88; R. G. Lubben, Concerning 
Connectedness near a Point Set; and C. Zarankiewicz, Sur les points de division dans 
les ensembles connexes, Fund. Math. 9 (1927), see proof of Theorem 14. 
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of Menger order > 2) W of M on an arc ¢ of M is investigated and it 
is found that if L is dense on ¢ it must be uncountably dense on ¢ and 
if M is cyclicly connected and W is dense on #, then L must be uncount- 
ably dense on t. In § 4 a study is made of a continuous curve M com- 
posed wholly, or almost wholly, of im kleinen cut points. Some more 
general theorems are established from which it follows that if M is com- 
posed wholly of im kleinen cut points, then M is a Menger regular curve 
which, if bounded, is for each e>0, the sum of a finite number of 
e-continua no two having more than one point in common; and if M 
is cyclicly connected and W denotes the set of all its ramification points, 
then W is totally disconnected and each component of M— W is an or- 
dinary arc-segment (7.¢., a simple continuous arc minus its endpoints). 
A special type of regular curve, called a node curve, is studied in § 5. 
These curves are defined as continua M which, for each e>0, are the 
sum of a finite number of e-continua each having at most two points in 
common with the rest of M. The results of §5 show that this class of 
curves includes all acyclic continuous curves [#.e. continuous curves con- 
taining no simple closed curve, or baum curves (Menger)], and all baum 
im kleinen curves. In § 6 it is shown that an im kleinen cut point of a 
continuous curve M may be characterized as a point which is an isolated 
point of some irreducible cutting of M between some pair of points A 
and B of M, and that in a Menger regular curve the set of all non-im 
kleinen cut points of M is totally disconnected. In §7 an example in 
3-space is constructed of a continuous curve every subcontinuum of which 
is a continuous curve which has a number of interesting properties, among 
them being that it contains infinitely many mutually exclusive arcs all of 
diameter > 1/2. In this section also is given theorems and discussion of 
the extension to n-space of some known theorems about Menger regular 
curves and continuous curves all of whose subcontinua are continuous 
curves in the plane. 

The term continuous curve is used in this paper to designate any 
connected im kleinen continuum, bounded or not. The point sets con- 
sidered are assumed to lie in a euclidian n-space, although it is obvious 
from the proofs that many of the theorems hold in more general spaces. 

Definitions. A continuum will be called an e¢-continuum, or in 
general, a set will be called an e-set, provided that continuum or set is 
of diameter <«, where e denotes some positive number given in advance. 
A point P of continuum M is a regular point*) of M provided that for 


*) Cf. K. Menger, Grundziige einer Theorie der Kurven, Math. Annalen 95 (1925), 
8. 272-306. 
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each «>0, an e-neighborhood R of P exists such that F(R)-M is 
finite, where as in this paper it will be used, F(R) denotes the boundary 
of R. If an integer n exists such that for each ¢, the neighborhood R 
can be chosen so that F(R)-M contains at most n points and if n is 
the smallest integer such that this property holds, then P is said to be 
a point of order‘) n of M. Points of order 1 of continuum are called 
endpoints®), points of order > 2 are called ramification points*), and re- 
gular points which have no finite order are said to be of order w. A con- 
tinuum all of whose points are regular will be called a Menger regular 
curve or simply a regular curve. A continuous curve M is said to cyc- 
licly connected’) provided that every two points of M lie together on 
some simple closed curve in M. A cyclicly connected continuous curve C 
is called a maximal cyclic curve of a continuous curve M provided C is 
a subset of M but is not a proper subset of any cyclicly connected con- 
tinuous curve in M. Considerable use is made in this paper of the de- 
composition of a continuous curve into its cyclic elements, ¢. ¢., maximal 
cyclic curves, cut points, and endpoints, an extensive theory of which 
may be found in my paper Concerning the Structure of a Continuous 
Curve *). 

The ordinary notation of Point Set Theory will be used in this paper. 
In general the letter M is used to denote a continuous curve or a regular 
curve, and, unless otherwise stated, the letters K, N, H and W denote the 





*) Cf. K. Menger, loc. cit., and P. Urysohn, Comptes Rendus 175 (1922), p. 481. 
Urysohn uses the term ‘index of a point’ instead of the therm ‘order of a point’. 

5) That this definition is equivalent for the case of continuous curves to the 
Wilder definition [R. L. Wilder, Concerning Continuous Curves, Fund. Math. 7 (1925), 
pp. 340-377] was shown by H.M. Gehman. See Concerning End Point of Conti- 
nuous Curves and other Continua, Trans. Amer. Math. Soc. 30 (1928). In my thesis 
I showed that this definition is (for plane continuous curves M) equivalent to the 
following simple one: P is an endpoint of M provided that P is an interior point 
of no are in M. Cf. Concerning Continua in the Plane, Trans. Amer. Math. Soc. 29 
(1927), pp. 369-400, Theorem 12. For the extension of this and other results fre- 
quently used later to n-space see W. L. Ayres, Concerning Continuous Curves in a 
Space of nm Dimensions, Amer. Journal of Math. 

*) Cf. W. Sierpinski, Comptes Rendus 160, p. 305. Sierpinski defines a ramifi- 
cation point of M as a point P such that M contains 3 continua K, Z and N, such 
that K-L =K-N=L-N=P. It follows from a result of Menger’s (Fund. Math. 10) 
that the definition here given and Sierpinski’s definition are equivalent for Menger 
regular curves. Rutt [Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1927), p. 411 (abstract)] has shown 
them equivalent for all plane continuous curves. It appears likely that they are 
equivalent for continuous curves in n-space. 

°) Cf. my paper Cyclicly Connected Continuous Curves, Proc. Ntl. Acad. of Sci. 
13 (1927), pp. 31—38. 

%) Amer. Journ. of Math. 50 (1928), pp. 167—194. 
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sets of all im kleinen cut points, im kleinen cycle points, end points, and 
ramification points of the curve M. The symbol S(P,r) denotes the 
set of all points whose distance from the point P is less than the number r. 


§ 2. 
Im Kleinen Cut Points and Im Kleinen Cycle Points. 


Theorem 1. Im order that the point P of a continuous curve M 
should be an im kleinen cut point of M it ts necessary and sufficient 
that P should be a cut point of some connected open*) subset of M. 

Theorem 2. Im order that the point P of a bounded continuous 
curve M should bea non-im kleinen cut point (or an avoidable point in 
the terminology of Urysohn) it ts necessary and sufficient that M— P 
should be uniformly connected im kleinen*®). 

Theorem 3. Suppose R, and R are bounded connected open sub- 
sets of a continuous curve M and suppose RC R,. Then there exists a 
continuous curve U such that (1) RCUCR,, (2) every cut point of R, 
which belongs to R is a cut point of U, and (3) every cut point of U 
is a cut point of R and hence is an im kleinen cut point of M. 

The proofs of Theorems 1 and 2 present no difficulties. Theorem 3 
is readily established with the aid of Theorem 1 above and Theorem 1 
in the paper On continuous curves in n dimensions™) by W. L. Ayres 
and the author. 

Theorem 4. Jf the im kleinen cut point P of a continuous curve 
M is a point of order two of M, then P is not an im kleinen cycle 
point of M. 

Proof. Suppose, on the contrary, that P is an im kleinen cycle 
point of M. There exists a neighborhood R of P such that P is a cut point 
of the component C of M-R which contains P. Hence CO — P= O,+ 0,, 
where C, and CO, are mutually separated. By supposition there exists 
in M a simple closed curve J which contains P and lies wholly in R. 
Then clearly J must belong to C, and J— P must belong either to C, 
or to C,. But this is impossible, for since P is a point of order 2 of YU, 
P must be a point of order 1 of each of the continua C,-+ P and C, + P. 


*) The subset R of a closed set M is said to be an open subset of M provided 
M-— R is either vacuous or closed. 

”) A set M is uniformly connected im kleinen provided that for each e>0, 
a 6,>0 exists such that every two points: z and y of M whose distance apart is 
<4, lie in a connected subset of M of diameter <s. 

41) Bull. Amer. Math. Soc. 34 (1928), pp. 349—360. 
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Corollary. Every im kleinen cycle point of M which is also an 
im kleinen cut point of M is a ramification point of M. 

Theorem 5. Jf K, N and H respectively denote the set of all the 
im kleinen cut points, im kleinen cycle points, and end points of a 
continuous curve M, thn K+H+N=M, K-N is countable, and 
K-H=N-H=0. 

Proof. Let P be any point of M which belongs to neither K nor H. 
I shall show that P belongs to N. Let e be any positive number. Since P 
does not belong to K, there exists a neighborhood R of P of diameter 
<e such that P is not a cut point of the component C of M-R which 
contains P. Since P does not belong to H it follows**) that P is an 
interior point of some arc APB which belongs to C. And since P is a 
non-cut point of C it follows with the aid of a theorem of R. L. Moore's **) 
that C — P contains an arc ¢ from A to B. Clearly the sum of the arcs 
APB and ¢ contains a simple closed curve J containing P; and since J 
must be of diameter <, it follows that P belongs to N. Therefore 
K+H+N= UM. 

By a theorem of the author’s**) all save possibly a countable number 
of the points of K are points of order two of M. And by Theorem 4, 
no point of K which is a point of order two of M can belong to N. 
Hence K-N is countable. Obviously K-H=N-H=0. This completes 
the proof of Theorem 5. 

Corollary. Jf M ts cyclicly connected, then H = 0 and M= K +-N. 

Theorem 6. Hwvery point of a cyclicly connected continuous curve M 
which is not an im kleinen cycle point of Misa point of finite order of M. 

Proof. Let P be a non-im kleinen cycle point of M. There exists 
an e>0 such that P belongs to no simple closed curve in M of dia- 
meter <e. Let R be an open set containing P and of diameter < ¢/4, 
and let Q denote the component of M-R which contains P. Since M is 
cyclicly connected, it follows that each component of Q — P must contain 
at least one point of F(R); and hence the components of Q— P are 
finite in number. Let them be denoted by Z,, H,,...,2#,. I shall show 


that P is a point of order n of M. For each i<n, P must be an 


12) See footnote) and Theorem 3 above. Although C itself is not necessarily 
a continuous curve, it follows by Theorem 3 that C contains a continuous curve U 
such that U> P and (M—U)’-P=0. 

18) Concerning Continuous Curves in the Plane, Math. Zeitschr. 15 (1922), Theo- 
rem 1. Also see footnote **). 

14) G. T. Whyburn, Concerning Collections of Cuttings of Connected Point Sets, 
Bull. Amer. Math. Soc. 85 (1929), pp. 87—104. 
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endpoint (and hence a point of order 1) of the continuum £;+ P. For 
by a theorem due to W. L. Ayres and the author’®) there exists a con- 
tinuous curve W, of diameter <« containing Z;, lying in M, and such 
that P is not a limit point of W,—(H£,+P). Then since P is not a 
cut point of W, and lies on no simple closed curve in W,, then**) P is 
an endpoint of W,. Hence*’) P is a point of order 1 of W, and since P 
is not a limit point of W,—(#,+ P), P is a point of order 1 of Z;+ P. 
And since P is a point of order 1 of each of the continua 


E+ P,2,+ P,...,£,+P, 
it follows that P is a point of order n of M. 


Theorem 7. Im order that the point P of a continuous curve M 
should be a non-im kleinen cycle point of M it is necessary and suffi- 
cient that there should exist a number « > 0 such that P is an endpoint 
of each component into which P e-cuts M (i.e, if R is a domain of 
diameter < containing P and N is the component of R-M containing P, 
then P is an endpoint of each continuum obtained by adding it to each 
component of (N— P)). Furthermore, if P e-cuts M into n such pieces 
(n =1,2,3,...) for some one e, then P is a point of order n of M. 

Theorem 8. The set K of all the im kleinen cut points of any 
continuous curve M is an F, (i.e, the sum of a countable number of 
closed sets). 

Proof. Let K, denote the set of all those points of K which are 
condensation points of K. It follows by Theorem 3 that for each point 
P of K, and each integer n > 0, M contains a continuous curve U,,, of 
diameter <1/n containing P and such that P is a cut point of U,,, but 
is not a limit point of M—U,,, and such that every cut point of U,,, 
belongs to K. By the Lindeléf Theorem, for each n, there exists a count- 
able subset N, of K, such that KC = I(U,,,), where I(U,,,) = set of 

Cn 


all inner points of U,,. By a theorem of Zarankiewicz™) for each n 
and each PCN,, the set K,,, of cut points of the curve U,, is an F,, 


and hence K,.= 2 Fiyw where Fon 8 closed for every j. And if Q 
denotes the point set K—K,+ SY Dy DF, 


then since K — K, is 
n=1 PcNa j=1 


pn? 





%*) Loc. cit. See footnote **). 

%*) G. T. Whyburn, Concerning Continua in the Plane, loc. cit.; W. L. Ayres, 
Concerning Continuous Curves and Correspondences, Ann. of Math. 28 (1927), p. 396. 
For this theorem in n dimensions see W. L. Ayres, Concerning Continuous Curves in 
a Space of n Dimensions, loc. cit. °). : 

1”) See footnote °). 

18) C. Zarankiewicz, loc. cit., Theorem 17. 
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countable it follows that Q is an F,. It ‘remains to show that Q is 
identical with K. Clearly QC K, for Kun CK for each n and each Pc N,. 
Let P be any point of K,. If P belongs to any set N, then it must 
belong to Q, for Q contains every N,. If P belongs to no N,, then P 
must be a limit point of a sequence of points [P,], where for each n, 
P,CN,. There exists a number d>0O such that P is a cut point of 
the component R of M-S(P,4d) which contains P. There exists an 
integer n, > 0 such that i/n,<d and a point P, of Ny, such that P 
belongs to U,,», and is an inner point of U,,,, relative to M. Clearly 
Up,n,  R and since P is a cut point of R and is an inner point of Un, 
it follows*®) readily that P is a cut point of U,,.»,. Therefore P belongs 
to Ky.n,, and hence belongs to Q. Hence Q is identical with K, and 
therefore K is an F.. 

Corollary. The set of all the non-im kleinen cut points of any 
continuous curve M is a G, (relative to M), t.e., the common part of a 
family of sets each open in M. 

The following additional facts concerning the Borel classification of 
certain types of points of a continuous curve either are already known 
or are easily deduced. Let K*, H, and N* denote the set of all cut points, 
endpoints and points belonging to some simple closed curve in a continuous 
curve M, then 

(1) XK* is an F, (theorem of Zarankiewicz, loc. cit.). 

(Il) N* is an F, (theorem of the author's, cf. my paper Cyclicly 
Connected Continuous Curves, loc. cit., where it is shown that N is the 
sum of a countable number of continuous curves, ¢. e., the maximal cyclic 
curves of M). 

(III) H is a G, (theorem of Menger, loc. cit. ). 

(IV) M—K*, and M— N% are G,’s. 

Examples are easily constructed to show that K* is not necessarily 
a G;. It would be interesting to determine whether or not (a) H is 
necessarily an F, and (b) N™ is necessarily a G;. 


§ 3. 
Density of the Non-Im Kleinen Cut Points and Ramification Points. 
Theorem 9. Let L denote the set of all non-im kleinen cut (avoidable) 


points of a continuous curve M and let t be any arc in M. Then if L 
ts dense on t it is uncountably everywhere dense on t. 





*) In this connection see also, R. L. Moore, loc. cit. ref.*) Lemma 2. 
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Proof. By Theorem 8 and corollary, L is a G, relative to M. Hence 
if S is any arc segment in t, S-F is a G, relative to S. And since S-L 
is dense in § it follows by Young’s Theorem**) that S-L has the power 
of the continuum. Hence L is uncountably dense on ?. 

Theorem 10. Let T be any arc of a cyclicly connected continuous 
curve M and let L denote the set of all non-im kleinen cut points of M. 
Then if the set W of ramification points of M is dense on T, L-T has 
at least the power c of the continuum. 

Lemma 10a. Jf T is any arc in a continuous curve M, then the 
set I of all points X of T such that for each e«>0, M contains an 
e-simple closed curve containing an arc segment in T which contains X, 
ts a linear G,. 

Proof of Theorem 10. Suppose, on the contrary, that L-7 has a 
cardinal number <c. Then by Theorem 9, Z cannot be dense on 7. 
Accordingly, there exists an interval ¢ of 7 which contains no point of L. 
Then tc K. Let ¢, be any subare of ¢ of diameter < 1/4. Since by a 
theorem of the author's [see ref.**)], K-W is countable, 4, contains an 
interior point X, which is a point of order 2 of M. Since W is dense 
on #,, X, is a limit point of M—t, but is not a limit point of any 
single component of M—t,. Since M is a continuous curve, it is readily 
seen that there exists a component R, of M— t, of diameter <1/3. As 
M is cyclicly connected, ¢, contains **) at least two limit points of R; and 
it is easily seen that R,+-¢, contains a simple closed curve J, of dia- 
meter <1 which contains an interval t, of ¢, every point of which is 
interior to ¢, and which is of diameter <1/8. Just as above it follows 
that M contains a simple closed curve J, of diameter < 1/2 which con- 
tains an interval ¢, of t, every point of which is interior to ¢, and which 
is of diameter <1/16 and so on. Let this process be continued inde- 
finitely. There exists a point X common to all of the intervals ¢,, t,, t,,.... 
Clearly X belongs to the set J (see Lemma 10a). And as ¢, is any 
interval of ¢, J must be dense on ¢. But by Lemma 10a, J is a @,. 
Hence by Young’s Theorem above quoted, J-¢ is uncountable. Clearly 
I-t¢ N and since, by Theorem 5, N-K is countable, J-¢ must contain at 
least one point of L, contrary to the fact that L-t—0. Thus the 
supposition that Theorem 10 is false leads to a contradiction. 

Corollary 1. If the non-im kleinen cut points of a cyclicly con- 
nected continuous curve M are not uncountably dense on the arc t of M, 
then t contains an arc segment which is an open subset of M. 


%) Cf. W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1903), S. 287. 
*) G. T. Whyburn, Cyclicly Connected Continuous Curves, loc. cit. ’). 
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Corollary 2. If the im kleinen cycle points of a cyclicly connected 
continuous curve M are dense on un arc t in M, then both the avoidable 


points and the im kleinen cycle points of M are uncountably everywhere 
dense on t. 


§ 4. 
Curves Composed Almost Wholly of Im Kleinen Cut Points. 


Theorem 11. If every point of a continuous curve M is either an 
end point or an im kleinen cut point, then M is a Menger regular curve 
and both the ramification points and the im kleinen cycle points of M 
are countable. 

Proof. That M is a regular curve was proved by the author in 
another paper**). That the ramification points of M are countable follows 
from the fact that no endpoint is a ramification point and the author’s 
theorem **) that only a countable number of the im kleinen cut points of 
M are ramification points; and that the im kleinen cycle points are count- 
able follows from Theorem 5 and the fact that no end point is an im 
kleinen cycle point. 


Theorem 12. Jn order that every subcontinuum of a continuous 
curve M should contain an arc segment which is an open subset of M 
it ts necessary and sufficient that if W denotes the set of all ramification 
points of M then W is totally disconnected. 

Proof. The condition is obviously necessary. It is also sufficient 
For let Q be any subcontinuum of M and let R be a component of 
Q—W-Q. Then**) R contains an arc AB, and since every point of AB 
is a point of order two of M, it follows that no point of AB —(A+B) 
is a limit point of M—[AB—(A-+ B)]. Hence the segment AB is an 
open subset of M. 


Theorem 13. If every point of a cyclicly connected continuous curve M 
ts an im kleinen cut point of M, and W denotes the set of ali rami- 
fication points of M, then (1) W is totally disconnected, and (2) every 
component of M— W is an arc segment. 

Proof. Suppose, contrary to (1), that W contains a continuum C. 
Then since by Theorem of the author's mentioned above, M is a Menger 
regular curve, it follows™*) that C is a regular curve, and hence C con- 


%) Cf. G.T. Whyburn, Concerning Collections of Cuttings of Connected Point Sets, 
loc. cit. 


#3) R. L. Moore, loc. cit., see footnote **). 
*) K. Menger, loc. cit., see footnote *). 
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tains an arc ¢. But then W is dense on #; and hence, by Theorem 10, 
t contains at least one point which is not an im kleinen cut point of M, 
contrary to hypothesis. Hence (1) is true. 

Now let R ‘be any component of M— W. Since M is cyclicly con- 
nected, W contains**) at least two limit points of R. Hence it is readily 
seen that there exists an arc AB such that A and B belong to W and 
which lies except for the points A and B wholly in R. And since every 
point of the segment AB —(A+ B) is a point of order two of M, 
clearly R must be identical with this segment. 

Essentially the same argument suffices to prove the following more 
general theorem. 


Theorem 14. Jf the avoidable points of a cyclicly connected con- 
tinuous curve M are not uncountably dense on any subcontinuum of M, 
and if W denotes the set of all ramification points of M, then (1) W is 
totally disconnected, and (2) every component of M—W is an arc 
segment. 


Theorem 15. If every subcontinuum of a bounded cyclicly connected 
continuous curve M contains an arc segment which is an open subset of 
M, and W denotes the set of all ramification points of M, then (1) W is 
totally disconnected, (2) M is a Menger regular curve, (3) each com- 
ponent of M — W is an arc segment, (4) if L is any closed totally dis- 
connected subset of M containing W, and G denotes the collection of 
components of M—L, then for each «>0O every point of L can be 
e-separated**) in M by a finite number of the segments of the collection G, 
and (5) for each e>0, M is the sum of a finite number of mutually 
exlusive e-continua plus a finite number of mutually exclusive «-arc 
segments the two endpoints of each of which belong to different continua 
of the set just mentioned. Hence M is the sum of a finite number of 
e-continua no two of which have more than one point in common*’). 


Proof. Conclusions (1), (2), and (3) are obvious from the above 
theorems and discussion. To prove (4), let « be any positive number and 
P any point of L. Since L is closed and totally disconnected, it follows 


*) See footnote ™). 

**) For a given ¢>0, the point P of M is said to be ¢-separated in M by a 
set A provided M—A=M,+ M, where M, and M, are mutually separated sets and 
M, contains the point P and is of diameter <<. Cf. P. Urysohn, Comptes Rendus 
175 (1922), p.481. Urysohn’s definition differs from the one just given in that it 
requires that the set M,+ A be of diameter <e. 

*7) K. Menger (Zur allgemeinen Kurveftheorie, Fund. Math. 10) has proposed 
the question as to whether or not every regular curve has the property mentioned 
in the last sentence of this theorem. 
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that there exists an open set R containing P and of diameter < ¢/2 and 
such that F(R)-£L=—0. Then clearly F(R)-MCM—L= Sq. Let 


eG 
G, be the collection of all elements of G which contain at least. one point 


of F(R). Then G, must be finite; for otherwise, since (see §7 below) 
only a finite number of the segments of G are of diameter > any posi- 
tive number, it would follow that F(R) contained a limit point of L, 
contrary to the fact that L is closed and F(R)-L—0. Hence G, is 
finite and clearly G, ¢-separates P in M. And since G, is finite, ob- 
viously it contains a subcollection which e-separates P in M and is 
irreducible with respect to this property. 

To prove (5), let « be any number >0. Since by (2) M is a 
regular curve, by a teeerm of Menger’s**) M is the sum of the elements 
of a finite collection Q of ¢/2-continua a pair of which have at most 
a finite number of common points. Let H denote the set of all points 
which belong to at least two elements of the collection Q@. The points 
of E are finite in number and can be ordered P,, P,, P,,...,P,. Let L 
denote the set of points W+ P,+ P,+...+P,. By (4), there exists 
a finite collection G, of the arc segments of G whose sum separates P, 
in M from P,+ P,+...+ PP, and which is irreducible with respect to 
this property. Each segment S of G, contains an are segment U which 
lies, together with its end points, wholly in S; and if U, denotes the 
finite collection of segments U, it is easy to see that the sum of the 
segments of U, also separates P, in M from P,+P,+...+P,. Let V, 
denote the point set obtained by adding together all the point sets of 
the collection U,. Now a similar argument shows that there exists a set 
V, which is the sum of the elements of a finite collection U, of are- 
segments and which separates P, in M from (P,+V,)+P,+P,+...+P, 
and indeed, for each ¢, 1< i#<n, M contains a set V; which is the sum 
of the elements of a finite collection U, of arc segments selected as above 
and which separates P, in M from (P,+V,)+(P,+V,)+(P;_,+;_3) 

Piist P, $+5 T° -+ P,. 

Now let U dunats the collection of all the arc segments which belong 


to any collection U; (1S i<n), and let V denote the point set 2M, 


Let F denote the collection of all the components of M— V. Then “each 
element of F is a continuum, and by a theorem proved by Kuratowski 
and Knaster**) and independently by the author**) it follows that F is 


*8) Grundziige einer Theorie der Kurven, loc. cit. 
*°) Cf. Kuratowski and Knaster, Remark on a Theorem of R. L. Moore, Proc. 
Ntl. Acad. of Sci. 1% (1927); G. T. Whyburn, On the Separation of Connected Point 
Sets, Bull. Amer. Math. Soc. 38 (1927), p. 388 (abstract). 
21° 
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finite. And since no element of F can contain more than one point of 
the set H, each element of F must be of diameter <e. And since each 
segment u in the collection U lies together with its end points in some 
segment of G and belongs to some collection U; and hence is an element 
of an irreducible set of segments separating P, in M from (P,+JV,)+... 
+ (P,,+¥,_,)+Pii,+---+P,, it readily follows that u is of dia- 
meter <« and that not both end points of uw belong to the same element 
of F. Hence (5) is true. And if for each u in U we let X= @ and let 
D be the collection whose elements are the arcs X together with the 
elements of F, then clearly M = 2 d, and no two continua of D have 


more than one point in common. This completes the proof of Theorem 15. 


Theorem 16. If every point of the bounded cyclicly connected con- 
tinuous curve M is an im kleinen cut point (or indeed if the non- 
im kleinen cut points of M are not dense on any subcontinuum of M), 
then M has properties (1)—(5) in Theorem 15. 

Theorem 17. Jf every point of a bounded continuous curve M is 
an im kleinen cut point (or if the non-im kleinen cut points are not 
uncountably dense on any subcontinuum of M), then for each «>0, 
M is the sum of a finite number of ¢-continua no two of which have 
more than one point in common. 

Proof. It follows by Theorem 16 that every maximal cyclic curve 
of M is for each e, the sum of a finite number of e-continua no two 
having more than one common point. Hence, by a theorem of the author’s*®) 
M itself has this same property. 

Examples are easily constructed to show that (a) under the con- 
ditions of Theorem 15, neither W nor M— K (the set of avoidable points) 
is necessarily countable, and (b) K (the im kleinen cut points) can be 
uncountably dense on every subcontinuum of a cyclicly connected con- 
tinuous curve M and yet M not have property (1) in the statement of 
Theorem 15. 


§ 5. 
Node Curves. 


Definition. A continuous curve M will be called a node curve 
provided that for each e>0O, M is the sum of a finite number of 
e-continua each having at most two points in common with the rest of 
M. It is obvious from this definition that every node curve is a bounded 


*°) G.T. Whyburn, Concerning Menger Regular Curves, Fund. Math. 12, Theorem 2. 
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Menger regular curve. However, as will be apparent below, the converse 
is not true. Hence a node curve is a special kind of a regular curve. 


Theorem 18. Jn order that a continuous curve M should be a node 
curve it is necessary and sufficient that for each « >0, M should contain 
a finite set of points Q such that each component of M— Q is of dia- 
meter <« and has at most two limit points in Q. 

Theorem 19. In order that the cyclicly connected continuous curve 
M should be a node curve it is necessary and sufficient that for each 
e>0, M is the sum of a finite number of e-continua each having exactly 
two points in common with the rest of M. It is likewise necessary and 
sufficient that M contain a finite set Q such that each component of 
M — Q is of diameter < « and has exactly two limit points in Q. 

Theorem 20. In order that the bounded cyclicly connected continuous 
curve M should be a node curve without points of order w it is necessary 
and sufficient that no point of M of order > 2 (4. e., no ramification point) 
be an im kleinen cycle point. 

Proof. The condition is sufficient. It follows by Theorem 6 that 
every point of M is a point of finite order of M and hence M contains 
no point of order w. Let « be any positive number which for con- 
venience later we will suppose is < 1/3 the diameter of M. For each 
point X of M which is a point of order two of M there exist two points 
A, and B, of M and a connected open subset U, of M containing P and 
of diameter < « and such that U,-(M—U,)=A,+ B,. For each point Y 
of M which is not a point of order two of M, since Y is not an im 
kleinen cycle point of M, it follows as in the proof of Theorem 6 that 
a domain R exists containing Y, of diameter <e, and such that Y cuts 
the component of M-R which contains Y into m components (where n 
is the order of P) and is an end point (point of order one) of each of 
them. Thus it is readily seen that a connected open subset V, of M 
exists which contains Y, is of diameter < «, whose M-boundary contains 
just m points, and which is the sum of Y-+-m open sets Uyz,, Uyz,, ---, Uyan 
each having just Y and some other point A,, as boundary points with 
respect to M. Let G, denote the collection of sets whose elements are 
the sets U, and the sets V,. Since G, covers M, then by the Borel 
Theorem G, contains a finite subcollection G@ which also covers M. By 
the above properties of the sets V_, it follows readily that there exists a 
finite collection U,, U,,..., U,, of open subsets of M each of diameter < « 
and such that (1) for each ¢, 1<t<m, the M-boundary of U; (7. e, 
the boundary of U; with respect to M) consists of just two points A; and 
B,, (2) U,+U;-U; +U, for each ¢ and j<m, and (3) MC(U,+0, 
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+U0,+...+0,,). Let N denote the (finite) set of points 3(A,+B,). 
i=1 

Then clearly each component of M— N must be of diameter < «¢, for it 

is a subset of some set U’,. It remains to show that each component of - 

M—N has just two limit points in N. Suppose on the contrary that 

some component R of M— N has as many as three limit points P,, P,, P, 

which belong to N. 

Now clearly there exists an integer 7, 1< i <m, such that RC U,. 
Now since M is cyclicly connected it follows™) that every cut point of 
0’; must separate A, and B,; in U;. And since R—R contains at least 
three points it readily follows that R— R contains at least one point P 
distinct from A; and B; which does not separate A; and B; in U;. Hence 
P is not a cut point of U;. Now since P belongs to N, there exists an 
integer j such that A; = P. Now A; belongs to U;; and B; cannot belong 
to U;. For suppose B; CU;. Now U;+ U; + M, for the diameter of M 
is >3e. Let C be a component of M—(U;,+U;). Since M is cyclicly 
connected, U;-++ U; must contain at least two limit points X, and X, of 
C. Obviously X, + X,¢ 4;+ B,;+A;+B,, and since A4;+ B;C U;, then 
both A; and B; must be limit points of C. But since U; contains a point 
of U; but is not a subset of U;, by (2), then U; must contain at least 
one of the points A, and B;; and clearly this is impossible, since each of 
these points is a limit point of C. Therefore B; does not belong to U,. 
But now A; is not a cut point of U;. Hence U;— A, is connected and 
contains at least one point of U; but contains neither A, nor B.; and 
therefore U; is a subset of U;, contrary to (2). Thus the supposition that 
some component of M— N has more than two limit points in N leads to 
a contradiction; and hence, by Theorem 18, M is a node curve. 

The condition is also necessary. For let M be any node curve con- 
taining no point of order w, and let P be any point of M of order > 2 
of M. Let n be the order of P. Since M isa regular curve, by a theorem 
of Menger’s**) there exists a set of nm arcs A,P, A,P,...,A,P belonging 
to M and each having P as one end point but no two having in common 
any point except P. Let d be a number less than each of the numbers 
6(A,, P),6(A,, P),...,6(A,, P), where 6(A;, P) = distance from A; to P, 
and let R be a domain containing P and of diameter <d/4. Since M 
is a node curve, it is the sum of a finite collection G of continua each 


3) With the aid of the following easily established lemma: If the connected open 
subset R of a cyclicly connected continuous curve M has just two boundary points A and 
B with respect to M, then every cut point ofthe curve R separates A and B in R and 
if Q denotes the set of all such points, then Q+ A+B is closed. 

52) K. Menger, loc. cit., see ref. *’). 
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of diameter < d/4 each having at most two points in common with the 
rest of M. Since n > 2 it is readily seen that P is not an interior point 
of any one of the continua of G relative to M, and indeed, that there exist 
exactly n of the continua of G each of which contains P and some segment of 
one of the arcs A;P having P as one of its end points. Let Z,, H,,..., Z, 
denote these continua. Then since P is a point of order n of M, it 
follows that P is a point of order 1 of each of the continua £,, E,, ..., E,. 
Therefore, since P is not a limit point of M— (#,+ H#H,+...+2£,), it 
follows that P is not an im kleinen cycle point of M. This completes 
the proof. 

In proving the necessity of the condition in Theorem 20 no use was 
made of the fact that the curve M is cyclicly connected. Hence we have 
the following theorem. 


Theorem 21. No node curve M contains a point of finite order 
>2 which is an im kleinen cycle point. 

The above proof for the sufficiency of the condition in Theorem 20 
suffices to establish the following theorem. 

Theorem 22. Every bounded node curve im kleinen is a node 
curve. 

Theorem 23. Every subcontinuum of a node curve is itself a node 
curve. 

Theorem 24. If P is a point of ordern (n finite and >2) of a 
node curve M, then there exists a positive number «, such that tf e<e,, 
and Mis decomposed into a finite collection G of e-continua each having 
at most two points in common with the rest of M, then P is common 
to exactly n of the continua of G, P is an end point of each of these n 
continua and is not a limit point of M minus their sum. 

Proof. By Menger’s theorem there exist n subares A, P, A, P, ..., A, P 
of M from A, to P, A, to P,..., A, to P, respectively, each two having 
just the point P in common. There exists a hypersphere S with center P 
which neither contains nor encloses any of the points A,, A,,..., A,. 
Let «, denote 1/2 the radius of S. Let ¢ be any positive number < e, 
and let M be decomposed as above into a set @ of e-continua. Let N 
denote the (finite) subset of M each point of which is common to at 
least two of the continua of G. On each of the arcs A;P (¢ =1, 2,..., n), 
in the order from P to A,, let X; denote the first point after P, which 
belongs to N. Now since n> 2, it is clear that P must belong to N. 
Each of the arc segments PX, must lie wholly within one of the con- 
tinua of G, and since each of these arc segments has at least one limit 
point X, other than P which belongs to N, it is clear that no two of 
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these segments can lie in the same continuum of G. Hence P is common 
to at least n continua of G. And since P is of order n, clearly P be- 
longs to no more than mn such continua, is not « limit point of M minus 
the sum of these n continua, and is an end point of each. 


A similar proof shows the following theorem. 


Theorem 25. If P is a point of order w of the node curve M, 
then for each integer n>0 a number ¢,, > 0 exists such that if e<e,, 
and M is decomposed into a collection G of &-continua as described 
above, then P is common to at least n of the continua of G. 


The two preceding theorems give the following theorem: 


Theorem 26. Every point of a node curve M of order >2 of M 
ts an im kleinen cut point of M. 


Theorem 27. The ramification points of any node curve are 
countable. 


Theorem 27 follows immediately from Theorem 26 and the author’s 
theorem that the im kleinen cut points of any continuous curve M of 
order > 2 are countable. It also follows from Theorems 24 and 25. For 
if for each integer n > 0, we decompose M into a finite collection G, of 
1/n-continua as above, and N, is the set of all points common to two 
of the continua of G,, then by Theorems 24 and 25, the set W of points 
of M of order > 2 is a subset of > N,. And since for each n, N, is 


n 
n=1 


finite, SN, is countable, and hence W is countable. 


n=1 
Theorem 28. The im kleinen cut points of every node curve M 


are everywhere dense in M. Indeed, every point of SN, above is an 
im kleinen cut point. _ 


Every maximal cyclic curve of a bounded continuous curve M can 
be a node curve and yet M itself not be a node curve, as seen by the 
following example. Let J denote the interval (1,2) of the X-axis, let C 
be the circle X*-+ Y*—1, let R be the interior of C, and for each n 
(n =1, 2, 3,...) let C, denote the circle (X—1)*+ Y*=i/n*. Then 
if M denotes the continuous curve ]+ C+ R- > C,,, the set of points 


n=1 


C+R- re, is the only maximal cyclic curve of M; and although, as is 
n=1 


easily seen with the aid of Theorem 20, this set of points is a node curve, 
nevertheless (c/. Theorem 21) M itself is not a node curve. However, we 


may characterize a node curve in terms of its maximal cyclic curves as 
follows. 
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Theorem 29. In order that a bounded continuous curve M should 
be a node curve it is necessary and sufficient that for each maximal 
cyclic curve C of M (1) C is a node curve, and (2) every point of C 
which is a limit point of some component of M—C is an im kleinen 
cut point of C. 


Proof. The conditions are necessary. Condition (1) is necessary 
because by Theorem 23, every subcontinuum of M is a node curve. To 
show that condition (2) is necessary, let C be any maximal cyclic curve 
of M and P any point of C which is a limit point of some component Q 
of M—C. There exists an arc 7’ which has P as one end point and is 
a subset of Q + P. Suppose, contrary to what we purpose to show, that P 
is not an im kleinen cut point of C. Then since by condition (1), C is 
a node curve, it follows by Theorem 26 that P is a point of order two 
of C. Then P is a point of order 3 of the curve C + 7, and since, by 
Theorem 23, C+ 7 is a node curve, then by Theorem 21, P is not an 
im kleinen cycle point of C-+ 7. Hence P is not an im kleinen cycle 
point of C; but then by Theorem 4, corollary, P must be an im kleinen 
cut point of C, contrary to supposition. Thus the supposition that con- 
dition (2) is not necessary leads to a contradiction. 


The conditions are also sufficient. For let M be any bounded con- 
tinuous curve satisfying the conditions, let « be any positive number, 
and let G denote the (finite) collection of all those maximal cyclic curves 
of M which are of diameter >¢/4. In my paper Concerning Menger 
Regular Curves **) it was shown that M contains a continuous curve Q 
containing all the curves of G and such that (1) Q is the sum of the 
curves of G plus a finite number (,, t,, t,,..., ¢,, of simple cyclic chains **) 
of cyclic elements of M such that for each 7, (1<i<m), t; has at most 
one point in common with ¢, ,, and (2) each component of M—Q is 
of diameter < ¢/4 and has just one limit point in Q. It is readily seen 
that there exists a finite number of cyclic elements C,, C,, C,,..., C,, of M 
including all the curves of the collection G, and such that if U; is any 
component of Q— 5'C,, then U, is a simple cyclic chain determined by 
an arc A,B; in M and having at most the points A; and B; in common 
with ’C;. Clearly the components of Q— SC; are finite in number. 
Denote them by U,, U,, U;,...,U,. Now for each ¢, (lSign), let Z, 
denote the (finite) set of points in C; each of which is a limit point of 


83) Fund. Math. 12, see proof of Theorem 2. For a statement of practically the 
same theorem see a forthcoming paper of W. L. Ayres entitled ‘Concerning Arc 
Curves and Basic Subsets of a Continuous Curve. Second Paper’. 

%) Cf. my paper Concerning the Structure of a Continuous Curve, loc. cit. *). 
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some component of Q@—C;, and let Z denote the (finite) set of points 
» E,. Now since £ is finite and since, by hypothesis, each point of Z is 
an im kleinen cut point of each curve of the set C,, C,, C,,..., C0, which 


contains it, it follows that there exists a number d>0 such that if P — 


is any point of Z, C, is any curve of the collection C,, C,,...,C,, and 
R is any domain containing P and of diameter <6, then P is a cut 
point of the component of C;-R which contains P. Let d be a positive 
number <«¢/4 and < 4/2. Now since for each 7, (l<Sicn), C, isa 
node curve or a point, it follows by Theorem 19 that for each 7, a finite 
subset Q, of C, exists such that each component of C;— Q, is of dia- 
meter <d and has just two limit points in C;. Now for each ij, 
(1<t<k), as shown in my paper Concerning Menger Regular Curves 
(loc. cit.) there exists on the arc A,B; a finite set of points V, each of 
which separates A, and B; in M and such that each component of U;— V, 
is of diameter < d and has at most two limit points in V;. Let Z denote 


the (finite) set of points of the curve @ such that each point P of Q 


belongs to at least two of the chains U,,U,,...,U,. Finally, let F de- 


n k 
note the set of points Z+ E+ SQ;+ S'V;. Then F is finite, and it 
i=1 ; 


t=1 
is not difficult to show that no component of M— F has more than two 
limit points in F. Therefore, by Theorem 18, M is a node curve. 


Corollary 1. Every bounded acyclic continuous curve is a node 
curve. 


Corollary 2. Every bounded baum im kleinen curve is a node 
curve. 


Corollary 3. If every maximal cyclic curve of a bounded continuous 
curve M is a baum im kleinen (or, what is equivalent, contains only 
a finite number of simple closed curves) then M is a node curve. 

Theorem 30. If no point of a bounded continuous curve M is an 
im kleinen cycle point, then M is a node curve. 

Theorem 30 is a corollary to Theorems 29 and 20. 

It is easily shown by examples: (1) that the ramification points in 
a°node curve M may be dense on some arc in M, and (2) that the 
ramification pomts may be dense on no subcontinuum of a continuous 
curve M and yet M not be a node curve. 

Let M be a node curve, « any positive number, and K a finite 
subset of M such that (see Theorem 18) each component of M— K is 
of diameter <e and has at most two limit points in K. Let @ denote 
the collection of sets obtained by adding to each component of M— K 
its limit points in K. We shall call the elements of @ the links of the 
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curve M. Those links of M which join on to the rest of M at two points 
will be called ordinary links of M, and those joining on at only one 
point will be called the end-links of M. By a simple chain X of links 
of M joining two links A and B of M is meant the sum of the elements 
of a finite collection Z of links such that (1) X is a continuum (2) X 
contains both A and B (3) A and B are the end-links of the node 
curve X and are its only end-links, (4) X is irreducible with respect to 
the property of being the sum of the elements of a finite collection of 
links of M and having properties (1)—(3). The following propositions 
are easily deduced: 

a) Every two links of a connected set H of links of M can be joined 
by a simple chain of links lying in H; 

b) The ordinary links of M are finite in number and their sum is a 
continuum; 


c) If X is any simple chain of links of M between two links A and B, 
X, and Xp are points of M— K belonging to A and B respectively, 
then every point of [X — (A+ B)]-K separates X, and Xz in X. And 
every link of X except A and B separates X, and Xz in X; 


d) If M is cyclicly connected, all its links are ordinary links. 


§ 6. 
Im Kleinen Cut Points and Irreducible Cuttings. 


If A and B are points of a continuum M and K is a subset of M 
such that M— K is the sum of two mutually separated sets M, and M, 
containing A and B respectively, then K is said to be a cutting of M 
between A and B; if no proper subset of K is a cutting of M between 
A and B, K is called an irreducible cutting*®) of M between A and B. 

Theorem 31. In order that the point P of a continuous curve M 
should be an im kleinen cut point of M it is necessary and sufficient 
that P be an isolated point of some irreducible cutting of M between 
some two points A and B of M. 

Proof. The condition is sufficient. For suppose P is an isolated point 
of an irreducible cutting K of M between the points A and B of M. Let 
R be a domain containing P and such that R contains no point of 
A+B-+K—P, and let N be the component of M -R containing P. 
Then since**) P is a limit point of both the components R, and R, of 


85) Cf. G. T. Whyburn, Concerning Irreducible Cuttings of Continua, Fund. Math. 
18, pp. 42—57. 
3) G. T. Whyburn, Joc. cit., Theorem 7. 
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M— K containing A and B respectively, then N contains points of both 
R, and R,; and since R. K =P, it is readily seen that N—P—N-R,+N-R,, 
and N-R, and N-R, are mutually separated. Hence P is a cut point of 
N and is then an im kleinen cut point of M. 

The condition is also necessary. For if P is an im kleinen cut point 
of M, a domain R exists such that P is a cut point of the component NV 
of M-R which contains P. Let A and B be points of N lying in R and 
belonging to different components of N—P and such that there exists 
an arc AB in M-R. Now clearly P+ F(R)-M cuts M between A and 
B. Then*’?) P+ F(R)-M contains an irreducible cutting K of M between 
A and B. And since there exists an arc AB in M-R, and K-RC P, it 
is clear that P must belong to K and must be an isolated point of K. 

Theorem 32. If K denotes the set of all the im kleinen cut points 
of any Menger regular curve M, then M — K is totally disconnected. 

Proof. Suppose, on the contrary, that M— K contains a connected 
set H containing two distinct points A and B. Since M is a regular 
curve, there exists a finite cutting Q of M, between A and B. By a 
theorem of the author’s**) Q contains an irreducible cutting Q, of M 
between A and B. Since H is a connected subset of M containing both 
A and B, obviously it must contain at least one point P of Q,. And 
since Q, is finite, P is an isolated point of Q,. But then by Theorem 31, 
P must belong to K, contrary to the fact that PC H and H-K=0. 

Corollary. Under the hypothesis of Theorem 32, K is dense on 
every connected subset of M. 

Theorem 32 does not remain true if the hypothesis that “M is a 
Menger regular curve” is replaced by the weaker one that “every sub- 
continuum of M is a continuous curve”. This fact is demonstrated in an 
example due to H. M. Gehman”). 


§ 7. 
Continua All of Whose Subcontinua Are Continuous Curves 
and Menger Regular Curves, in 2 Dimensions. 


In this section I shall first give a simple example in 3-space of a 
continuous curve every subcontinuum of which is a continuous curve and 
which has some rather interesting properties. Referring to a system of 


8”) G. T. Whyburn, loc. cit., Theorem 8. 

%*) Loc. cit., Theorem 8. 

*) Concerning the Subsets of a Plane Continuous Curve, Annals of Math. 27 
(1925), pp. 29—46. 
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cylindrical coordinate axes P, ©, Z in 3-space, let AB be the interval (0,1) 
of the Z-axis, let n take on in ascending order the set of values included 
in the set of all positive prime integers. For each n, let us subdivide AB 
into a set J, of n equal subintervals by inserting a set K, of n — 1 points 
of subdivision; and in the plane © = a/n, let us construct on each inter- 
val of the set J, a semicircle having this interval as its diameter, and let 
C,, be the sum of all these semicircles. Let y denote the continuum 


AB+ J C,. 

Properties of the curve yw: 

(a) Every subcontinuum of y is a continuous curve. 

This property is obvious from the construction; or it can easily be 
proved with the aid of a theorem of H. M. Gehman’s*°). 

(8) wp ts not a Menger regular curve. 

This property readily follows from property (y) below. 

(y) yw contains infinitely many arcs AX,B (i =1,2,...) from A to 
B no two having any common point except Aand B. (y') There exisis 
an e>0 such that w contains infinitely many mutually exclusive con- 
tinua of diameter >. 

To show property (y) it is only necessary to set AX,B=C, for 
each 7. 

(6) w contains an arcwise connected set N which is not arcwise 
connected im kleinen and which has a boundary point P which is not 
accessible from it. 

To prove (6), we merely set N= SC, and let P be the point 
(0,0, 1/2 72). Clearly N is not arewise connected im kleinen at any one 
of its points belonging to AB — (A -+- B), and obviously P is not accessible 
from N. 

€) wy contains a connected subset which is not arcwise connected. 

The set N+ P under (6) is not arcwise connected, and hence y has 
property (e). 

(¢) w contains an arcwise connected and connected im kleinen set 
which is not arcwise connected im kleinen. 

The set N defined under (4) satisfies all requirements on the set in (¢). 
That this set, contrary to a statement made in the first abstract of this 
paper, is connected im kleinen was kindly pointed out to me by Professor 
R. L. Wilder. It would be interesting to determine whether a set N could 


*°) Some Conditions Under Which a Continuum is a Continuous Curve, Ann. of 
Math. 27 (1926), pp. 381—384, see Theorem 2. 
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lie in the plane and have property (¢), or slightly different, whether a 
set N could lie in the plane and be strongly connected and connected im 
kleinen and yet not be strongly connected im kleinen. 

Gehman“) has given an example of a plane continuum having both 
properties («) and (f) and has shown that () and the absence of (y’) 
are equivalent for bounded continua in the plane. Zarankiewicz**) charac- 
terizes a continuum (in n-space) having property («) as one containing 
no “continuum of convergence”, and in footnote states that his condition 
is equivalent to the absence of (y’), (¢.e. to Gehman’s condition). The 
curve y above, of course, shows although this is true in the plane that 
this is not the case in n-space for n>2. It has been shown by the 
author **) that no plane continuum can have both properties (@) and (6). 
Knaster and Kuratowski**) have given an example of a plane regular 
curve having property (¢). Their example is somewhat more complicated. 


Theorem 33. If M is a bounded Menger regular curve and « is 
any positive number, then M does not contain more than a finite number 
of mutually exclusive continua each of diameter > «. 


Proof. Suppose, on the contrary, that M contains an infinite sequence 
of continua M,, M,, M,,... all of diameter >. Then since M is bounded, 
there exist two points A and B of M belonging to the limiting set of the 
sequence M,, M,,.... But since M is a regular curve, there exists a finite 
subset K of M which separates A and B in M. Clearly this is impossible, 
since only a finite number of the continua M,, M,,... can contain points 
of K. Thus the supposition that Theorem 33 is false leads to a contra- 
diction. 


Theorem 34. If M is any continuum having the property that for 
each e>0, M does not contain infinitely many mutually exclusive con- 
tinua each of diameter >«, then every subcontinuum of M is a con- 
tinuous curve, and if H is any arcwise connected subset of M, then 
(1) H ts arcwise connected im kleinen and (2) every boundary point P 
of H is regularly accessible*®) from H. 


**) See reference *). 

*%) Sur les Points de Division dans les Ensembles Connexes, loc. cit.; K is a 
continuum of convergence of a continuum M provided that M—K contains a sequence 
of continua whose sequential limiting set is K. 

*%) Concerning Certain Types of Continuous Curves, Proc. Ntl. Acad. of Sci. 12 
(1926), pp. 761—767. 

**) Knaster and Kuratowski, Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1927), p. 106. 

*) That is, for each «>0, a 5,>0 exists such that every point of H whose 
distance from P is <4, can be joined to P- by an are in H+P of diameter <e. 


See my paper Concerning the Open Subsets of a Plane Continuous Curve, Proc. Ntl. 
Acad. of Sci. 13 (1927), pp. 650—656. 
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That every subcontinuum of M is a continuous curve follows by the 
proof given by Gehman (loc. cit.) for the case of the plane, which extends 
to n dimensions without difficulty. That M has property (1) follows by 
the proof given in my paper “Concerning Certain Types of Continuous 
Curves” **) for the theorem that every arcwise connected subset of a plane 
continuum every subcontinuum of which is a continuous curve is arcwise 
connected im kleinen, in the proof of which the only plane property used 
is that for each « >0 the continuum contains not more than a finite 
number of mutually exclusive continua each of diameter <«. That M 
has property (2) follows in a similar way by a proof given in my paper 
“Concerning the Complementary Domains of Continua” *’) for the theorem 
that every boundary point of an arcwise connected subset of any plane 
continuous curve every subcontinuum of which is a continuous curve is 
regularly accessible from that set. 


Theorem 35. Jf H is any arcwise connected subset of a Menger 
regular curve M, then (1) H is arewise connected im kleinen, (2) every 
boundary point of H is regularly accessible from H. 


Theorem 35 is an immediate consequence of Theorems 33 and 34. 


Theorem 36. If K ts any closed subset of a bounded continuum 
M every subcontinuum of which is a continuous curve, then for each 
e>0, M—K contains at most a finite number of components each of 
diameter >. 


Theorem 36 follows at once with the aid of Zarankiewicz’s Theorem 
(loc. ctt.) that no continuum every subcontinuum of which is a continuous 
curve can contain a continuum of convergence. 


Theorem 37. If R is any connected open subset of a bounded con- 
tinuous curve M every subcontinuum of which is a continuous curve, 
then R has property S**) and every boundary point of R is regularly 
accessible from R. 


Proof. Suppose theorem 37 is not true. Then either R does not 
have property S or R has a boundary point which is not regularly ac- 
cessible from R. In either case**) it follows that there exists an ¢ > 0 


**) Loc. cit., see reference **), 

‘”) Ann. of Math. 29 (1928), pp. 399—411. 

48) That is, for each «>0, R is the sum of a finite number of connected sets 
each of diameter <¢. See R. L. Moore, Fund. Math. 3 (1922), p. 232. 

**) For the former case, see my paper Concerning the Open Subsets of a Con- 
tinuous Curve, loc. cit., proof of Theorem 1, p. 651; and for the latter case see my 
paper Concerning Menger Regular Curves, Fund. Math. 12 (1928), Fundamental Ac- 
cessibility Theorem. 
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and R contains an infinite sequence of points P,, P,,... having a sequential 
limit point P belonging to M— R and such that no two of these points 
can be joined by any arc in R of diameter <e. Let C be a circle with 
the center P and diameter ¢/2. For each 7, R contains an are P;P,,,. 
Since each such arc must contain points without C, it readily follows © 
that R contains a sequence of mutually exclusive arcs 7), T,, 7, ... 
each of diameter >e/8 such that there exists a continuum 7' belonging 
to M—R and which is the sequential limiting set of the sequence of 
continua 7,, 7,,.... But then 7 is a continuum of convergence of M, 
contrary to a theorem of Zarankiewicz (loc. cit.). This contradiction proves 
Theorem 37. 


(Eingegangen am 17. 11. 1928.) 




















Topologische Begriindung des Kalkiils 
der abziihlenden Geometrie. 


Von 


Bartel L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


§ 1. 
Einleitung. 


Eines der Pariser Probleme Hilberts’) lautet: ,,Eine strenge Begriin- 
dung des Schubertschen Abzahlungskalkiils“. 

In fritheren Arbeiten*) habe ich gesucht darzutun, daB das Kern- 
problem der abzahlenden Geometrie besteht in der Aufstellung einer 
brauchbaren Definition der ,,Multiplizitéten“ oder der Vielfachheiten, mit 
denen die Lésungen eines algebraisch-geometrischen Problems gezahlt werden 
miissen, damit das ,,Prinzip der Erhaltung der Anzahl“ fiir diese Lé- 
sungen bei jeder Spezialisierung der Daten des Problems gelte. In der 
Arbeit W, habe ich gezeigt, daB man bei jedem Problem, dessen Gleichungen 
homogen in den Unbekannten und rational in einigen Parametern sind, 
die Lésungen fiir jede spezielle Parameterzahl in einer und nur einer Weise 
mit solchen Vielfachheiten versehen kann, daS Anzahl und algebraische 
Eigenschaften der Lésungen bei diesen Parameterspezialisierungen erhalten 
bleiben, und daB bei allgemeiner Parameterwahl die Multiplizitaten gleich 1 
sind. Damit war eine implizite Definition der Multiplizitaten gegeben, aber 
noch kein brauchbares Mittel, diese in vorliegenden Fallen (auBer den aller- 
einfachsten) wirklich zu bestimmen. Eine besondere Schwierigkeit bei der 
Anwendung war noch, daB mit der Méglichkeit von ,Lésungen mit der 


1) D. Hilbert, Mathematische Probleme, Gétt. Nachr. 1900, S. 253. 

*) B. L. v.d. Waerden, Diss. Amsterdam 1926. Der Multiplizitaétsbegriff der alge- 
braischen Geometrie, Math. Annalen 97 (1927), S. 756 (zitiert W,). Eine Verallgemei- 
nerung des Bézoutschen Theorems, Math. Annalen 99 (1928), S. 497 (zitiert W,). On 
Hilbert’s function etc., Proc. Kon. Ak. Amsterdam 31 (1928), S. 749. 
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Multiplizitét Null“, also von Lésungen, die bei spezieller Parameterwahl 
vorhanden sind, aber denen im allgemeinen Fall nichts entspricht, gerechnet 
werden muBte. 

Die fiir den Schubertschen ,,Bedingungskalkiil“ *) wichtigen Fille sind 
die, wo es sich darum handelt, die Anzahl der gemeinsamen Elemente von ~ 
zwei oder mehr algebraischen Varietaéten‘) in einer festen singularitaten- 
freien Mannigfaltigkeit (z. B. im komplexen projektiven Raum) zu bestim- 
men. Fiir den Fall einer Kurve V, und eimer Hyperfliche V,_, im pro- 
jektiven R, sind die Bestimmungen der Vielfachheiten durch explizite For- 
meln und die Berechnung der Gesamtzahl sowohl auf funktionentheore- 
tischem als auf idealtheoretischem Wege gelungen’). Beide Bestimmungs- 
weisen scheiterten jedoch ginzlich im allgemeineren Fall der Schnittpunkte 
einer V, und V,_, im projektiven R,°). Die oben dargestellte implizite 
Multiplizitatsdefinition fiihrte aber in diesen Fallen noch zum Ziel’). Da- 
durch namlich, daB die Varietéten V, und V, mittels einer projektiven 
Transformation mit unbestimmten Koeffizienten in allgemeine Lage zuein- 
ander gebracht wurden, war das Schnittpunktsproblem abhangig gemacht von 
den Transformationsparametern, und die obige Definition der Multiplizitat 
wurde anwendbar. Es gelang durch eine auBerst miihevolle Analyse, fiir 
spezielle Werte der Parameter (,,ausgeartete Transformation“) Anzahl und 
Multiplizitaten der Schnittpunkte algebraisch zu bestimmen, wobei sich das 
erwartete Ergebnis: Summe der Multiplizitaten — Produkt der Gradzahlen 
ergab, welches Ergebnis sich dann vermége der ,,Erhaltung der Anzahl“ 
auf die allgemeine Lage sowie auf alle iiberhaupt méglichen Spezialisie- 
rungen iibertrug. 

Soweit sie reichte, hatte die algebraische Methode eine gréBere All- 
gemeinheit als jede analytische, da sie auf beliebige abstrakte Geome- 
trien (die zu abstrakten Kérpern gehéren) anwendbar war. Aber bei der 
Obertragung der Methode auf Varietiiten von Geraden u. dgl. stieB die 
Durchfiihrung der Beweise auf immer wachsende Schwierigkeiten, und fiir 
solche Gebilde, die nicht wie der projektive Raum eine transitive Gruppe 
von Transformationen in sich gestatten, ist die Ubertragung der obigen 
Multiplizitatsdefinition ganz ausgeschlossen. 


%) H. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879. 

*) Da das Wort Mannigfaltigkeit in dieser Arbeit, dem topologischen Sprachge- 
brauch entsprechend, fiir singularitétenfreie Riume reserviert bleibt, werde ich fiir 
die durch algebraische Gleichungen definierten Punktmengen das franzésische Wort 
,Varietiten* gebrauchen. 

®) Fir Literatur siche W,, Einleitung. - 

*) W,, Einleitung und § 11. 

%) W,. 
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Auch die analytischen Methoden [ Zeuthen *), Halphen®) u. a.] erreichen 
nur bestimmte Fille. 

Aber die Topologie besitzt einen Multiplizitatsbegriff: den Begriff des 
Index eines Schnittpunktes von zwei Komplexen"’), der schon von 
Lefschetz**) mit Erfolg auf die Theorie der algebraischen Flaichen sowie 
auf Korrespondenzen auf algebraischen Kurven angewandt wurde. Soll 
dieser Indexbegriff, angewandt auf algebraische Varietiten im komplexen 
Gebiet, sich als Multiplizitatsbegriff fiir die abzihiende Geometrie eignen, 
so mu er die folgenden drei Eigenschaften besitzen: 


1. Die Summe der Indizes soll dem ,,Prinzip der Erhaltung der 
Anzahl“ bei stetigen Anderungen der schneidenden Varietiten geniigen. 


2. Die Indizes sollen fiir einfache Schnittpunkte (d. h. wenn die Tan- 
gentialraume der schneidenden Varietaéten nur einen Punkt gemein haben) 
alle den Wert 1 haben. 


3. Sie sollen keine negativen Werte annehmen. 


Die erste Eigenschaft des topologischen Indexbegriffs folgt fast un- 
mittelbar aus seiner Definition durch simpliziale Approximationen. Die zweite 
Eigenschaft wurde allgemein fiir analytische Varietiten von Lefschetz **) 
bewiesen. Und iiber die dritte Eigenschaft hinaus laBt sich sogar zeigen, 
daB die Indizes bei analytischen (also insbesondere algebraischen) Varietiten 
immer positiv sind, wodurch also zugleich das unangenehme Vorkommnis 
der ,,Multiplizitaét Null“ ausgeschlossen wird. Dieser Satz iiber analytische 
Varietaten im komplexen Gebiet ist das Hauptergebnis dieser Arbeit. Aus 
den Eigenschaften 1. bis 3. folgt dann unschwer die Ubereinstimmung des 
topologischen mit dem algebraischen Multiplizitatsbegriff fiir den projektiven 
Raum. 

Die Topologie leistet aber noch mehr als die Erméglichung einer 
brauchbaren Multiplizitatsdefinition. Sie verschafit zugleich eine Fiille von 
Mitteln, die Indexsumme aller Schnittpunkte oder ,Schnittpunktszahl*, 
deren Bestimmung das Ziel aller abzihlenden Methoden ist, in einfacher 
Weise zu bestimmen, indem sie zeigt, daB diese Indexsumme nur von den 


*) H. G. Zeuthen, Abzihlende Methoden (Leipzig 1914); Enzyklopadie III, 3. 

®) Halphen, Comptes Rendus (4. Sept. 1876). 

10) §. Lefschetz, Trans. Am. Math. Soc. 28 (1926), S. 1 (zitiert L,). 

11) §. Lefschetz, L’analysis situs et la géométrie algébrique, Paris 1924. 

12) Joc. cit. "), S. 19. Lefschetz schlieBt aus den Eigenschaften 1., 2. auf die (zur 
Positivitét verscharfte) Eigenschaft 3. mit der Begriindung, man kénne durch eine 
kleine Verschiebung immer die unter 2. vorausgesetzte Situation herstellen. Die Be- 
griindung scheint in dieser Form ungeniigend, denn bei der Verschiebung kénnten ja 
Schnittpunkte in Wegfall kommen. Erst die genauere Betrachtung von §5 wird 
lehren, daB dieses tatsichlich nicht vorkommen kann. 
22° 
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Homologieklassen der zum Schnitt gebrachten Varietiten abhingt, und 
indem sie fiir die Bestimmung der Homologieklassen den ganzen Apparat 
der ,kombinatorischen Topologie* zur Verfiigung stellt. Zum Beispiel redu- 
ziert sich der algebraisch so miihevoll bewiesene Satz, da8 im projektiven 
Raum die Schnittpunktsanzahl einer V, und einer V,_, gleich dem Pro- 
dukt der Gradzahlen ist, von topologischem Gesichtspunkt auf die beiden 
leicht zu beweisenden Tatsachen, daB eine V, (deren topologische Dimen- 
sionszahl-im Komplexen gleich 2r ist) homolog dem g-fachen eines linearen 
L,, ist, wo g der Grad ist, und da8 die Schnittpunktszahl zweier linearer 
Raume L, und L,_, gleich 1 ist. 

Allgemein ergibt jede Homologierelation zwischen algebraischen Varie- 
titen eine symbolische Gleichung im Schubertschen Sinn, und man darf 
diese Gleichungen unbeschrinkt addieren und multiplizieren, wie es im 
Schubertschen Kalkiil geschieht. Aus der Existenz einer endlichen Basis 
fiir die Homologien in jeder geschlossenen Mannigfaltigkeit ergibt sich 
weiter allgemein die Lésbarkeit der Schubertschen ,,Charakteristikenpro- 
bleme“. 

Durch vollstandige Angabe aller benutzten topologischen, analytischen und 
algebraischen Definitionen und Zusammenstellung der wichtigsten Satze hoffe 
ich, die Schwierigkeit, die darin besteht, daB eine gewisse Vertrautheit so- 
wohl mit topologischen als auch mit abzihlenden Methoden beim Leser 
notwendig vorausgesetzt werden muBte, zu einem Minimum reduziert zu 
haben. Der sachverstandige Leser mu8 dafiir einige Ausfiihrungen iiber 
bekannte Tatsachen mit in den Kauf nehmen. Die Kenntnis der zitierten 
Arbeiten W, und W, ist fiir das Verstiindnis dieser Arbeit nicht erforderlich. 
Einige topologische Hilfsbetrachtungen fast trivialer Natur sind, um den 
Gedankengang nicht zu unterbrechen, in zwei Anhangen vereinigt. 

Anwendungen der hier zu entwickelnden Methoden auf konkrete 
abzihlende Probleme hoffe ich spiter zu geben. 


§ 2. 
Komplexe im euklidischen Raum. 
In diesem Paragraphen sollen, um allen Zweifel beim Gebrauch von 
Worten mit schwankender Bedeutung auszuschlieBen, die nétigen topo- 


logischen Grundbegriffe ganz kurz zusammengestellt werden. Fiir genauere 
Erérterungen sei auf die Lehrbiicher verwiesen**). 


18) Etwa: O. Veblen, The Cambridge Colloquium Lectures, Cambridge (Mass.) 1922. 
Oder Hadamards Note zu J. Tannery, Introduction 4 la théorie des fonctions II, zu 
erginzen durch J.W. Alexanders Proof of the Invariance of certain Numbers, Proc. 
Am. Math. Soc. 16 (1915), p. 148. 
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Ein geradliniger k-dimensionaler Komplez ist aus endlichvielen k-dimen- 
sionalen euklidischen Simplizes aufgebaut. Ein stetiges Bild eines geradlinigen 
k-dimensionalen Komplexes im euklidischen R” (mit ganz beliebigen Singulari- 
tiiten) hei8t Komplez schlechthin und wird mit K* bezeichnet. Der leere Kom- 
plex heiBt Null. Ist von Rand, von Orientierung, Unterteilung oder Addition 
von Komplexen die Rede, so ist damit immer gemeint, daB man die ge- 
nannten Operationen zuniachst an den Urbildern vornimmt und dann auf 
das Bild iibertrigt. Orientierung eines Simplex (im Urbild) geschieht 
dadurch, daB man einer bestimmten Reihenfolge der Ecken und allen gera- 
den Permutationen davon ein Vorzeichen « = +1, allen ungeraden Permu- 
tationen das entgegengesetzte Vorzeichen —« zuordnet. Orientierung eines 
Komplexes K* geschieht durch (beliebige) Orientierung aller seiner k-di- 
mensionalen Simplizes. Bei der Addition von Komplexen wird jedes Sim- 
plex, welches in der Summe zweimal mit entgegengesetzter Orientierung 
vorkommt, diese beiden Male weggelassen. Mit jeder Orientierung eines Sim- 
plex ist nach einer bestimmten Vorschrift eine bestimmte Orientierung seines 
Randes verkniipft. Wie diese Vorschrift lautet, ist gleichgiiltig; nur mu8 
sie so eingerichtet werden, daB der orientierte Rand des orientierten Randes 
gleich Null wird. Unter dem Rand R (K*) eines orientierten Komplexes K* 
ist zu verstehen die Summe der orientierten (k — 1)-dimensionalen Rander 
der Simplizes von K*. Zwei Komplexe Kj, K; heiBen homolog zueinander 
im Gebiet U (Gebiet heiBt in dieser Arbeit eine beliebige offene Menge 
des R"), wenn es einen K’** in U gibt derart, daB Kj = K, + R(K’*") 
ist. Zeichen fiir Homologie: Kj ~ Kz. 

Komplexe mit Rand Null heiBen Zyklen. 

Eine (geradlinige) 6- Approximation eines Komplexes K* entsteht dadurch, 
da8 man, von einer hinreichend feinen Simplexeinteilung des Urbildes von K* 
ausgehend, die den Bildpunkt K’ definierenden Abbildungsfunktionen durch 
solche ersetzt, die in jedem Simplex des Urbildes (Rand eingeschlossen) linear 
sind, derart, daB jeder Bildpunkt nach dieser Approximation zu seiner urspriing- 
lichen Lage eine Entfernung < 5 hat, und daB solche Simplizes, die eine Seite ge- 
mein haben, auch nach der Approximation die entsprechende Seite gemein haben. 

Verbindet man jeden Punkt von K”* geradlinig mit dem entsprechen- 
den Punkt des approximierenden Komplexes K;, so erhilt man einen 
, Verbindungskomplex“ K;** in der 6-Umgebung von K° und ebenso einen 
Randverbindungskomplex K; in der d6-Umgebung des Randes R(K*) mit 
folgenden Eigenschaften: 


R(K,"*) = K* — K; — Ky, 
R (Ky) = R(K*) — R(K;), 
K; =0, wenn R(K*) Null oder geradlinig ist. 











342 B. L. van der Waerden. 


Eine bestimmte Reihenfolge z,,...,z, der Cartesischen Koordinaten 
des R" induziert eine bestimmte Orientierung aller n-dimensionalen gerad- 
linigen Simplizes dieses Raumes (oder, wie wir auch sagen wollen, eine 
Orientierung des Raumes R"), namlich diejenige, wobei einer bestimmten 
Reihenfolge der Ecken z°,..., 2” eines solchen Simplex als Vorzeichen zu- 
geordnet wird das Vorzeichen der Determinante 


* ¥) , 0 ¥ 0 
|\Lay,...,2%,| oder |2; —2,...,%,—2q |. 


§ 3. 
Schnitte von Komplexen im euklidischen R”. 


Der Begriff des Schnittkomplexes zweier Komplexe ist in der hier 
gebrauchten Form vor allem von Lefschetz (L,) entwickelt worden. Eine 
Ubersicht iiber die benédtigten Begrifisbildungen folgt in diesem Para- 
graphen. 

Sind zwei (geradlinige) Simplizes X” und X* im R” gegeben, so kann 
man durch beliebig kleine Verriickungen der Ecken eine ,,allgemeine Lage“ 
der Simplizes zueinander erzwingen, welche darin bestehen soll, daB die 
Raiume FR’, R*, in denen sie liegen, einen linearen Raum R* von genau 
k =r-+s—n Dimensionen gemein haben (bzw. zueinander fremd sind fiir 
r+s—n<0), und daB in diesem Schnittraum die beiden Simplizes ent- 
weder fremd sind oder innere Punkte gemein haben. Im letzten Fall haben 
sie ein konvexes Polyeder P* von der Dimension & gemein, das wir irgend- 
wie in Simplizes eingeteilt denken. 

Orientieren wir die Raiume R", R’, R* (oder den Raum R” und die 
Simplizes X", X*), so ist dadurch eine Orientierung eines jeden Simplex 
von P* mitbestimmt nach folgender Vorschrift: Man erginze die Ecken 


a°, ..., 2" eines Simplex von P* durch Punkte y’, ..., y”~* zu einem 
Eckpunktssystem eines Simplex von R’; dessen Vorzeichen in der Orien- 
tierung von R” sei ¢,. Ebenso erginzen wir x°,..., 2* mit z*,...,2°~* 
in R* und bestimmen das Vorzeichen ¢,. Dann bilden die n-+1 Punkte 
=P My” Re y’*, z*,...,2"* die Ecken eines Simplex in R”. 
Das zugehérige Vorzeichen in der Orientierung von R" sei «,. Nunmehr 
ordnen wir der Eckenfolge der z°,...,2* das Vorzeichen 


é = €, &4 &3 


zu. Dadurch sind alle Simplizes von P* und mithin auch P* selbst orientiert. 


Man nennt das so orientierte P* den orientierten Schnittkomplex der 
Simplizes X” und X°* und schreibt 


p* = X’.X’. 

















Abzahlende Geometrie. 


Ist P* leer, so schreibt man 
X’.X*=0. 

Fiir zwei beliebige geradlinige Komplexe K’, K* definieren wir nun, 
falls alle Simplizes von K” (sowie ihre Seiten) zu denen von K* die oben 
prizisierte ,,allgemeine Lage“ haben, den ortentierten Schnittkomplex K" - K* 
als die Summe der orientierten Schnitte der Simplizes von K” mit denen 
von K*. 


Die wichtigsten Rechnungsregeln fiir orientierte Schnitte sind: 


(1a) K*.K’ = (—1)°-"®-9 x’. R°; 

(1b) — K’.K’=(— K’)-K*=K’".-(—K’); 
(1c) K’.(K*-K‘) =(K"-K’)-K'; 

(2) R(K’-K*) = K’-R(K*) + (—1)""’R(K’)-K’ 


und die gewdhnlichen Distributivgesetze. Die ersten drei sind ziemlich 
trivialer Natur; die letzte ist die Zauberformel, die alle Existenz-, In- 
varianz- und Deformationssatze fiir Schnittpunktszahlen, Abbildungsgrade usw. 
in sich enthalt. 

Aus (2) folgt sofort: 

In jedem Gebiet**), das alle gemeinsamen Punkte von K" und K’* 
enthalt, gilt die Homologie: 


(3) K’-R(K*) ~ (—1)""*"* R(K")-K’. 


Ist speziell R(K") zu K* punktfremd, so wird die rechte Seite Null. 
Ersetzt man noch s durch s-+1 und setzt man R(K’**) = K;/— Ky, 
so folgt: 

Ist Ki ~ Kj in einem Gebiet, das zum Rand von K" fremd ist, so 
ist in diesem Gebiet auch 
(4) K’-K} ~ K'-Kj. 

Sind nun zwei beliebige (nicht notwendig geradlinige) orientierte 
Komplexe K’, K* gegeben, und ist K” zum Rand von K* und K* zum 
Rand von K” fremd, ist weiter 6 < dem Minimum der halben Abstinde 
von K" zum Rand von K* und von K* zum Rand von K’, und 
5-approximiert man K” und K* derart durch geradlinige Komplexe Ky 
und K,’, daB die Simplizes von K” zu denen von K* allgemeine Lage 
haben, so wird der orientierte Schnittkomplex K,;-K, als ein approzi- 
mativer Schnittkomplex von K" und K* bezeichnet. 


14) Gebiet heiBt hier eine jede offene Menge des Raumes R”. 
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Inwieweit dieser approximative Schnittkomplex von der Wahl der 
Approximation unabhingig ist, lehrt der folgende Satz: 

Ist U eine beliebige offene Umgebung der Menge aller gemeinsamen 
Punkte von K" und K*, die keine Randpunkte von K" oder K* enthdlt, 
und ist die Approximationsschranke 56 < dem Minimum der halben Ab- 
stdnde des auferhalb U gelegenen Teils von K" zu K* und des auferhalb 
U gelegenen Teils von K* zu K", so liegt der ganze approximative Schnitt- 
komplex K,"~-"~* = K{-K; innerhalb U, und je zwei zu verschiedenen 
Approximationen gehérige Schnittkomplexe sind innerhalb U homolog. 
(In dem Extremfall, wo U den ganzen Raum mit Ausnahme der Rand- 
punkte von K” und K°* ausfiillt, ist die im Satz gegebene Schranke fiir 6 
dieselbe wie oben, sonst méglicherweise kleiner.) 

Da der Satz mit dieser genauen Schrankenangabe nicht bei Lefschetz 
steht, fiihre ich den Beweis an: Man bilde die verbindenden Komplexe 
von K* mit Kf und Kj, deren Differenz ein verbindender Komplex von 
K; mit Kj ist. Wenn dieser Komplex nicht geradlinig ist, mache man 
ihn geradlinig durch eine Approximation, ohne die schon von vornherein 
geradlinigen Simplizes von K, und K; zu verriicken und ohne die 6-Um- 
gebung von K* zu verlassen. Der so konstruierte Komplex K;** hat (bei 
passender Wahl der Approximation) allgemeine Lage zu K, und hat als Rand 


R(K;**) = K} — K; — K;, 


wobei K; in der d-Umgebung von R(K*) liegt. Aus (3), angewandt auf 
K{ und K;*", findet man wegen R(K’)-K;**'=0: 
K; -(K; — K3+ K/)~0 (in D), 
oder wegen K;-K; =0: 
Ki -K; nies Ki -K: ? 
q. e. d. 

Auf Grund der bewiesenen Eindeutigkeit bis auf Homologie bezeichnet 
man den approximativen Schnittkomplex K;-K,' einfach mit K"-K*. Mit 
dieser Bezeichnung gelten auch fiir beliebige (nicht notwendig geradlinige ) 
Komplexe die Gleichungen (1), (3), (4) unter denselben Voraussetzungen, 
wahrend (2) im betrachteten Fall nur besagt, daB K”-K* ein Zykel ist. 

Wichtig ist insbesondere der Fall r-+-s—n, wo der Schnittkomplex 
aus endlichvielen Punkten besteht. Die eindeutige Bestimmtheit bis auf 
Homologie in U besagt in diesem Fall, daB bei jeder Zerlegung von U in 
getrennte Teilgebiete U’ die algebraische Summe der Vorzeichen der Schnitt- 
punkte in jedem Gebiet U’ (kurz: die Schnittpunktiszahl in U’) unabhangig 
von der Approximation ist. Auch die Gesamtschnittpunktszahl oder Schnitt- 
punktszah! in U ist durch K’ und K* allein eindeutig bestimmt: sie wird 





=. 2 0 = 


ao, &, & Ou 


Tn =s oe 
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mit 7(K’, K*) oder einfach mit (K”-K*) bezeichnet. Ist speziell P ein 
isolierter Punkt des Durchschnitts von K” und K*, und wahlt man fiir 
ein U’ eine beliebig kleine Umgebung von P, deren abgeschlossene Hiille 
keine weiteren Schnittpunkte enthalt, so hei8®t die Schnittpunktszahl in U 4 
der Index des Schnittpunktes P. Er kann (wie alle Schnittpunktszahlen) 
positiv, negativ oder Null sein. Sind alle Schnittpunkte isoliert, so ist die 
Indexsumme die Gesamtschnittpunktszahl. 

Ist insbesondere r= 0, 8s =n, K° ein Punkt P mit positiver Orien- 
tierung, so geht die Definition des Index von P als Schnittpunkt von K” 
und K° in die des Abbildungsgrades der Abbildung des Urbildkomplexes 
im Raum R” im Punkt P iiber*®); dieser ist eindeutig definiert, sobald 
P kein Randpunkt von K” ist. Die Grundeigenschaften des Abbildungs- 
grades sind aus den Formeln (3), (4) abzulesen. Eine weitere Eigenschaft 
wird im folgenden oft gebraucht: Der Grad einer eineindeutigen. Abbildung 
ist +1. Das folgt aus der leicht zu beweisenden Tatsache, daB der Grad 
der aus der Abbildung und ihrer Inversen zusammengesetzten identischen 
Abbildung einerseits gleich dem Produkt der beiden Abbildungsgrade, an- 
dererseits gleich + 1 sein mu. Die Abbildungen vom Grade +-1 sind 
die, welche ,,die Orientierung erhalten“. 

Nach Lefschetz’*) sind die Schnittpunktszahlen und Schnittkomplexe 
(bis auf Homologie) invariant bei topologischen Abbildungen dieses Gebietes 
mit Abbildungsgrad -+-1 (bei den anderen vom Grade —1 kehren die 
Schnittpunktszahlen ihr Vorzeichen um). 


§ 4, 
Schnittpunkte von differenzierbaren Komplexen. 


Wir haben gesehen, daB eine Orientierung eines geradlinigen Sim- 
plex X” des Raumes R” dadurch festgelegt werden kann, daB man den 
Koordinaten eine bestimmte Reihenfolge zuerkennt. Dasselbe gilt nun, 
wenn im Simplex X” nicht schiefwinklige, sondern beliebige (krumm- 
linige) Koordinaten u,,..., u,, eingefiihrt werden derart, daS das Simplex 
ein topologisches Bild eines Bereiches im w-Raum wird. Da namlich der 
Abbildungsgrad einer eineindeutigen Abbildung stets +1 ist, so kann man 
(nach erfolgter Orientierung des u-Raums durch Wahl einer Reihenfolge 
u,,-.-,%,) die Quiientierung des Simplex in einer und nur einer Weise so 
wahlen, daB der Grad der Abbildung des Simplex auf den w-Raum 
gleich +1 wird. 


16) L. E. J. Brouwer, Uber Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 
71 (1911), 8. 97—115. 
6) L, 8. 21-26. 
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Ein Komplex K” in R” heiBt (stiickweise) differenzierbar, wenn fiir 
jedes Simplex des Urbildes Koordinaten u,,..., u, so eingefiihrt werden 
kénnen, da8 die Koordinaten des Bildpunktes z,,..., x, im Innern eines 
jeden Simplex differenzierbare, am Rande stetige Funktionen von u,,..., u, 
sind. Durch Wahl einer bestimmten Reihenfolge der Parameter u; fiit 
jedes einzelne Simplex wird K” orientiert; diese Orientierung ist noch 
ganz allgemein, da man sie durch Ersetzung eines u; durch — wu, fiir jedes 


einzelne Simplex in die entgegengesetzte iiberfiihren kann. 

Ist P ein isolierter Schnititpunkt der beiden differenzierbaren Kom- 
plexe K’, K* (r+8=n), ist weiter in beiden Komplexen P das Bild 
je eines einzelnen inneren Punktes eines Simplex mit Koordinaten u,, ..., U 


r 





bzw. v,,...,v,, ist schlieBlich an dieser Stelle die Determinante 
ioe + Re oo. 
D=\Fa.) °° Ou,’ — ay, |r 9: 


so hat P als Schnitipunkt von K" und K* den Index « = +1 = sign D.*") 

Beweis. Die x kénnen linear so transformiert werden, daB die De- 
terminante {im Punkt P) in der Hauptdiagonale lauter Einsen und iiberall 
sonst Nullen hat. Dabei kehrt sich die Orientierung des Raumes R”, also 
auch der Index von P als Schnittpunkt, um oder nicht, je nachdem D 
positiv oder negativ war (§1). Auf Grund der Differenzierbarkeit der 
Funktionen 2(u) hat der Abstand des durch sie dargestellten Punktes 
vom Punkt (u,,..., u,, 0,..., 0) fiir |u,| A, ...,|u,| Sh die GroéBen- 


ordnung o(h), mithin ist er bei passender Wahl von A kleiner als 


4 
Ebenso haben die Punkte z(v) von K* von den Punkten (0,...,0, v,,..., 0,) 
fiir |v;| Sh Entfernungen < Ld . Setzt man Ld = 6, so kann man eine 


6-Approximation der beiden durch | u;| Sh, |v;| <A gegebenen Ausschnitte 
von K” und K”* dadurch bestimmen, daB man die Punkte x durch 
(u,,---,U,, 0,...,0) bzw. (0,...,0, v,,...,,) ersetzt. Der Rand eines 
jeden dieser approximierenden Komplexausschnitte hat vom anderen eine 
Entfernung h, also hatte vor der Approximation der Rand eines jeden 
Ausschnittes vom anderen Ausschnitt eine Entfernung > h —26= 26. 
‘Fiir die Bestimmung des Index von P als Schnittpunkt von K” und K" 
geniigt es, sich auf die betrachteten Ausschnitte von K” und K”* zu be- 
schrianken; fiir diese ist auf Grund der Randabstinde ejne 6-Approxi- 
mation erlaubt (vgl. die Definition des Index in §3); mithin hat man, 
um den Index von P zu bestimmen, nur das Vorzeichen von P als Schnitt- 


**) Entsprechendes gilt fiir isolierte Schnittpunkte von drei oder mehr differenzier- 
baren Komplexen. 
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punkt der beiden geradlinigen Komplexe 


'K’: ee at) eee ee ee (ju;| >), 


“F*. ey 47 | a 0, ek (|o;| S >) 
zu bestimmen; dieses ist aber, wie man durch eine einfache Wahl zweier 


kleinen Simplizes in ‘K” und ‘K* und Kombination der Ecken zu einem 
Simplex in R” erkennt, gleich +1. Damit ist alles bewiesen. 


§ 5. 
Schnittpunkte von analytischen Komplexen. 


Fiir die Untersuchung der analytischen Komplexe brauchen wir zu- 
nachst einige funktionentheoretische Begrifie und Satze. 

Wenn fiir alle Wertsysteme der komplexen Variablen z,, ..., z, in der 
Umgebung einer Stelle z° endlichviele Wertsysteme w,,..., w,, 80 definiert 
sind, daS die symmetrischen Funktionen dieser k Wertsysteme regulire 
analytische Funktionen der z sind, also die w selbst Wurzeln von alge- 
braischen Gleichungen mit analytisch von den z abhangigen Koeffizienten, 
so folgt daraus bekanntlich, daB zu jedem passend gewahlten Wertsystem z 
in dieser Umgebung die w in k eindeutige analytische ,,Funktionszweige“ 
zerfallen. Nimmt man nun auBerdem an, da8 man in beliebig kleinen 
Umgebungen der Ausgangsstelle aus einem dieser Funktionszweige alle 
anderen durch analytische Fortsetzung erhalten kann (oder da das durch 
die w definierte ,,analytische Gebilde“ nicht ,,zerfallt“), so soll das durch 
einen dieser Funktionenzweige gegebene System w,,..., w,, ein System von 
m mehrdeutigen analytischen Funktionen in der Umgebung der Stelle z° 
heiBen. Die eindeutigen analytischen Funktionen der w und z bilden dann 
einen Funktionenkérper. Die eindeutigen analytischen Zweige aller Funk- 
tionen w sind in der betrachteten Umgebung iiberall regular bis auf einem 
» Verzweigungsgebilde“ von héchstens 2m —2 Dimensionen im n-dimen- 
sionalen Raum der z,,..., 2,. 

Irgend r von den Funktionen w,,...,w,, heiben analytisch-unabhangig, 
wenn keine als analytische Funktion der iibrigen ausgedriickt werden 
kann. Unter je m Funktionen w,, die nicht alle konstant sind, sind immer 
eine Anzahl analytisch-unabhangiger zu finden, von denen die iibrigen ana- 
lytisch abhangen. Ein Kriterium fiir die analytische Abhangigkeit von n 
analytischen Funktionen von n Variablen ist das identische Verschwinden 
der Funktionaldeterminante. 


Es gilt weiter der folgende ,Umkehrsatz“: Ist w eine mehrdeutige 
analytische Funktion von z,,...,2, in der Umgebung einer Stelle z° in 


einem Funktionenkorper und ist < nicht identisch Null, so kénnen um- 
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gekehrt z, und daher weiter alle Funktionen des Korpers auch als mehr- 
deutige analytische Funktionen von w, Z,,...,2, tm einer Umgebung der 


Stelle w®, zi, ... aufgefaBt werden. (Ist dagegen = 0, so ist w eine 
Funktion von z,,..., 2, allein). . j 

Durch wiederholte Anwendung folgt der ,Austauschsatz“: Sind 
wW,,..-,w,, analytisch-unabhangige analytische Funktionen von 2,, ..., Z, 
in einem Funktionenkorper, so gibt es unter den z; m Groen, die gegen 
die w ausgetauscht werden kénnen, derart, daB alle Funktionen des Kor- 
pers als analytische Funktionen der w und der iibrigbleibenden z aufge- 
faBt werden kénnen. 

Ist insbesondere m =n, so folgt, daB alle z; mehrdeutige analytische 
Funktionen der w in der Umgebung der Stelle w® werden. 

n komplexe Veranderliche z;—2x;-+-¢y; kénnen als komplexe Koor- 
dinaten in einem R*” aufgefaBt werden. Fiir die reellen Koordinaten z,, y; 
setzen wir ein fiir allemal die Reihenfolge 


ey ey ee 
fest, wodurch nach § 2 eine bestimmte Orientierung des Raumes R*" ge- 
geben ist. 

Ein Komplex K*” im R*”’, der aus eineindeutig stetigen Bildern von 
geradlinigen (2)-dimensionalen Simplizes aufgebaut ist, heiBt ein ana- 
lytischer Komplex von r komplexen Dimensionen, wenn die Umgebung 
einer beliebigen Stelle von K*” (Randstellen ausgenommen) sich aus endlich- 
vielen ,,analytischen Zweigen“ zusammensetzt, auf denen jeweils die Ko- 
ordinaten z,,...,2, als mehrdeutige analytische Funktionen von r unter 
ihnen, etwa von z,,...,2,, aufgefaBt werden kénnen. 

Diese Struktur der Umgebungen einer Stelle besitzen nicht nur die 
algebraischen Varietaten, sondern nach 0. Blumenthal’*) iiberhaupt alle 
durch analytische Gleichungen definierbaren Punktmengen. Sollen diese 
unter unsere Definition fallen, so miissen sie auSerdem Komplexe, im obigen 
Sinn, sein, d.h. mit endlichvielen eineindeutig stetigen Bildern von Sim- 
plizes triangulierbar sein. Diese Bedingung kann man dadurch erfiillen, da8 
man sich auf einen beschrankten Bereich |z;|< M beschrankt, in dem die 
definierenden Gleichungen des untersuchten Gebildes iiberall regular sind 
(vgl. Anhang 1). Richtet man die Triangulation so ein, daB die Ver- 
zweigungsgebilde der analytischen Funktionen z; immer aus héchstens 
(2r — 2)-dimensionalen Seiten der zur Triangulation benutzten Simplizes 
bestehen, so kann man in den einzelnen Simplizes die unabhangigen 





1S) O. Blumenthal, Zum Eliminationsproblem bei analytischen Funktionen mehrerer 
Verinderlicher, Math. Annalen 57 (1903), S. 356. 
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z,,---, 2, als Koordinaten benutzen. Die iibrigen Raumkoordinaten sind 
dann im Innern dieser Simplizes differenzierbare Funktionen dieser 27 Para- 
meter, mithin: 

Ein analytischer Komplex von r komplexen Dimensionen ist ein 
differenzierbarer Komplex von 2r Dimensionen. 


Statt der speziellen Parameter z,,...,z, benutzen wir im folgenden 
beliebige komplexe Parameter w,,...,w,, von denen die Koordinaten 
z,,---,2, im Innern eines Simplex regular-analytisch abhingen. Setzt man 


w,=u;+tv;, so ist durch die zu Anfang dieses Paragraphen gemachten 
Voraussetzungen iiber die Reihenfolge der Real- und Imaginirteile eine 
bestimmte Orientierung aller Simplizes des Komplexes K*” festgelegt, unab- 
hangig von der Reihenfolge der w. 

Beim Ubergang zu anderen Koordinaten W,,...,W,, die von den w 





umkehrbar-analytisch abhangen, ist wT) 0, Wir wollen, nach 
Aufspaltung in Real- und Imaginarteil W; = U; +-¢ V,;, die Funktionaldeter- 
: a(U,,V,,..., 1,,V, +Ipe : ‘ 
minante Fe ~ ? berechnen, Sie andert ihren Wert nicht, wenn 
12 “aa°*+s Mrs Yr 


wir in Zahler und Nenner formal Linearkombinationen W=U-+iV, 
W = U — iV einfiihren. Also hat man 


0(U,,V,,..-,U,-,Ve) __ 0(W,, W,,..., We, W,) 











O (4, ,U,,--+) Up, Vp) O(w,, W,,..., Wp, Wr) 
=. W,) 0(W,,...,We) _ |0(W,,..., We) "s¢ 
me SES w,) O(W,,...,W,p) | O(w,,...,W,-) : 


Daraus folgt, daB die oben festgesetzte Orientierung sich bei Ubergang zu 
den Parametern W nicht andert. 

Die Parameter in zwei lings einer (2r — 1)-dimensionalen Seite an- 
einanderstoBenden Simplizes von K*” hangen auf dieser Seite durch eine 
analytische Transformation miteinander zusammen, denn die Singularitaten 
der Parameterdarstellung liegen alle auf den héchstens (2 r — 2)-dimensio- 
nalen Seiten. Die Orientierungen in diesen anstoBenden Simplizes stimmen 
also iiberein, d.h. der analytische Komplex K*" ist orientierbar. 

Die Randpunkte analytischer Komplexe, wo die analytische Darstel- 
lung eventuell aufhéren kann, mégen ein fiir allemal von der Untersuchung 
ausgeschlossen werden. 

Nunmehr seien zwei analytische Komplexe K*’, K** (r+s8—=n) in 
der Umgebung eines isolierten (inneren) Schnittpunktes P gegeben durch 
Parameterfunktionen z;(w,,...,w,) bzw. z*(wy,...,w,*). Im einfachsten 
Fall, daB P ein innerer Punkt eines Simplex von K*” und eines Simplex 
02; Oz; 
Ow,?"""? Ow,’ 





von K** ist, und die komplexe Funktionaldeterminante 
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7: . 
oe, ie 4 in P +0 ist, findet man durch dieselbe Rechnung wie oben 


fiir die reelle Determinante D von § 4 einen positiven Wert; mithin hat 
in diesem Fall der Schnitipunktsindex den Wert -+-1. 


Wir wollen nun fiir einen beliebigen isolierten Schnittpunkt beweisen, 


da8 der Schnittpunktsindex positiv sein mu8, und zwar wollen wir durch 
eine kleine Parallelverschiebung den Fall auf den vorigen zuriickfiihren. 

Wir setzen zunichst t; =z; — 2}, und wollen zeigen, daB die n Funk- 
tionen t; der n Veranderlichen w, w* analytisch-unabhangig sind. Waren 
sie es nicht, und waren etwa nur ?t,, ..., t,, (m < n) analytisch-unabhingig, 
so kénnte man nach dem Austauschsatz n — m von den GréBen w und w* 
so auswahlen, daB alle z, z*, w, w* als mehrdeutige analytische Funktionen 
von t,,...,¢,, und den n—m iibriggebliebenen w, w* aufgefabt werden 
kénnen. LaBt man nun, von den zum Schnittpunkt gehérigen Nullwerten 
dieser neuen Variablen ausgehend, ein w oder w* sich stetig andern, 
wihrend man ?,,...,¢,, konstant gleich Null laBt (man kann sich debei 
ganz beliebig fiir irgendeinen Zweig der mehrdeutigen Funktionen z, z*, w, w* 
entscheiden), so bleiben auch die iibrigen ¢;, die ja analytisch von t,,..., t,, 
abhangen, konstant gleich Null, also 2; ° z* (j=1,...,n), mithin hat man 
es fortwihrend mit einem Schnittpunkt zu tun, wahrend doch ein w oder 
w* variabel ist, entgegen der Voraussetzung, wir hiatten es mit einem iso- 
lierten Schnittpunkt zu tun. 

Also sind die ¢; analytisch unabhingig. Daraus folgt erstens, daB 


O(6,,..+, ba) 


ihre Funktionaldeterminante D = o) nicht identisch verschwindet, 


0(w,,...,¥ 
und zweitens, daB die w, w* und z, z* als endlichvieldeutige analytische Funk- 
tionen der t, in der Umgebung der Null aufgefaBt werden kénnen. Zu jeder 
Stelle ¢ in dieser Umgebung gehéren endlichviele Stellenpaare z,z* mit 
z,;—2;*=t,, und bei passend gewiahiten ¢ (namlich iiberall bis auf einem Gebilde 
von héchstens 2 — 2 Dimensionen) sind an allen diesen Stellen die Funktionen 
z(w), z*(w*) unverzweigt und die Funktionaldeterminante D nicht Null. 
Geometrisch bedeutet das: Wenn man einen der beiden gegebenen 
Komplexe, etwa K*’, um beliebig wenig parallel verschiebt, indem man 
den Punkt z; durch z; — t; ersetzt, so hat der verschobene Komplex Zz 
mit dem durch z*(w*) gegebenen K** endlichviele Punkte in der Umge- 
bung der betreffenden Stelle gemein, und bei passender Wahl der ¢, sind 
alle diese Stellen innere Punkte der Simplizes von K*” und K*’, wihrend 
die Funktionaldeterminante 
_ 9(% Zp, -+-)%e— Ze) = 1)’. | dz; dz; 0d2* Oz? | 


| aw,’ ""'? Ow,’ owe? **”? 





ow* 


\( o- * 
OCS, ..05Mpa- 25, ) p 


an diesen Stellen nicht verschwindet. 


® 
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Daraus folgt nach dem friiheren, daB diese endlichvielen Schnittpunkte 
der verschobenen Komplexe die Indizes +-1 haben. Somit hat der urspriing- 
liche isolierte Schnitipunkt einen positiven Index, gleich der Anzahl der 
Schnittpunkte nach der Verschiebung. 

Der obige Beweis ist, bis auf die Ersetzung der algebraischen Ab- 
hingigkeiten durch analytische und einer kleinen Vereinfachung dadurch, 
da8 eine Verschiebung statt einer projektiven Transformation benutzt 
wurde, wesentlich derselbe wie der Beweis fiir die Positivitat der Schnitt- 
punktsmultiplizitaten in W,, § 9. Zugleich stellt er die Ausfiihrung der 
Lefschetzschen Beweisandeutung (FuBnote **)) dar. Er ist miihelos auf 
Schnittpunkte von mehr als zwei Komplexe auszudehnen. 


§ 6. 
Die Beziehung zum algebraischen Multiplizitaitsbegriff. 


Dieser Paragraph ist im logischen Zusammenhang dieser Arbeit ent- 
behrlich und dient bloB dazu, den Anschlu8 der jetzigen Untersuchung 
an die friihere W, herzustellen. 

Die durch algebraische Gleichungen definierten Punktmengen oder 
algebraischen Varietdéten im komplexen projektiven Raum sind triangulier- 
bare Komplexe (vgl. Anhang 1), die in irreduzible Bestandteile von ver- 
schiedener Dimension zerfallen, welche in der Umgebung einer jeden Stelle 
analytisch sind. Wir bezeichnen sie mit V, oder V*’, wenn r die alge- 
braische oder komplexe Dimension und daher 2r die reelle Dimensions- 
zahl ist. Orientierung nach der Vorschrift von § 5. 

Die algebraische Multiplizitat eines Schnittpunktes P zweier algebra- 
ischen Varietiten V,, V, (r-+-s—m) kann folgendermaBen definiert werden 
(vgl. W,, §8): Man bringe zunichst die beiden Varietaten in_,,allgemeine 
Lage“ zueinander, indem man die eine, etwa V,, einer projektiven Trans- 
formation mit unbestimmten Koeffizienten unterzieht. Die Schnittpunkte 
der transformierten Varietaten (jeder einmal gezahlt) ergeben, wenn man 
nachher die Transformationsmatrix zur Einheitsmatrix spezialisiert, durch 
,telationstreue Spezialisierung“ ebenso viele (gleiche oder verschiedene) 
Schnittpunkte der untransformierten Varietiten, und die Zahl, die angibt, 
wie oft dabei ein jeder Schnittpunkt entsteht, ist die ,Multiplizitét“ dieses 
Schnittpunkts. Dabei wird unter einer ,relationstreuen Spezialisierung“ 
eine solche verstanden, wobei alle durch homogene Gleichungen ausgedriick- 
ten algebraischen Relationen, die zwischen den Schnittpunkten und den 
Transformationskoeffizienten bestehen, erhalten bleiben (vgl. W,, § 3). 

Wahit man die uneigentliche Ebene des Raumes so, daB weder vor 
noch nach der Transformation Schnittpunkte in ihr liegen (das geht, wenn, 
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wie wir annehmen wollen, nur endlichviele Schnittpunkte vorhanden sind), 
so kann man diese uneigentliche Ebene ganz weglassen, d.h. sich auf den 
euklidischen Raum beschranken, und die homogenen Gleichungen, die in 
der Definition der Relationstreue vorkamen, durch inhomogene ersetzen. 
Weiter kann man die Matrix mit unbestimmten Koeffizienten ersetzen 
durch eine von der Einheitsmatrix beliebig wenig verschiedene Matrix, 
deren Elemente algebraisch- unabhangige Transzendente sind (unabhangig auch 
von den Koeffizienten der definierenden Gleichungen der gegebenen Varietaten); 
fiir die algebraischen Eigenschaften der Schnittpunkte macht das offenbar 
nichts aus. SchlieBlich kann man die relationstreue Spezialisierung durch einen 
Grenziibergang ersetzen, denn bei einem solchen bleiben tatsichlich alle 
durch algebraische Gleichungen ausdriickbaren Relationen erhalten. 

Bei einem Grenziibergang bleiben aber auch alle topologischen Schnitt- 
punktszahlen im Sinne von §3%*) erhalten, denn diese Anzahlen waren 
durch eine Approximation definiert, welche natiirlich fiir alle diejenigen 
transformierten Varietaten, welche sich von der gegebenen um hinreichend 
wenig unterscheiden, giiltig bleibt. Also ist die Schnittpunktsanzahl in der 
Umgebung einer Stelle P dieselbe fiir eine der approximierenden V, mit 
der festen V, wie fiir die gegebene V, mit derselben V,. 

Wie wir wissen, kénnen wir in beliebiger Nahe von V, parallel-ver- 
schobene V, finden, fiir die alle Schnittpunktsindizes mit V, gleich Eins 
werden. Die Matrix einer solchen Parallelverschiebung (als projektive Trans- 
formation aufgefaBt) sei B, und eine Matrix mit unabhangigen transzen- 
denten Koeffizienten, die sich von B sehr wenig unterscheidet, sei A. Wir 
kénnen dann den Grenziibergang, der unsere relationstreue Spezialisierung 
liefern soll, so ausfiihren, daB wir zuerst A zu B, dann B zur Einheits- 
matrix EZ konvergieren lassen. Wiirden beim ersten Grenziibergang A—- B 
mehrere Schnittpunkte zu einem konvergieren, so wiirde der Index dieses 
einen Grenzpunktes gréBer als Eins werden, was unmdglich ist. Also kon- 
vergieren bei A—+ 8B alle Schnittpunkte wieder zu getrennten Schnitt- 
punkten. Beim Ubergang B — £ riicken einige Schnittpunkte in P zu- 
sammen; ihre Anzahl ist erstens gleich dem Index von P (da die Index- 
summe in der Umgebung erhalten bleibt), zweitens gleich der algebraischen 
Multiplizitat (da es sich um eine relationstreue Spezialisierung handelt). 
Damit ist bewiesen: 


Die algebraische Multiplizitat eines Schnittpunktes zweier algebraischen 
Mannigfaltigkeiten, die nur endlichviele Schnittpunkte besitzen, ist gleich 
dem topologischen Index. 


*) Um diese Definition anwenden zu kénnen, beschrinke man sich jeweils auf 
einen ganz im Endlichen gelegenen Teil der Komplexe V, bzw. V,. 











Abzihlende Geometrie. 353 

Die in W,, § 9, auf algebraischem Wege bewiesene Tatsache, daB die 

Multiplizitaét eines jeden isolierten Schnittpunktes stets gréBer als Null ist, 

ergibt sich jetzt als Spezialfall des allgemeineren Ergebnisses von § 5 fiir 
analytische Komplexe. 


§ 7. 
Ausdehnung auf allgemeinere Mannigfaltigkeiten. 


Unter einer topologischen Mannigfaltigkeit wird verstanden ein zu- 
sammenhangender topologischer Raum, in dem eine Umgebung eines jeden 
Punktes topologisch auf eine offene Menge eines euklidischen Parameter- 
raums abbildbar ist. Ist der Raum kompakt (etwa ein Komplex), so 
spricht man von einer geschlossenen Mannig/altigkeit. An jeder Stelle, wo 
zwei verschiedene euklidisch-abbildbare Umgebungen sich teilweise iiber- 
decken, hangen die beiden Parameterdarstellungen durch eine eineindeutige 
Parametertransformation mit Abbildungsgrad +1 miteinander zusammen. 
Kénnen die Orientierungen der euklidischen Parameterriume so gewablt 
werden, daB diese Abbildungsgrade alle gleich +1 werden, so heiBt die 
Mannigfaltigkeit orientierbar. Sind die genannten Parametertransformationen 
beiderseits differenzierbar, so spricht man von einer differenzierbaren Mannig- 
faltigkeit; auf ihr kann man in naheliegender Weise differenzierbare und 
nicht-differenzierbare Komplexe unterscheiden. Sind die Parametertrans- 
formationen sogar (nach Zusammenfassung je zweier reeller Parameter z, y 
zu einem komplexen x+y) analytisch, so spricht man von einer (kom- 
plexen) analytischen Mannigfaltigkeit (vgl. die Weylsche Definition einer 
Riemannschen Flache); eine solche ist von selbst orientierbar, da der Ab- 
bildungsgrad einer analytischen Abbildung im komplexen Gebiet stets 
positiv ist (§ 5). 

Es sei M” eine orientierbare und orientierte topologische Mannig- 
faltigkeit. Wir betrachten zwei Komplexe K’, K* (r+s=n) in M", 
bei denen der Rand von K” zu K* und der Rand von K* m K’ 
fremd ist. Der Index eines isolierten Schnittpunkts P von K” und K’* 
wird definiert, indem die Umgebung von P vermége einer der Para- 
meterdarstellungen von M” auf eine offene Menge des_ euklidischen 
R” abgebildet wird und dort der Index im Sinne von § 2 bestimmt 
wird. Diese Indexdefinition ist invariant gegeniiber Parametertrans- 
formationen mit Abbildungsgrad +-1. Sind alle Schnittpunkte von K’ 
und XK” isoliert, so heiBt die Indexsumme die Schnittpunktszahl von 
K’ und K’*, 

Zur Definition der Schnittpunktszahlen und Schnittkomplexe bei nicht- 


isolierten Schnittpunkten und fiir r+ s> mn braucht man simpliziale Ap- 
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proximationen, die nicht nur fiir die Umgebung einer Stelle, sondern in 
der ganzen Mannigfaltigkeit sinnvoll bleiben, und zwar braucht man ver- 
schiedene Approximationen fiir K” und K* derart, daB eine Zelle der 
Approximation von K” mit einer Zelle der Approximation von K* immer 
einen Schnittkomplex von der richtigen Dimension r+ s—n hat. Die 
Méglichkeit einer solchen Approximation ist bis heute nur bewiesen fiir 
»Mannigfaltigkeiten im kombinatorischen Sinn“, die derart in Simplizes 
eingeteilt werden kénnen, daB die Simplizes um einen Punkt sich so an- 
einanderschlieBen wie Simplizes im euklidischen Raum, die eine Umgebung 
einer gemeinsamen Ecke ganz ausfiillen. Wir kénnen dafiir auf die schon 
mehrfach genannte Lefschetzsche Arbeit (L,) verweisen. Fiir allgemeinere 
Mannigfaltigkeiten steht der Beweis noch aus (sogar wenn sie triangulierbar 
sind); wir setzen daher einstweilen voraus, da8 wir es mit Mannigfaltig- 
keiten im kombinatorischen Sinn zu tun haben*), 


Die Formeln (1), (3), (4) von §3 kénnen fiir beliebige Komplexe 
genau so bewiesen werden wie fiir den euklidischen Raum. Auch die In- 
varianz bei topologischen Abbildungen vom Grade +1 hat Lefschetz be- 
wiesen; daraus folgt insbesondere die Ubereinstimmung des mit diesen 
Methoden definierten Indexbegrifis mit dem vorhin durch direkte Uber- 
tragung aus dem euklidischen Raum definierten Indexbegriff im Fall eines 
isolierten Schnittpunkts. 


Fiir analytische Komplexe in einer analytischen Mannigfaltigkeit 
sind, wenn man alle Orientierungen gemaf der Verabredung in § 5 nor- 
miert, die Indizes isolierter Schnittpunkte stets positiv™). Das folgt un- 
mittelbar aus dem Satz von § 5. 


Da auBerdem die Dimensionen analytischer Komplexe gerade sind, 
gilt im kommutativen Gesetz (1a) fiir sie stets das + -Zeichen. 


*) Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen ist die Dissertation von E. R. van 
Kampen (,Die kombinatorische Topologie und die Dualitatssitze“, Leiden 1929) er- 
schienen, in der die erwahnte Liicke ausgefiillt ist. Dort werden nimlich die Schnitt- 
punktszahlen definiert und ihre Eigenschaften bewiesen fiir triangulierbare ,,Mannig- 
faltigkeiten“* in einem sehr allgemeinen Sinn, unter die unter anderem alle oben 
definierten ,topologischen Mannigfaltigkeiten“ fallen, soweit sie triangulierbar sind. 
Fir die algebraische Anwendung reicht das véllig hin, denn alle algebraischen Mannig- 
faltigkeiten sind triangulierbar (Anhang 1). 

*) Bei nichtisolierten Schnittpunkten kénnen aber die Schnittpunktszahlen sehr 
wohl negativ sein, wie das folgende Beispiel zeigt: Durch einen Kegelschnitt K im 
komplexen projektiven R, werde eine singularititenfreie Flache 5. Ordnung F gelegt. 
Die Ebene des Kegelschnittes schneidet die Fliche auSerdem in einer kubischen 
Kurve C. Die Schnittpunktszahl von K mit jedem ebenen Schnitt von F auf F, 
also insbesondere mit K+ C, ist +2, die von K mit C aber +6, also bleibt fir die 
Schnittpunktszahl von K mit K nur — 4 ibrig. 
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Ist die Mannigfaltigkeit, in der wir uns befinden, der komplexe projek- 
tive Raum oder allgemeiner eine (singularitatenfreie) allgemeine Varietat V, , **) 
so sind alle in dieser Mannigfaltigkeit liegenden algebraischen Varietiten 
V,=V*" erstens triangulierbar (vgl. Anhang 1), zweitens orientierbar 
(wie alle analytischen Komplexe) und drittens unberandet (weil die alge- 
braischen Funktionen von r komplexen Variablen keine Singularititen- 
gebilde von mehr als 2r —2 Dimensionen haben, mithin ein (2r —1)- 
dimensionaler Rand nicht auftreten kann), also Zyklen. 

Fiir isolierte Schnittpunkte algebraischer V, und V, in einer Mannig- 
faltigkeit V, (r +s =m) ist noch keine allgemein anwendbare algebraische 
Multiplizitatsdefinition bekannt. Wir definieren daher (in Analogie zum 
projektiven Raum) als Schnittpunktsmultiplizitat den topologischen Index 
des betreffenden Schnittpunktes. 

Die Indexsumme geniigt dem ,Prinzip der Erhaltung der Anzahl“, 
nicht nur bei stetigen Anderungen der schneidenden Varietiten, sondern 
sogar bei Ersetzung einer V, durch einen dazu homologen Zykel. Nennt 
man zwei Zyklen homolog mit erlaubter Division (Zeichen ~), wenn ein 
ganzzahliges Vielfaches ihrer Differenz homolog Null ist, so ist sofort ein- 
zusehen, daBS man auch einen Zykel C* durch einen anderen D* @ C* 
ersetzen kann, ohne seine Schnittpunktszahl mit irgendeinem Zykel der 
komplementaren Dimension zu andern. Denn eine Schnittpunktszahl, von 
der ein Vielfaches Null ist, ist selbst Null. 

Jetzt sei allgemeiner r-+-s>n. Die Durchschnittsmenge V einer V, 
und einer V, ist eine algebraische Varietit, von der wir annehmen wollen, 
sie habe nicht mehr als k —r-+-s—mn komplexe Dimensionen. Der ap- 
proximative Schnittkomplex S** von V, und V, kann in einer beliebig 
diinnen Umgebung von V gewahlt werden. Legt man nun eine Triangulation 
des Raumes zugrunde, bei der V aus Seiten der Triangulation besteht, und 
approximiert man S** mit dieser Triangulation, so wird, wenn S** in einer 
geniigend kleinen Umgebung von V liegt, der approximierende Zykel S;* in V 
liegen, d. h. aus Zellen der héchsten Dimension 2k von V bestehen. Sind 
V’,V”,... die 2k-dimensionalen irreduziblen Bestandteile von V, so folgt: 
(5) V,-V,= 8 ~ SP =p’ V' + p"V"+.... 

Die GréBen pw’, u”,... nennen wir die Multéplizitdten der Schnittbestand- 
teile V’, V",....*%) 


%) Der untere Index n soll die algebraische oder analytische Dimensionszahl 
darstellen ; die topologische Dimensionszahl ist doppelt so groB und wird als oberer 
Index benutzt. 

8) Algebraisch kann man auch diese Multiplizitéten noch definieren im Fall des 
projektiven Raums, indem man die Varietiten V,,V,,V mit einem allgemeinen 
linearen Raum L,_, schneidet und dort die Schnittpunktsmultiplizititen bestimmt. 

23* 
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Bemerkung. Wenn ein irreduzibler Bestandteil von V eine Dimension 
< 2k haben sollte, so kann er in (5) rechts nicht vorkommen. Man zeigt 
aber leicht, daB es solche Bestandteile gar nicht geben kann. Wire namlich 
P ein Punkt eines solchen, der nicht zugleich zu einem der 2 k-dimensio- 
nalen Bestandteile V’,V”,... gehért, so wiirde man V,, V, und V mit 
einem V,_, durch P schneiden kénnen, der in P einen isolierten Schnitt- 
punkt mit V hatte. Die Schnittpunktszahl von V,-V,-V,_, in einer Um- 
gebung von P miiBte nach § 5 positiv sein, andererseits aber sich nicht 
andern, wenn man fiir V,-V, die Approximation pw V+ pn” y+... am 
setzt, also (da P nicht zu w’V’+-... gehdrt) Null sein, was ein Wider- 
spruch ist. Die hiermit bewiesene Tatsache, daB ein Schnittgebilde von 
analytischen Varietiten von r und s komplexen Dimensionen keine Kom- 
ponenten von weniger als k = r-+-s — n komplexen Dimensionen besitzen 
kann, ist eine Verallgemeinerung einer von Blumenthal**) bewiesenen Be- 
hauptung, die sich auf den Fall s=n—1, k=r—1 bezieht. 

Hat die Durchschnittsvarietat V mehr als k komplexe Dimensionen, 
so versagt die Darstellung (5) von V,-V, als Summe von algebraischen 
Varietaiten und man bleibt auf die approximativen Schnittkomplexe an- 
gewiesen *°), 


§ 8. 
Der Schubertsche Kalkiil. 


Dem Schubertschen Bedingungskalkiil**) liegt immer eine feste singu- 
laritatenfreie algebraische Varietat M°"— M, zugrunde. Die Elemente von 
M,, kénnen irgendwelche geometrische Gebilde sein (etwa alle Geraden des 
Raumes), aber wir verlangen, daB man M, auch als Varietaét von Punkten 
in einem mehrdimensionalen projektiven Raum auffassen kann. Wir ver- 
langen auBerdem, daB M*" eine topologische Mannigfaltigkeit ist, in 
welcher Schnittkomplexe durch simpliziale Approximationen definiert werden 
kénnen (§ 7). 

Schubert verwendet Symbole fiir algebraische Bedingungen, die den 
Punkten von M, aufgelegt werden: eine k-fache Bedingung ist eine solche, 
die eine algebraische Varietiét V, _, in M, definiert, deren Punkte eben 
dieser Bedingung geniigen. Es ist bequem, fiir diese Bedingung dasselbe 
Symbol zu benutzen wie fiir die Varietat V,_, selber. 


*) O. Blumenthal, loc. cit. **). 
*%) Man kann beweisen, da8 man auch in diesem Fall noch V,-V, als Summe 


oder Differenz von algebraischen Varietiiten darstellen kann. Fiir unsere Zwecke ist 
das aber nicht nétig. 


*6) H. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879. 
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Eine ,symbolische Gleichung“ zwischen Symbolen von k-fachen Be- 
dingungen U, V,..., etwa° 


(6) U=V+5W *) 


bedeutet nach Schubert die Aussage, daB fiir jede algebraische V, der M, 
die Anzahlen der Punkte von V,, welche jeweils den Bedingungen U, V, W 
geniigen, in derselben linearen Relation zueinander stehen wie die Symbole 
U,V, W in (6). Dabei sind natiirlich die ,Anzahlen“ zu Indexsummen, 
also zu Schnittpunktszahlen zy zu prizisieren. In unseren Bezeichnungen 
wiirde die symbolische Gleichung (6) also heiBen, daB fiir jede algebraische 
V, in M, die Gleichung 


(7) 2 (U, V,) =2(V, V,) ++ (W, VY) 


besteht. Es ist dabei bequem, die Gleichung (7) zu verlangen nicht nur 
fiir alle algebraischen V,, sondern auch fiir die k-dimensionalen approxi- 
mativen Schnittkomplexe von algebraischen Varietiiten hdherer Dimension **). 

In der Form (7) hat die Gleichung (6) einen ganz prizisen Sinn, der 
auBerdem unabhingig davon ist, ob die Varietiten U und V,, V und V, 
usw. wirklich nur endlichviele Schnittpunkte haben. 

Wir lassen mit Schubert in Ausdriicken wie (7) fortan die 7 und die 
Klammer weg, verwenden also ein und dasselbe Symbol fiir den nulldi- 
mensionalen Komplex U-V, und fiir die Anzahl (genauer: Summe der Vor- 
zeichen ) seiner Punkte. 

Klar ist, daB man symbolische Gleichungen addieren, subtrahieren und 
mit rationalen Zahlen multiplizieren darf. Man darf aber auch alle Glieder 
mit dem Symbol einer Bedingung H multiplizieren (multiplizieren in der 
topologischen Bedeutung von Schnittbildung, welche in der Tat die richtige 
Prizisierung der Schubertschen Multiplikation von Bedingungen darstellt). 

Ist namlich H eine h-fache Bedingung, mit der man die Gleichung 
(6) zu multiplizieren wiinscht, so kann man zunichst h + k > annehmen, 
da sonst alle Produkte U-H usw. Null werden. Die Behauptung 


U-H+~V-H+iwW.# 


bedeutet nun, daB fiir jede algebraische V,,, gilt 


U-H-V,,,=V-H-V,..+ 5 WH Vy, 





2”) Schubert schreibt =, wo hier = steht. 


*8) Nach dem in FuBnote *) angefiihrten Satz macht es keinen wirklichen Unter- 
schied, ob man dies verlangt oder nicht. 
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Auf Grund des Assoziativgesetzes (1c) erhilt man aber dieselbe Gleichung, 
wenn man in (7) speziell V.— H-V,,, setzt. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

Man darf also auch symbolische Gleichungen miteinander multiplizieren. 
‘-Fiir die Multiplikation gelten nach (1) die Assoziativ- und Kommutativ- - 
gesetze. Damit ist der formale Teil des Bedingungskalkiils exakt gerecht- 
fertigt. 

Wichtig fiir die Anwendungen ist insbesondere, daB jede Homologie 
mit erlaubter Division zwischen algebraischen Varietdten zu einer symbo- 
lischen Gleichung im Schubertschen Sinne AnlaB gibt. Ist namlich U ~ V, 
so ist nach §7 fiir jede V,: 

U-V,=V-V,, 
mithin 
UV. 
Ob auch die Umkehrung gilt, ist mir nicht bekannt, aber ohne viel Inter- 
esse, denn man findet in praxi aus Stetigkeitsbetrachtungen immer zu- 
nichst Homologien, aus denen man dann sofort symbolische Gleichungen 
folgern kann. 

Das Charakteristikenproblem fiir eine Mannigfaltigkeit M, lautet in 
der Schubertschen Fassung: Es ist eine Basis V™,..., V°" fiir die k-fachen 
Bedingungen aufzustellen derart, daB jede k-fache Bedingung V symbolisch 
gleich einer Linearkombination der Basiselemente wird: 

(8) Veayy+... +a. 

Die Lésung des Charakteristikenproblems konnte bis jetzt immer nur von 
Fall zu Fall gegeben werden. Die topologische Methode liefert zum ersten- 
mal einen allgemeinen Beweis fiir die Existenz einer Basis. Denn es gibt 
in jeder triangulierbaren M*” eine endliche Basis fiir die Klassen homo- 
loger Zyklen, also um so mehr eine Basis fiir die Homologieklassen mit 
erlaubter Division. Sucht man nun aus den letzteren Klassen diejenigen 
aus, die algebraische Varietiten enthalten, so haben diese wiederum eine 
endliche Basis. Die so erhaltene Basis in bezug auf die Relation ~ ist 
um so mehr eine Basis fiir die Relation =. 

Die Anzahlen der nétigen Basiselemente fiir die Dimensionen & und 
n —k sind gleich, und die Matrix der Schnittpunktszahlen ist regular. 
Denn sonst wiirde es eine Linearkombination der Bagiselemente fiir die 
Dimension k oder n—k geben, welche mit jeder algebraischen Varietat 
von der komplementaren Dimension die Schnittpunktszahl Null hatte, also 
symbolisch gleich Null wire; damit wire aber ein Basiselement iiberfliissig. — 
Folglich kann man die Basis fiir die-Dimensionen &k und n — k auch so 
wahlen, da8 die Matrix eine Einheitsmatrix wird. Die Koeffizienten in (8) 
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lassen sich dann deuten als Schnittpunktezahlen von V mit den Basisele- 
menten der komplementéren Dimension n — k. 

Die wirkliche Aufstellung einer Homologiebasis ist in vielen Fillen 
nicht schwer. Hat man einmal die Basis fiir die Dimensionen k und n — k, 
sowie die Schnittpunktszahlen fiir die Basiselemente gefunden, so ist man 
im Stande, fiir je zwei (als Linearkombinationen der Basiselemente geschrie- 
bene) Varietéten V, und V,_, die Schnittpunktszahlen auszurechnen. 

Fiir den Fall des projektiven Raumes soll das im nachsten Paragraphen 
ausgefiihrt werden. 


§ 9. 
Anwendung auf den projektiven Raum. 

Im Anhang 2 wird bewiesen, da die linearen Raume L; eine Homo- 
logiebasis fiir alle Dimensionen im komplexen projektiven Raum P, = P*" 
bilden. Fiihren wir mit Schubert fiir die einfache lineare Bedingung L, _, 
das Symbol p ein, so stellt die Potenz p* den L, _, dar. Jede Varietat V, 
ist homolog einem Vielfachen von L,, also haben wir: 

(9) V, = a-p*~”. 


Da8 hier @ den Grad von V, (d.h. die Schnittpunktszahl mit einem L, __) 
darstellt, sieht man sofort, indem man die Gleichung (9) mit p’ multi- 
pliziert. 

Ist fiir eine V,_, ebenso 


(10) Vi.» =B-p’, 
so erhalt man durch Multiplikation von (9) mit (10) sofort den _,,verall- 
gemeinerten Bézoutschen Satz“: 
(11) V,-Vi_, = a8. 

Sind allgemeiner V, und V, mit r +s > gegeben, und sind a und # 
wie vorhin die Gradzahlen, so erhalt man ebenso: 

V,- V, ~_ ap-p**-"-*, 
d.h. der approximative Schnittkomplex von V” und V* hat als Grad das 
Produkt der Gradzahlen von V” und V’. Hat der wirkliche Durchschnitt 
von V” und V* die richtige Dimension k =r-+8s—n, und zerfallt er in 
irreduzible Komponenten V’,V”,... von den Gradzahlen g’, g”,... und 
Multiplizitéten yu’, u”,..., so hat man 
V,-Vi=p' V+ pV" 4+... =p'g'p" *+p"g"p" *+..., 

mithin 


(12) Bg’ + pig" +... =a-B. 





B. L. van der Waerden. 





Anhang 1. 
Triangulierbarkeit der algebraischen Gebilde. 


Satz. Sind in einem beschrankten Teil (Simplex oder konvexen 
Polyeder) des reellen euklidischen R” endlichviele algebraische Varietdten 
oder algebraisch-begrenzte Teilbereiche von algebraischen Varietdten gegeben, 
so gibt es eine Unterteilung dieses Raumteils derart, daB alle gegebenen 
algebraischen Varietdten aus Seiten der Zellen der Unterteilung bestehen. 

Beweis. Induktion nach n. (Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen.) 

Die Gleichungen der gegebenen Varietiten sind, eventuell nach einer 
linearen Koordinatentransformation, so zu schreiben, daB sie regular in z, 
sind (d.h. daB die héchste Potenz von z, einen konstanten Koeffizienten 
+0 hat). Die Projektionen dieser Varietiten (soweit ihre Dimension n 
ist) und ihrer Randgebilde auf den Raum z, = 0 sind algebraische Gebilde 
von derselben Art, und zu jedem Punkt der Projektion gehéren endlich- 
viele Originalpunkte, algebraische Funktionen der Projektion. Wir ver- 
zeichnen im Raum z, = 0 auch alle Verzweigungsgebilde dieser algebraischen 
Funktionen (wo zwei Wurzeln x, zusammenriicken), wobei diejenigen Teil- 
gebilde, wo noch mehr Wurzeln zusammenriicken als sonst auf dem Ver- 
zweigungsgebilde, noch besonders verzeichnet werden. Auf die Gesamtheit der 
so erhaltenen algebraischen Gebilde des Raumes z,=0 wird die Induk- 
tionsvoraussetzung angewandt. Uber jeder Zelle oder Seite der damit erhal- 
tenen Unterteilung des betreffenden Teils des Raumes z, = liegt eine 
zylindrische Punktmenge des R", und auf jeder erzeugenden Geraden 
(2, = konst., ..., z,,_, = konst.) eines solchen Zylinders sind endlichviele zu 
den gegebenen algebraischen Varietiten gehérige x,-Werte ausgezeichnet, 
welche die erzeugende Gerade also in endlichviele Strecken teilen. Andert 
sich die erzeugende Gerade, so andern sich diese Teilpunkte stetig, und es 
fallen nie (auBer am Rande der Zelle) zwei Teilpunkte zusammen. Jede 
dieser Strecken durchlauft also eine Zelle des R". Damit ist die verlangte 
Zelieneinteilung des R" konstruiert. 

Durch eine baryzentrische Unterteilung erhalt man, wenn man 
das wiinscht, aus der Zelleneinteilung eine Triangulation oder Simplex- 
einteilung. 

Mutatis mutandis lat sich das alles auf analytische Varietaten iiber- 
tragen. Wichtiger fiir uns ist aber die Ubertragung auf algebraische Varie- 
tdten im komplexen projektiven Raum. 

Es gibt, wenn man die komplexen Koordinaten z,,...,z, durch 
2;%,=1 normiert, die folgende (bekannte) eineindeutige Abbildung des 
komplexen projektiven Raumes auf eine ganz im Endlichen liegende alge- 
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braische Varietaét im reellen euklidischen Raum von n* Dimensionen: 
2,2, = je TF Y;y (Xj, = 2, Y;x% =— y,;).™) 
Bei dieser Abbildung gehen natiirlich algebraische Varietiten von r 
komplexen Dimensionen in reelle algebraische Varietéten von 2r Dimen- 
sionen tiber. Der vorige Satz liefert daher die Méglichkeit einer Triangu- 


lation des komplexen projektiven Raumes, wobei beliebig vorgegebene alge- 
braische Varietaten in ihm mit trianguliert werden kénnen. 


Anhang 2. 
Die Topologie des reellen und des komplexen projektiven Raumes. 


Zelleneinteilung. Die bequemste Zelleneinteilung des reellen pro- 
jektiven Raums (homogene Koordinaten z,,..., z,) erhailt man so: Eine 
Zelle hat die Gleichungen 


F 1. | ‘Ta = 
2 | S| 2%o|, +++» |2,| S| %|, 


! 
und die tibrigen erhalt man daraus durch Permutation der z;. Verwandelt 
man einige der Ungleichungen in Gleichungen, so erhilt man die Seiten 
der verschiedenen Dimensionen. Alle diese Zellen sind homéomorph Par- 
allelotopen des euklidischen Raumes (man kann ja z. B. fiir alle Punkte 
der oben angeschriebenen Zelle die GréBen a , +++) als inhomogene Ko- 
ordinaten benutzen ). ‘ "4 

Im komplexen projektiven Raum hat man den obigen Ungleichungen 
noch andere von der Form 0 < arg (*) < a fiir einige j, a < arg (=) S22 
fiir die iibrigen j aus der Reihe 1, bide n hinzuzufiigen. Die Zellen werden 
topologische Produkte von Halbkreisen und Strecken. Bildet man eine 
baryzentrische Unterteilung, so sind alle Simplizes um einen Punkt so 
angeordnet wie Simplizes um einen Punkt im euklidischen Raum, wie man 
durch eine passende Abbildung leicht feststellt; der Raum ist mithin eine 
Mannigfaltigkeit im kombinatorischen Sinn **). 

Die Orientierbarkeit des komplexen projektiven Raums wird genau so 
bewiesen wie die Orientierbarkeit aller algebraischen Varietaten im § 7: 





%) Vgl. G. Mannoury, Surfaces-images, Nieuw Archief von Wiskunde (2) 4 (1898), 
p. 112. 

3°) Die etwas langwierige Verifikation dieser Behauptungen wird iiberfliissig 
gemacht durch die in FuBnote *°) erwahnten neueren Untersuchungen. Denen zufolge 
geniigt es ja, erstens nachzuweisen, daB es eine Triangulation tiberhaupt gibt, was 
in Anhang 1 schon geschah, und zweitens zu zeigen, daB der komplexe projektive 
Raum eine Mannigfaltigkcit im topologischen Sinn (vgl. § 7) ist. Letzteres ist klar, 
denn eine Umgebung eines jeden Punktes ist einem euklidischen Raum homéomorph: 


man kann fiir z,+0 ja die Real- und Imaginirteile von a ss als = als Parameter 
0 0 


benutzen. 
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komplexe Parameter benutzen und den Raumteil entsprechend orientieren. 
Der Ubergang zu einem angrenzenden Raumteil, wo etwa Bren Z 
als Parameter benutzt werden, vollzieht sich dann durch eine analytische - 
Parametertransformation, und diese erhalt die Orientierung. 

Der reelle projektive Raum ist bekanntlich nur fiir die ungeraden 
Dimensionszahlen orientierbar. 

Die Aufstellung einer Homologiebasis kann fiir den komplexen und 
den reellen Fall gemeinsam geschehen. Wir nehmen etwa den komplexen 
P,—P*". Kine Basis fiir die Zyklen der Dimension 27 bildet natiirlich 
der Raum P*" selbst (im reellen Fall der Raum P", falls er orientierbar 
ist, also fiir ungerades n). Jeder Zykel C* (k <2n) kann zunichst so 
deformiert werden, daB er den Punkt (1,0,...,0) nicht enthalt. Defor- 
miert man ihn jetzt weiter, indem man jeden Punkt (z,,...,2z,) von o* 
durch (Az,, z,,.--, %,,) ersetzt und die reelle Zahl 4 von 1 nach 0 gehen 
la8t, so wird ©* schlieBlich ganz in den Unterraum z= 0 geschoben. 
Nimmt man nun als Induktionsvoraussetzung fiir den P, _, an, daB in ihm 
eine Homologiebasis fiir alle Dimensionen durch die linearen Unterriume 
L, = L*/ (j =0,...,n—1) gebildet wird, so folgt, daB unser Zykel Z* 
fiir ungerades k homolog Null, fiir gerades k = 27 homolog einem Viel- 
fachen eines L; im Unterraum z,=0 ist. Damit ist die Induktionsvor- 
aussetzung auch fiir den P, bewiesen. Fiir P, ist sie trivial, mithin: 

Im komplexen P, = P*" bilden die linearen Unterrdume L, = L*? 
(inklusive P, selbst) eine Homologiebasis fiir alle Dimensionen. 

DaB die L,; sowie ihre Vielfache nicht homolog Null sind, sieht man 
daraus, daB die Schnittpunktszahl L;-D,_; den Wert 1 hat. 

Im reellen projektiven P, kommen die L; als Zyklen nur fiir unge- 
rades j in Betracht, da sie fiir gerades j ja nicht orientierbar sind; sie 
sind, doppelt gezahit, Rand eines L,,,, mithin 


2L,~0. 


DaB die L; (j =2n-+ 1) selbst nicht homolog Null und sogar nicht homo- 
log Null modulo 2 sind, sieht man daraus, da8 die ,Schnittpunktszahl 
mod 2“ von L; und L,_; (mod 2 ist auch L,_, ein Zykel) den Wert 1 hat. 

Der Grenziibergang 4+ 0, der hier zur Bestimmung der Homologie- 
basis fiihrte, entspricht der ,ausgearteten Transformation“ von W,, § 7. 
Was aber algebraisch sehr kompliziert durchzufiihren war, wird tepologisch 
auBerst einfach. 


Fiir einen Raumteil |z;|<|2,| (j=1,...,») kann man =,...,= als 


(Eingegangen am 23. 2. 1929.) 








Uber den Aufbau des Nullideals in ganz abgeschlossenen 
Ringen mit Teilerkettensatz ’). 


Von 
Wolfgang Krull in Erlangen. 


Im folgenden wird gezeigt, daB in einem ganz abgeschlossenen Ring 
mit Teilerkettensatz die Struktur des Nullideals keineswegs willkiirlich vor- 
geschrieben werden kann, sondern da8 bei einem derartigen Ring — von 
einem trivialen Ausnahmefall abgesehen — unter den isolierten Primar- 
komponenten*) des Nullideals stets Primideale vorkommen miissen. Ins- 
besondere ergibt sich, daB ein ganz abgeschlossener Ring mit Teilerketten- 
satz, in dem das Nullideal Durchschnitt seiner isolierten Primarkomponenten 
ist, stets dargestellt werden kann als direkte Summe von endlich vielen 
speziellen ganz abgeschlossenen Ringen, die entweder Integritatsbereiche 


1) Die vorliegende Note stellt eine Erginzung zweier kiirzlich erschienenen Arbeiten 
von B. L. van der Waerden dar: 

B. L. van der Waerden, Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz abgeschlossenen 
Ringen, Math. Annalen 101 (1929), zitiert mit ,W.I*. 

B. L. van der Waerden: Zur Ideaitheorie der ganz abgeschlossenen Ringe, ebenda, 
zitiert mit ,W. II“. 

Vgl. ferner: F. C. Schmidt, Primidealzerlegung fir die Hauptideale eines Integri- 
tétsbereichs, Sitzungsber. d. Miinchner Akademie 1929, wo ohne Beweis der folgende 
Satz angegeben ist: 

In einem beliebigen Integrititsbereich J l48t sich dann und nur dann jedes 
Hauptideal eindeutig als Produkt von Primidealpotenzen darstellen, wenn 1. J ganz 
abgeschlossen ist, und wenn 2. in J jede mit einem Hauptideal beginnende Quotienten- 
kette nur endlich viel verschiedene Glieder besitzt. 

(Die zweite Bedingung ist wesentlich schwicher als der in der vorliegenden Note 
und in W.I u. W. IL vorausgesetzte Noethersche Teilerkettensatz. ) 

*) Im folgenden beniitzen wir fiir die isolierten Komponenten eines Ideals die 
Definition, die van der Waerden in §2 der Arbeit: Eine Verallgemeinerung des Bézont- 
schen Theorems [Math. Annalen 99 (1928)], gegeben hat. Vgl. auch den Beginn von 
§ 1 des Textes, wo die zum Verstindnis unserer Untersuchungen notwendigen Tat- 
sachen iiber isolierte Komp tenideale kurz zusammengestellt sind. 
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sind (d.h. auBer 0 selbst keine Nullteiler enthalten) oder nur aus Null- 
teilern und Einheiten bestehen. 

Auf Grund dieser Tatsache kénnen die ,,Multiplikationsringe“, in denen 
aus der Teilbarkeit von a durch 6 stets die Existenz einer Produktdar- 
stellung a = b-c folgt, idealtheoretisch erschépfend charakterisiert werden. - 
SchlieBlich wird noch durch ein Beispiel gezeigt, daB es ganz abgeschlossene 
Ringe mit Teilerkettensatz gibt, in denen das Nullideal nicht Durchschnitt 
seiner isolierten Primairkomponenten ist, fiir die also eme direkte Summen- 
zerlegung der oben angegebenen Art nicht existiert. 


$1. 
Ein Satz iiber quasiumkehrbare Primideale. 


Es sei ein — vorerst nicht notwendig ganz abgeschlossener — Ring 
mit Einheitselement «, in dem der Teilerkettensatz gilt; 0 bedeute das 
Einheits-, n das Nullideal. § sei der zu R gehérige Quotientenring, also 
der (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte kleinste Erweiterungsring 
von §, in dem jeder Nichtnullteiler von R Einheit ist, d.h. ein hinsicht- 
lich e reziprokes Element besitzt. Die isolierten Komponenten eines Ideals m 
definieren wir in iiblicher Weise, also z. B. im Anschlu8 an van der Waerden: 
Ist S irgendein Elementesystem aus fi, das gleichzeitig mit zwei Elementen 
stets auch deren Produkt enthilt, so soll unter der durch S erzeugten 
isolierten Komponente ms von m das Ideal verstanden werden, das alle 
und nur die Elemente aus R enthialt, deren Produkt mit einem jeweils 
geeignet gewahiten Element aus S zu m gehért. — Wegen der Giiltigkeit 
des Teilerkettensatzes in i kann man zu mtg ein Element s aus S stets 
derart bestimmen, daB das Produkt von ms mit dem Hauptideal (s) Viel- 
faches von m wird. — Ist mg Primarideal, so nennen wir msg eine isolierte 
Primadrkomponente von m. Das zu einer isolierten Primairkomponente ge- 
hérige Primideal ist hdchstes Primideal von m, d. h. es ist zwar selbst 
Teiler von m, besitzt aber kein echtes Primidealvielfaches mit der gleichen 
Eigenschaft. Umgekehrt gehért zu einem héchsten Primideal von m stets 
eine bestimmte isolierte Primarkomponente. 

Ein Ideal a aus $i, das mindestens einen Nichtnullteiler enthalt, soll 
reguidr heiBen. Wegen der Giiltigkeit des Teilerkettensatzes ist a dann 
und nur dann regular, wenn a zum Nullideal prim ist, wenn also kein 
von n verschiedenes Ideal m existiert, das der Gleichung a-m = n geniigt*). 
Wir werden von dieser Tatsache dfters Gebrauch machen. 





8) Vgl. § 1 S. 5 der Arbeit: Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichen, 
Sitzungsber. d. Heidelberger Akademie, Math.-Naturw. Klasse, 1928, 3. Abhandl., zitieri 
mit K.TI. 
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Ist p +o ein beliebiges regulares Primideal aus R, so verstehen wir 
unter dem gebrochenen Ideal 0: in iiblicher Weise die Gesamtheit der- 
jenigen Elemente aus dem Quotientenring &, deren Produkte mit den 
Elementen von p samtlich zu ® gehéren. Ist p-(o:p)—o, so heiBt p 
umkehrbar, stellt allgemeiner p-(o0:)) irgendeinen echten Teiler von p dar, 
so bezeichnen wir p als quastumkehrbar. Es gilt nun 


Satz 1. Ist das reguldre Primideal » aus St quasiumkehrbar, so 
gibt es in KR nur ein einziges echtes Primidealvielfaches p, von p und es 
stellt dabei p, eine isolierte Primadrkomponente des Nullideals dar. 

Das System S, aller durch p unteilbarer Elemente aus R enthilt 
gleichzeitig mit a und 6 stets auch a-b, S, erzeugt daher eine isolierte 
Komponente n, des Nullideals. Da nach einer oben gemachten Bemerkung 
zu my ein durch p unteilbares Hauptideal (s) existiert, das der Gleichung 
ny:(s) =n geniigt, ist n, durch jedes Primidealvielfache von p teilbar. 
Andrerseits folgt aus friiher von mir angestellten Untersuchungen: Bedeutet 
p”) die durch S, erzeugte zu p gehérige isolierte Primarkomponente von p’, 
so ist der Durchschnitt der simtlichen Ideale p” gerade gleich n,.*) Zum 
Beweise von Satz 1 brauchen wir daher nur zu zeigen: 

Jedes echte Primidealvielfache p, von p ist durch alle p” teilbar. 

In der Tat, zuniichst ist nach Voraussetzung p, Vielfaches von p = p". 
Wir nehmen nun an, es sei p, durch p) teilbar und erschlieBen daraus 
die Teilbarkeit von p, durch p+” auf folgende Weise*): p,-(o:p) ist em 
(ganzes) Ideal aus R, und es ist (p,-(o:p))-p—p,-((o:p)-p) durch p,, 
teilbar. Da nach Voraussetzung p, echtes Vielfaches von p ist, ergibt sich 
daraus die Teilbarkeit von p,-(o0:p) durch p,, es stellt daher p,-(o:p)-p 
ein Vielfaches von p,-p dar. Beachten wir nun, daB p,-p durch das zu p 
gehérige Primarideal p+?) teilbar, (o:p)-p dagegen durch p unteilbar ist, 
so folgt aus dem zuletzt gewonnenen Ergebnis die Teilbarkeit von p, 
durch p+», Damit ist gezeigt, daB p, gemeinsames Vielfaches von simt- 
lichen p sein muB, der Beweis von Satz 1 ist beendet. 





*) K.L § 2. Dort habe ich nimlich einerseits beim Beweise von Satz 3 gezeigt: 
»Der Durchschnitt m aller p geniigt der Gleichung m-p = m“ und andrerseits beim 
Beweise von Satz 2 das Ergebnis gewonnen: ,Ist m-p=m, so gibt es sicher ein 
durch p unteilbares Hauptideal (s), das der Gleichung m-(s)=n geniigt.* Daraus 
ergibt sich die Teilbarkeit von m durch n,, und da umgekehrt n, ebenso wie durch 
jedes Primidealvielfache von p auch durch jedes zu p gehérige Primirideal teilbar 
ist, muB n,=m sein. Da8 iibrigens die p”’ wirklich zu p gehérige Primirideale dar- 
stellen, folgt aus dem Umstand, daB einerseits jeder Primidealteiler von p“’ Teiler 
von p sein mu8, und da8 andrerseits wegen der Art der Erzeugung von p“’ aus 
a-b=0(p”); ba O(p) stets a=0(p”) folgt. 

5) Auf die folgenden Schliisse, die den Beweis wesentlich abkiirzen, machte mich 
Herr van der Waerden aufmerksam. 
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§ 2. 
Anwendung von Satz 1 auf ganz abgeschlossene Ringe. 


Wir wenden jetzt Satz 1 auf den Fall an, da8 R im Quotientenring & 
ganz abgeschlossen ist. Existiert hier in R ein Element a, das weder Ein- — 
heit noch Nullteiler ist, so gibt es in R nach v. d. Waerden*) mindestens ein 
quasiumkehrbares Primideal, es ist namlich z. B. jedes zum Hauptideal (a) ge- 
hérige Primideal quasiumkehrbar. Die Anwendung von Satz 1 liefert daher: 

Satz 2. In einem ganz abgeschlossenen Ring, in dem der Teilerketien- 
satz gilt, ist entweder jeder Nichinullteiler Hinheit, oder es ist mindestens 
eine isolierte Primadrkomponente des Nullideals Primideal. 

Spezialisieren wir Satz 2 auf den Fall eines ,primaren“ Ringes §t, in 
dem das Nullideal Primirideal ist, also nur ein einziges zugehériges Prim- 
ideal besitzt, so erhalten wir: 

Satz 3. Hin primdrer ganz abgeschlossener Ring R, in dem der 
Teilerkettensatz gilt, ist eniweder ein Integritdtsbereich oder es gibt in R 
nur Nullteiler und Hinheiten. 

Auf Satz 3 laBt sich schlieBlich noch der Fall zuriickfiihren, daB in R 
das Nullideal den Durchschnitt von endlich vielen, gegenseitig primen 
Primaridealen q,, q,,.--,4,, also den Durchschnitt seiner isolierten Primir- 
komponenten darstellt. Verstehen wir hier unter q* das Ideal g,-% aus &, 
so sind die q* paarweise teilerfremd, weil ja unter unserer Voraussetzung 
der gr.g.T. von q; und q, in ® fiir ¢ + stets einen Nichtnullteiler ent- 
halt, der in & Einheit wird. Da auBerdem in & der Durchschnitt der 
Ideale q¥ gleich dem Nullideal ist, gilt nach bekannten Sitzen’) fiir & 
eine direkte Summenzerlegung % = &, + &, +-...+ &,, wobei der Ring &; 
aus den Elementen des Ideals q‘” ae gy besteht und zu &|q* isomorph 


ist. Bedeutet ¢, das Einheitselement aus &,, so ist «, wegen «? — e, = 0 
von ® ganz abhangig und mithin schon im Durchschnitt von ft und 
&; = q;*, d.h. im Durchschnitt der Ideale q,, ..., 4; 3544 ---» 4, enthalten. 
Daraus folgt angesichts der Gleichung ¢ = ¢, + «,+-...-+-¢,, daB bereits 
in R die Ideale q,,q,,...,q, paarweise teilerfremd sind. 

' Der direkten Summendarstellung & = &, + &, + ... + &, entspricht da- 
her eine direkte Summendarstellung # = R, + R,+...+R,, R= a= 4". 


Dabei stellt offenbar %; gerade den zu Rt, gehdrigen Quotientenring dar, 


*) W. II: Beweis des Satzes v. 8. 309. 

") Was die Theorie der eindeutigen additiven Zerlegung oan. 80 vgl. z. B. die 
Zusammenstellung in § 3 der Arbeit: E. Noether, Der Diskriminantensatz fir die Ord- 
nungen eines algebraischen Zahl- oder Funktionenkérpers, Journ. f. Math. 157 (1926). 
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und es ist ®t, gleich dem Durchschnitt von ®; und R. Hangt nun «, aus 
R; von RR; ganz ab, so hingt es erst recht von Rt ganz ab, es gehért also 
zu R und damit auch zu R;, d.h.: Die Ringe Ri; sind ganz abgeschlossen. 
Da jeder ®, wegen seiner Isomorphie zu t/q, primar ist, kénnen wir 
Satz 3 anwenden und wir erhalten: 

Satz 4. Genitigt der ganz abgeschlossene Ring R dem Teilerketten- 
saiz, und ist in R das Nullideal Durchachnitt seiner isolierten Primdr- 
komponenten, so ist Rt die direkte Summe von endlich vielen primdren 
ganz abgeschlossenen Ringen, die entweder Integritdtsbereiche sind oder 
nur Nullteiler und Einheiten enthalten. 

Wir zeigen jetzt durch ein Beispiel, daB nicht alle ganz abgeschlossenen 
Ringe mit Teilerkettensatz unter den in Satz 4 erledigten Spezialfall ge- 
héren, d.h. wir beweisen: Hs gibt ganz abgeschlossene Ringe, die dem 
Teilerkettensatz gentigen und in denen das Nullideal von dem Durchschnitt 
seiner isolierten Primarkomponenten verschieden ist. 

Es sei K ein beliebiger Kérper, G© = K[z,y] sei der Ring aller 
Polynome in z und y mit Koeffizienten aus K, Rt sei das Restklassen- 
system von © nach dem Ideal (z*,zy). Dann geniigt R dem Teiler- 
kettensatz, und es ist das Nullideal von von dem Durchschnitt seiner 
isolierten Primarkomponenten verschieden, weil es dieselbe Struktur be- 
sitzt wie das Ideal (z*,zy) aus ©, das (x) als einzige isolierte Primar- 
komponente hat. 

SchlieBlich ist $ ganz abgeschlossen. 

In der Tat, es seien p, 9, G,, @,, ..., @, beliebige Elemente aus f, 
@ insbesondere Nichtnullteiler, und es hinge ¢ = = vermége der Gleichung 


a”*+a,@"-*+...44,=0, dh. vermige p"+4,p""-*¢+...+4,q"=0 
von §t ganz ab. Verstehen wir dann unter p(z,y)=a-x-+9(y) bzw. 
q(z, y)=b-2+ p(y) eimen Vertreter der Restklasse # bzw. 7, so folgt 
in © aus der fiir # und @ giiltigen Gleichung eine Kongruenz: »"(y) 
+a,(y) 9"-*(y)-w(y)+.-.-+a,(y) v"(y) = O((2)), die uns zeigt, daB 
y(y) durch y(y) in © teilbar sein muB, p(y) = w(y)-z(y). Da ferner 7 in 
R Nichtnullteiler ist, muB g(z, y)=—b-2-+ y(y) durch das Ideal (z, y) 
unteilbar, d. h. es mu8 w(y) modulo y einem von 0 verschiedenen Ele- 
ment aus K kongruent sein. Es gibt daher in K sicher eine Lésung d 
der Kongruenz d-y(y)+56-7(y)=a/((y)). Setzt man nun r(z,y) 
=d-x+(y), so wird g(x, y)-r(z,y)=p(z,y) ((x*, zy)), db. es ge- 
niigt die durch r(z, y) definierte Restklasse 7 aus {i der Gleichung = 7-7, 


7= ¥ gehért zu R. Wir haben also aus der Tatsache, dab Z von R ganz 


i) 


abhingt, die Zugehérigkeit von @ zu Kt erschlossen. 
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Da p ein ganz beliebiges Element, 7 einen ganz beliebigen Nicht- 


nullteiler aus § bedeutete, ist damit die ganze Abgeschlossenheit von RR ] 

bewiesen, und es ist gezeigt, daB wirklich ein Beispiel der von uns ge- 1 

wiinschten Art darstellt. ‘ 
§ 3. 


Uber Multiplikationsringe *). 


Ein Ring R, in dem der Teilerkettensatz gilt, soll Multiplikations- 
ring heiBen, wenn in ® aus der Teilbarkeit von a durch 6 stets die 
Giiltigkeit einer Gleichung a =6-c folgt. Fiir Multiplikationsringe gelten 
zunichst folgende Hilfssatze: 

Hilfssatz 1. In einem Multiplikationsring laBt sich jedes reguldre 
Ideal als Produkt von Potenzen teilerfremder Primideale darstellen *). 

Hilfssatz 2. Besitzt in einem Multiplikationsring das nichtreguldre 
Ideal a einen gleichjalls nichtreguldren echten Teiler 6, 80 laBt sich a | 
als Produkt echter Teiler darstellen*®). | 

Den Hilfssatz 1 beweist man ohne Schwierigkeit auf Grund der De- 
finition des Multiplikationsringes und der Tatsache, daB in einem Ring 
mit Teilerkettensatz aus a =a-b, a regular, stets b =o folgt. Um Hilfs- 
satz 2 zu beweisen, schlieBen wir so: Aus der Teilbarkeit von a durch 6 
folgt die Giiltigkeit einer Gleichung a = 6-c; bedeutet ferner } irgendein 
wegen der Nichtregularitaét von b sicher existierendes, von n verschiedenes 
Ideal, das der Gleichung 6-d =n geniigt, so diirfen wir c als Teiler von 
b annehmen. Unter dieser Voraussetzung aber wird c echter Teiler von a; 
wire nimlich c=a, so wire a Teiler von 6, und daraus folgte 
dD=e-a=e-b-a=b-dD—n. 

Aus Hilfssatz 1 ergibt sich nach einem van der Waerdenschen Satz**) 
die ganze Abgeschlossenheit der Multiplikationsringe. Hilfssatz 2 zeigt, daB 
in einem Multiplikationsring zwei nichtregulire Primideale stets gegenseitig 
prim sind. Wir kénnen daher Satz 4 anwenden, und wir erhalten: 


-~> > 2 eee Bid Se - Sle ee 


*) Die in § 3 tiber Multiplikationsringe abgeleiteten Sitze habe ich schon friher 

bewiesen, und zwar in den beiden Noten: 
' Die verschiedenen Arten der Hauptidealringe, Sitzungsber. d. Heidelberger Aka- 

demie, Math.-naturw. Klasse, 1924, 6. Abhandl.; zitiert mit K. II. 

Beitrage zur Algebra 3: Uber Multiplikationsringe, Sitzungsber. d. Heidelberger 
Akademie, Math.-naturw. Klasse, 1925, 5. Abhandl.; zitiert mit K. III. 

Im Text handelt es sich vor allem um die Einordnung der Multiplikationsringe 
in die allgemeine Theorie der ganz abgeschlossenen Ringe. 

*) Vgl. K. If §2, K. I 8. 15. ‘ 

10) Vgl. K. II §3, Satz 3. 

1) Vgl. W.TI S. 310. 














Aufbau des Nullideals. 869 


Satz 5. Hin beliebiger Ring R ist dann und nur dann Multipli- 
kationsring, wenn er sich darstellen laBt als direkte Summe von endlich 
vielen speziellen Multiplikationsringen, die entweder Integritdtsbereiche 
sind, oder primar sind und nur Nullteiler und Hinheiten enthalten. 

(Man beachte, da8 offenbar jeder direkte Summand eines Multiplikations- 
ringes selbst wieder Multiplikationsring ist!) — Ein Integritatsbereich mit 
Multiplikationsringeigenschaft besitzt offenbar, wie aus Hilfssatz 1 zu er- 
sehen, vom Standpunkt der Idealtheorie aus dieselbe Struktur wie der 
Integritatsbereich aller ganzen Zahlen eines endlichen algebraischen Zahl- 
kérpers. Ein primarer Multiplikationsring dagegen, in dem nur Nullteiler 
und Einheiten auftreten, ist ein ,spezieller zerlegbarer Ring“, d.h. er be- 
sitzt die idealtheoretische Struktur des Restklassensystems nach einer 
Primzahlpotenz **). Bedeutet nimlich p+ das nichtregulire Primideal 
eines derartigen Multiplikationsringes, 2 ein durch p, aber nicht durch p* 
teilbares Element, so gilt eine Gleichung 2”=0, und es mu8 p= (z) 
sein, weil das Ideal (x) das Produkt von p mit einem sicher durch p un- 
teilbaren Faktor darstellen mu8. Man erkennt nun ohne weiteres, daB 
jedes Ringelement auf die Form «= 2°-d gebracht werden kann, wobei 
6 Einheit und der Exponent s fiir « +0 eindeutig bestimmt ist. Damit 
ist die Behauptung iiber die Struktur eines primaren Multiplikationsringes 
bewiesen, wir sehen somit, da8 durch Satz 5 das Studium eines beliebigen 
Multiplikationsringes auf die Untersuchung von wohlbekannten Ringtypen 
zuriickgefiihrt wird. 


12) Vgl. K. IT 8.15, K. 1 S. 16f. 


(Eingegangen am 30. 1. 1929.) 
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Zur Algebra der Funktionaloperationen und Theorie 
der normalen Operatoren. 


Von 
J. v. Neumann in Berlin. 


Einleitung. 


1. Die vorliegende Arbeit zerfallt in zwei, im wesentlichen unabhangige, 
Teile. Der erste (§§ I—III) ist der Untersuchung der linearen und be- 
schrankten Operatoren (d.h. Matrizen) des Hilbertschen Raumes 9 gewidmet, 
indem die algebraischen Eigenschaften des von ihnen gebildeten (nicht- 
kommutativen) Ringes 2 betrachtet werden. Den Gegenstand des zweiten 
Teiles hingegen bilden diejenigen, nicht notwendig iiberall (in ) sinnvollen 
und beschrinkten Operatoren, die die sogenannte Hilbertsche Spektral- 
darstellung mit komplexen Eigenwerten zulassen (vgl. die ausfihrlichere 
Explizierung dieser Begriffe im § 4 der Einleitung). Dies sind die als 
,normal“ zu bezeichnenden Operatoren, die bisher nur im Beschrinkten 
betrachtet wurden’), und fiir die wir eine neue allgemeinere Definition geben 
werden (vgl. am vorhin angefiihrten Orte). 

Ehe wir diese Dinge genauer auseinandersetzen, sei an die Definition 
des (komplexen) Hilbertschen Raumes § erinnert. Man kann ihn als die 


Menge aller Folgen komplexer Zahlen {z,,2,,...} mit endlichem x |z,|* 
n=1 


realisiert denken*); wir bezeichnen seine Elemente mit f,g,..., 9, y,---- 





*) Bis vor kurzem nur im Vollstetigen, vgl. den Encyklopidie-Artikel von 
Hellinger und Toeplitz, Encykl. d. math. Wiss. II. C. 13, Seite 1562. Vgl. auch Anm. ®). 
*) Nach dem bekannten Satze von Fischer und F. Riesz ebensogut auch als 


b 
Menge aller Funktionen f(z) des Intervalles a<x<b mit endlichem Ji f(x) dz 


(a<b, jedes kann auch unendlich sein); oder aller Funktionen f(P), wobei P die 
Einheitskugel-Oberflache durchlauft, mit endlichem ff | f(P)|*do ({{...do das Inte- 
gral iiber die Einheitskugel-Oberflache ), usw. Vgl. z.B. die in Anm.”) zitierte Arbeit 
insbesondere Kap. 1 und Anhang I sowie Einleitung, zum Satz von Fischer und F. Riesz 
etwa F. Riesz, Géttinger Nachr. 1907, 8S. 210—273. 
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Mit diesen kann man wie mit Vektoren rechnen, so daB der Sinn von 
Bildungen wie f+g, af ohne weiteres einleuchtet*). Ferner gibt es ein 
»inneres Produkt“ (f,g) wie bei Vektoren‘), welches das Definieren des 
,absoluten Wertes“ im Hilbertschen Raume erméglicht: |f|=(f, f), 
und das Definieren der Entfernung | f—g)|.°) Hierdurch wird der Hilbert- 
sche Raum § zu einem topologischen (ja metrischen) linearen Raume'‘), 
in welchem man geometrisch-topologische Redeweisen, wie lineare Mannig- 
faltigkeit, Haufungspunkt, Stetigkeit usw., ohne weiteres verwenden darf. 
Zur konsequenten Kennzeichnung von §) auf dieser Grundlage vergleiche 
man etwa mit einer friiheren Arbeit des Verf.’), deren Bezeichnungen und 
Begrifisbildungen hier auch sonst verwendet werden sollen. Vgl. hierzu 
besonders die in Anm.*) genannten Teile derselben; immerhin werden wir 
die zur Anwendung kommenden Abschnitte von E. stets genau zitieren. 

Die fiir unsere Zwecke wichtigsten Definitionen aus E. sind (Ab- 
kiirzungen nach Anm. *)): Ein O. ist eine Funktion, deren Wertevorrat und 
Definitionsbereich Teilmengen von § sind — wir bezeichnen die O. mit 
A, B,..., R, 8,..., den Wert von A an der Stelle f mit Af. (Af braucht 
also keineswegs iiberall in 9 sinnvoll zu sein.) Er ist lin, wenn mit 
Af, Ag auch A(af), A(f-+g) sinnvoll sind (d. h. der Definitionsbereich 





%) Es wird definiert: {2,, 7,..-.}+{4%,¥,---}={M £91, %MtYe,---}, 


a{x,,%,...} = {az,,az,,...}, wenn § als ,Folgenraum“ der {z,, x, ...} (mit end- 
© b 

lichem S| z, |*) interpretiert ist. Im ,Funktionenraume* der f (x) (f | f(x) \*dx endlich) 
n=1 a 


ist entsprechend (f+ g)(x)=f(z) +(x), (af)(x)=af(x); analog fiir andere Bei- 
spiele. Vgl. das Zitat von Anm. *). 


*) Es wird definiert: ({2z,, 2, ...}, {%,¥e,---}) = S wad (die Reihe kon- 
s n=1 
vergiert absolut) bzw. (f(x), g(z)) = J f(x)g(x)dz, usw. Vgl. wie oben. 


5) Somit ist |{x,, 2», Hea) S| 2_|? baw. | f(x)| = Vf irceitaz (leider 


ist hier die Bezeichnung miBverstandlich, auf der linken Seite steht der Absolutwert 
der Funktion f(z), rechts diejenigen ihrer Werte — bei unseren Uberlegungen in 9 
wird aber so etwas nie vorkommen), usw. Vgl. wie oben. 

*) Vgl. Hausdorff, Umgebungsaxiome und topologisch-lineare Riume: Grundziige 
der Mengenlehre, I. Auflage, Leipzig und Berlin 1914. 

*) ,Zur allgemeinen Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren“, Math. 
Annalen 102, 1 (1929), 8. 49—181. Diese im folgenden mehrfach zu zitierende Arbeit 
soll stets mit E. bezeichnet werden. Von Wichtigkeit sind einige Abkiirzungen aus 
E., die wir verwenden werden; sie seien hier zusammengestellt: Abgeschlossen = abg., 
beschrinkt = beschr., Fortsetzung = Forts., Hermitesch = H., hypermaximal = hyper- 
max., linear = lin., lineare Mannigfaltigkeit = lin. M., maximal = max., normiert 
= norm., Operator = O., orthogonal = orth., Projektion = P., vollstiandig = vollst., 
Zerlegung der Einheit = Z.d.E. Ferner werden wir den Begriff ,vertauschbar“ (vgl. 
Anm. '*)) mit vert. abkiirzen. 


24* 
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eine lin. M. ist*)), und zwar gleich a Af bzw. Af+ Ag. Er heiBt abg., 
wenn er die folgende Eigenschaft besitzt: Wenn alle Af, (n =1, 2,...) 
sinnvoll sind, und f, — f, Af, — f* (fiir n — co) gilt, so ist Af sinnvoll 
und gleich f* *). 

Stetig ist ein O. wenn er es im Sinne der iiblichen Definition in 
seinem ganzen Definitionsbereiche ist: Wenn Af, Sinn hat, so existiert zu 
jedem «>0 ein 6>0, so daB aus |f—f,|< 4d | Af—Af,|<e folgt 
(wenn Af Sinn hat). Man sieht sofort: Fiir einen abg. stetigen O. ist der 
Definitionsbereich notwendig eine abg. Menge — ist der O. auch lin., so 
ist der Definitionsbereich also eine abg. lin. M. *°). 

In der ersten Hialfte dieser Arbeit werden wir uns, wie schon an- 
gekiindigt, mit iiberall sinnvollen, lin. stetigen O. beschiftigen, die (in 
Anlehnung an Hilbert) beschr. heiBen sollen. (Vgl., auch fiir das Folgende, 
den Anhang I von E.) Fiir diese iiberall sinnvollen O. sind die einfachsten 
Rechenspezies so zu definieren: Wenn A, B beschr. sind, so sind es 
aA, A+B, AB auch, und zwar gilt 


(aA)f=a-Af, (At+B)f=AftBf, (AB)f=A(Bf). 


Es gelten die Regeln der Algebra, mit zwei Ausnahmen: Es gibt Nullteiler, 
und die Multiplikation ist nicht kommutativ™'). Die Menge 8 aller beschr. 
O. ist also ein Ring — mit Nullteilern und nicht kommutativ. Eine weitere 
wichtige Operation ist *, die so definiert ist: Zu jedem beschr. A gibt es 
genau ein beschr. A* mit 


(Af,g)=(f,4"g), (f,49)=(A*f,g)-2*) 


*) D.h. mit f,g auch af, f+g enthialt. Eine abg. lin. M. muB auch noch abg. 
sein, d. h. alle ihre Haufungspunkte enthalten. 

*) Diese stetigkeitsihnliche Eigenschaft ist in kompakten Raumen der Stetigkeit 
gleichwertig, aber in 9 viel schwacher; vgl. E. Anm. *). 

%) Fir lin. O. kann die Stetigkeit auf mehrere, gleichwertige Formulierungen zu- 
riickgefiihrt werden, vgl. E. Satz 12. Eine von diesen ist: Es gebe ein festes c, so 
daB aus |f|<1 |Af|sSe folgt. 

1) 0,1 sind durch 0f=0, 1f=f zu definieren. 

12) Jede der beiden Relationen folgt, durch Vertauschen von f,g und Nehmen 
der Komplex-Konjugierten, aus der anderen. — Der Operation * entspricht bei Ma- 
trizen das Nehmen der Komplex-Konjugiert-Transponierten. D.h. wenn § als ,,Folgen- 


raum“ der {z,, z,,...} ( ¥ | 2,!* endlich) realisiert wird und A die Matrix {a,,} 
hat (also wenn stets 
Als, , Me, ---} = {%i. Fer ---}> 
oO 
¥> = = Mur Ee 


gilt — analog wie im Anhang II von E.), so hat A* die Matrix {a}. Vel. E. 
Anhang II. 
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Man verifiziert leicht die Regeln: 
0*=0, 1*=1, (a@A)*=aA*, (4+ B)*=—A*+B"*, (AB)* = B* A". 
Bei den unbeschr. (genauer: nicht notwendig beschr.) O., die den 
Gegenstand der zweiten Hialfte dieser Arbeit bilden, miissen wir etwas 
anders vorgehen. Fiir solche O. R, 8S ist zunichst bei der Definition von 
aR, R+S, RS m beachten, daB die Definitionsbereiche dieser O. da- 
durch eingeengt werden, da8 Rf, Sf nicht iiberall sinnvoll sein miissen. 
Damit (R +8)f Sinn habe, miissen ja Rf, Sf sinnvoll sein, ebenso bei 
(R—S)f — und bei RSf muB Sf und R(Sf) Sinn haben. Bei R* ist 
es sogar fraglich, ob ein solcher O. existiert. Fiir uns ist aber gerade die 
Operation * von groBer Wichtigkeit, wir werden darum gegebenenfalls 
gleich vom fertigen Paare R, R* ausgehen, indem wir festsetzen: Ein kon- 
jugiertes O.-Paar (kurz: konj. 0.-Paar) wird von zwei 0. R, R* mit demselben 
Definitionsbereich gebildet, fiir die (soweit beide Seiten sinnvoll sind) stets 


(Rf,g)=(f,R"g), (f, Rg) =(R*f.9) 


gilt (vgl. Anm.**)). AuBerdem verlangen wir, analog wie bei den H. O. 
und aus denselben Griinden (vgl. E. Einleitung V sowie Definition 6 und 
Anm. *°)), daB der Definitionsbereich die abg. lin. M. $ aufspanne. Diese 
Definition wird sich als die richtige Verallgemeinerung der Operation * in 
B erweisen, die H.O. sind in ihr als Spezialfall R = R* mit erfaBt. 


2. Zunichst sei einiges tiber die Gesichtspunkte der Untersuchung 


von B gesagt. Wir fassen diesen Ring als ein hyperkomplexes Zahlen- 
system auf: In der Tat ist es wohl das einfachste derartige System mit 
unendlich vielen Einheiten — d.h. das einfachste, welches iiber die .im 
allgemeinen untersuchten und im wesentlichen durch die Giiltigkeit der 
sogenannten ,,Teilerkettensitze“ gekennzeichneten**) Systeme hinausgeht. 
Wiahrend aber in den hyperkomplexen Systemen mit endlich vielen Ein- 
heiten (bzw. den dies ersetzenden ,,Teilerkettensitzen“) die Topologie so 
trivial ist, daB sie gar keine nennenswerte Rolle hat, spielt in unserem 
unéndlichen System § die Topologie eine entscheidende Rolle. So ist 
es z. B. bei der definitorischen Festlegung dessen, welche Teilmengen )/ 
von 8 auch Ringe (in der Terminologie der Anm.**) zitierten Arbeiten: 
»Ordnungen“) sind — wenn wir nur verlangten, daB J) mit A, B auch 
aA, A+B, AB enthilt, wiirden wir uns in ein unentwirrbares Dickicht 
pathologischer Bildungen verlieren —, es mu8 namlich die Forderung ge- 
stellt werden, daB / im Sinne einer (noch zu formulierenden) Topologie 
von B abg. sei. 





18) Vgl. E. Noether, Math. Annalen 96, 1 (1926), S. 26—61, insbesondere § 2; 
ferner E. Artin, Abh. d. Math. Sem. d. Hamb. Univ. 5,3 (1927), 8. 251—260. 
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Ubrigens werden wir noch eine vereinfachende Forderung an die 
Ringe M stellen: mit A soll auch A* dazugehéren. Dies ist eine bedeut- 
same Einschriankung, die es erméglicht, den Komplikationen der Elementar- 
teilertheorie aus dem Wege zu gehen*‘). Es ist wohl motiviert, diese 
Schwierigkeiten zunichst auszuschalten; die Theorie von  liefert, gegen- - 
iiber dem endlichvieldimensionalen Falle*®), ohnehin genug neue Kom- 
plikationsméglichkeiten. 

Aus dem oben Gesagten geht hervor, daB wir uns zunichst um die 
Topologie von 8 kiimmern miissen. Dabei wirkt es stérend, daB es mehrere 
Méglichkeiten des Topologisierens (d.h. des Definierens des Umgebungs- 
begriffes) in B gibt, die fiir uns in Betracht kommen. Diese werden 
wir im §I genau diskutieren; es geniige hier, wenn wir sagen, daB bei 
Ringen }/7 in B die Abg. der sogenannten schwachen Topologie verlangt 
werden soll. 

Da der Durchschnitt beliebig vieler Ringe wieder ein Ring ist, ist ins- 
besondere der Durchschnitt aller )/ umfassenden Ringe einer ()/ sei irgend- 
eine Teilmenge von #), er ist offenbar als kleinster )/ enthaltender Ring 
eindeutig gekennzeichnet — wir nennen ihn R()/). Eine weitere wichtige 
Begrifisbildung ist die folgende: Sei J¥ eine Teilmenge von 8; die Menge 
aller A aus B, fiir die A und A* mit jedem B von M vert. sind**), 
heiBe J7’. Diese Operation ’ kann iteriert werden, dadurch entstehen aus 
JM der Reihe nach die Mengen 7’, ”", M"", .... Sie hat eine Reihe 
einfacher Eigenschaften, so werden wir u. a. zeigen: Es ist stets Wc ”,**) 
aus Mc WN folgt M’> NV’, es gilt allgemein M”’= M” = M*=—..., 
MM" =MY=M"H—... < 

Die beiden Operationen R()7), 7’ erméglichen zusammen eine ein- 
fache Kennzeichnung der algebraischen Verhiltnisse in B. 

3. Ein O. A heiBt normal, wenn A, A* vert. sind (vgl. dazu E. An- 
hang I). Ein Ring )/ heiBt Abelsch, wenn alle seine Elemente miteinander 
vert. sind. Man zeigt leicht: Ein Ring )/ ist dann und nur dann Abelsch, 
wenn alle seine Elemente normal sind, und der Ring R(A) ist es dann 
und nur dann, wenn A normal ist. Wir werden nun die Umkehrung be- 
weisen: Jeder Abelsche Ring )/ kann durch einen normalen O. (sogar 
durch einen H.O.) erzeugt werden — d.h. es gibt ein solches A mit 


M = R(A). 


4) Fir Matrizen in endlichvieldimensionalen Raumen hat E. Fischer diese Be- 
dingung als erster mit Erfolg eingefiihrt. 

**) Jedes hyperkomplexe System mit endlich vielen Einheiten kann ja durch 
Matrizen (also Operatoren) eines endlichvieldimensionalen Raumes dargestellt werden. 

**) Zwei A,B aus B® sind vert., wenn AB= BA ist. 

) MCW oder YD M bedeutet: M ist Teilmenge von J. 
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Eine weitere, bei Abelschen Ringen eintretende Vereinfachung ist die 
folgende: Sei )¥ eine Teilmenge von 8, R()/) der Ring von 7 — man 
zeigt leicht, daB R (7) entsteht, indem man zuerst aus den Elementen 
von JM alle durch (endlichvielmaliges) Anwenden der Operationen aA, 
A+B, AB und A®* entstehenden 0. und deren Menge 2°()/) bildet, und 
dann zu 7 ()/) alle seme Haufungspunkte hinzunimmt. Dabei ist Haufungs- 
punkt, wie in 2. erwahnt, im Sinne der sogenannten schwachen Topologie 
zu verstehen. Wenn nun #()/) Abelsch ist (dies ist dann und nur dann 
der Fall, wenn alle Elemente von )/ miteinander und mit ihren * vert. 
sind), so werden wir zeigen, daB es geniigt eine viel geringere Menge von 
Haufungspunkten — die sogenannten Limites stark doppelkonvergenter 
Folgen, vgl. die Diskussion dieser Begrifle im §I — zu r(J¥/) hinzu- 
zufiigen: schon dadurch entsteht ganz R()/). Dieses Resultat ist ins- 
besondere fiir die Theorie der Funktionen von normalen (also insbesondere 
H. und unitaren) vert. O. wichtig, allerdings fiihrt dieselbe aus dem Rahmen 
der vorliegenden Arbeit hinaus. — 

Fiir beliebige (nicht notwendig Abelsche!) Ringe werden wir eine Be- 
ziehung zwischen R()7) und ”” (MM eine beliebige Teilmenge von 2) 
aufstellen. Wir werden insbesondere zeigen (unser weitestgehendes Resultat 
lautet noch etwas allgemeiner, vgl. § II, insbesondere Satz 5): Wenn 1 zu 
M gehort, so ist R())=— M". Um die Bedeutung dieses Satzes fiir das 
als hyperkomplexes Zahlensystem aufzufassende 8 einzusehen, vergegen- 
wartige man sich, was er besagt, wenn der Hilbertsche Raum § durch 
einen endlichviel-, etwa k-dimensionalen Euklidischen Raum ersetzt wird. 
JM sei speziell eine (endliche oder auch kontinuierliche) Gruppe unitarer 
Matrizen, dann erkennt man sofort, daB R()/) die Menge aller Linear- 
aggregate von Matrizen aus )/ ist (unter denen es ja héchstens k” lin. 
unabhangige gibt!). 

Sei zunaichst )/ (als Matrizenmenge) irreduzibel, dies bedeutet be- 
kanntlich, da8 nur die Matrizen a1 mit allen Elementen von )¥ vert. sind **), 
d.h. daB /’ aus ihnen allein besteht. )/” umfaBt also alle Matrizen 
iiberhaupt, nach unserem Satze mu dies auch R()/) tun — somit ist 
jede Matrix ein Linearaggregat der Matrizen aus )/, oder was dasselbe ist 
(da es k* lin. unabhangige Matrizen gibt): es gibt in J k° lin. unabhangige 
Matrizen. Oder auch: Keine feste lin. Relation zwischen den k* Matrizen- 
elementen kann fiir alle Elemente von )/ bestehen. Das ist aber der 
Burnsidesche Satz iiber irreduzible Matrizengruppen**). Wenn wir )¥7 nicht 


18) Vgl. I. Schur, Berl. Ber. 1905, 8S. 406. Die dort stets vorausgesetzte Endlich- 
keit von M ist in diesem Falle bekanntlich unwesentlich. 

1®) Vgl. Burnside, Proc. London Math. Soc. (2) 3 (1905), 8.430. Allerdings nur 
fiir unitére Matrizen! 
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als irreduzibel voraussetzen, erkennt man ebenso miihelos, daB unser Satz 
der Frobenius-I. Schurschen Verschirfung des Burnsideschen Satzes ent- 
spricht *°). 

Wir haben somit das Analogon desjenigen Satzes bewiesen, der in endlich- 
vielen Dimensionen zur Begriindung der unitaren Darstellungstheorie vor 
Gruppen dienen kann. Wieweit ein Aquivalent dazu im Hilbertschen Raume 
auf unseren Satz gegriindet werden kann, soll hier nicht untersucht werden. 


Mit diesen Ausfiihrungen ist die erste Hialfte der vorliegenden Arbeit 
erschépft. 


4, Der Gegenstand der zweiten Hilfte (§§ IV—V) sind die am Ende 
von 1. erwihnten konj. 0.-Paare — unabhingig von jeder Beschr.-Annahme. 
Zunichst gilt es, die normalen O. unter ihnen zu kennzeichnen. Hier ent- 
steht nun eine Schwierigkeit: das Paar R, R* sollte normal heiSen, wenn R 
und R* vert. sind — da aber R, R* nicht iiberall sinnvoll sein miissen, 
ist die Definition der Produkte RR*, R*R bzw. die Zuriickfiihrung der 
Vert. auf dieselben zunachst unsicher**). DaB auch die naheliegende Ma- 
trizendefinition der Vert. versagt, werden wir im Anhang III sehen. 


Wir helfen uns wie folgt. Wenn von zwei 0. R,A wenigstens A 
iiberall sinnvoll ist, so definieren wir die Vert. so: AR sei Forts. von RA 
— d.h. wenn Rf Sinn hat, so ist auch R(Af) sinnvoll, und zwar gleich 
A(Rf) (Af, A(Rf) sind ohnehin sinnvoll**)). Daher kénnen wir auch 
fiir eine Menge MV ganz beliebiger O. (die nicht einmal lin. und ebenso- 
wenig iiberall sinnvoll sein miissen) )/’ bilden: Es ist die Menge aller A 
von 8, fiir die A wie A* mit jedem R von M vert. ist — M’ ist also 
immer © 8. Insbesondere haben wir fiir jeden O. R die Mengen 
(R)’, (R)”, ...™) (alle < B!). 


®) Vgl. Frobenius und I. Schur, Berl. Ber. 1906, S. 209. 

*) Keinesfalls ist fiir die Vert. von R,S RS=RS kennzeichnend. Sei namlich 
Rf nicht tberall sinnvoli, dann gilt von 0 Rf dasselbe, wihrend ROf iiberall sinn- 
voll ist — also ist 0R+R0, dh. R mit 0 nicht vert., was bei einem verniinftigen 
Vert.-Begriff nicht eintreten darf! — Das Bilden von AB, A+ B bei nicht iiberall 
sinnvollen A, B ist tiberhaupt eine fragwiirdige Angelegenheit. So gibt es z. B. hyper- 
max. H.O. A,B, fir die niemals (auBer fir f=0) Af, Bf gleichzeitig sinnvoll sind, 
also A+B gar nicht zu bilden ist. (Vgl. die demnichst im Journal f. Math. erschei- 
nende Arbeit des Verf. ,Zur Theorie der unbeschrankten Matrizen“, wo sehr allgemeine 
Klassen von Gegenbeispielen angegeben werden. ) 

%) Gerade das Beispiel R,0 in Anm. *) legt diese Definition nahe. Wenn ferner 
EZ ein P.O. ist, so besagt die Vert. von R,#, daB R durch die zu E gehérige 
abg. lin. M. M reduziert wird (vgl. E., Definition 13), wie es verniinftigerweise zu er- 
warten ist. 

%) Es ist wohl nicht miBverstandlich, daB wir, wie schon bei R (A), die Menge 
mit dem einzigen Element R auch R nennen. 
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Nun zeigt man leicht (vgl. § II,1.): Ein A von B ist dann und nur 
dann normal, wenn (A)” Abelsch ist. Diese Definition dehnen wir auf 
beliebige konj. 0.-Paare aus: sie sollen normal heiBen, wenn (R)” Abelsch 
ist. Von der Anwendbarkeit dieser Definition auf weite Klassen von 0. 
werden wir uns im Anhang II iiberzeugen: so ist die im folgenden zu 
entwickelnde Theorie ohne weiteres auf die (komplexen, unbeschrinkten) 
Laurentschen Matrizen und ihre Verallgemeinerungen**) anwendbar. 


Von diesen normalen O. werden wir nun zeigen, da8 sie und nur sie 
eine (und zwar nur eine) Hilbertsche Spektralform mit komplexen Eigen- 
werten besitzen*). Diese Untersuchungen sind daher wesentlich anders 
gerichtet als die vorhergehenden Paragraphen und eher als eine Fortsetzung 
von E. anzusehen. 


Wie man sieht, liegen bei normalen O. die Verhiltnisse etwas giinstiger 
wie bei H. O.: bei diesen war ja die Hilbertsche Spektralform nicht immer 
erreichbar**) — und dies ist um so sonderbarer, als im Endlichvieldimen- 
sionalen und auch noch im Beschrankten H. ein Spezialfall normal war 
(A4A* = A*A folgt aus A = A*)! Dies klart sich dadurch auf, da8 wir 
zeigen werden: Ein H. O. ist im wesentlichen dann und nur dann normal, 
wenn er hypermax. ist, und gerade diese H. O. haben eine Hilbertsche 
Spektralform (vgl. E. Satz 36). DaB in den oben genannten Fallen H. als 
Spezialfall von normal erscheint, riihrt also einfach daher, daB dort alles 
hypermax. ist. 


5. Die Einteilung dieser Arbeit ist die folgende: Im §I werden die 
verschiedenen Topologisierungsméglichkeiten von B angegeben und durch- 
diskutiert. Im § II fihren wir die Operationen 7’ und R()/) (Ring- 
bildung) ein und beweisen verschiedene Eigenschaften derselben (u. a. das 
schon angekiindigte Analogon des Burnside-Frobenius-Schurschen Satzes). 


%) Vgl. Toeplitz, Math. Annalen 70 (1911), 8. 351-876. 

%) Zur Prizisierung dieses, die gewéhnliche (reelle) Hilbertsche Spektralform 
verallgemeinernden Begriffes vgl. E. Anhang IJ. — Der Begriff der Normalitit bei 
endlichvieldimensionalen Matrizen stammt von Frobenius [Journ. f. Math. 84 (1877), 
8. 51—54]; er bewies, daB diese und nur diese Matrizen unitir auf die Diagonalform 
(mit komplexen Diagonaielementen!) transformiert werden kénnen. Im Encyklopadie- 
Artikel von Hellinger und Toeplitz (II. C.13, 8. 1562—1563) wurde dasselbe fiir die 
volistetigen O. des Hilbertschen Raumes gezeigt. 

In E. Anhang I bewies der Verf., daB alle beschr. normalen O. auf die komplexe 
Hilberteche Spektralform gebracht werden kénnen (das ist eben das Aquivalent der 
Diagonalform). Hier soll die Theorie vervollsténdigt und auf unbeschr. 0. ausgedehnt 
werden. — Unabhiangig vom Verf., und unter Verwendung einer anderen Methode, 
hat seither A. Wintner die unitéren 0. (die ein Spezialfall der beschr. normalen sind) 
ebenfalls auf die Spektralform gebracht. Vg!. Math. Zeitschr. 80, 1/2 (1929), 8S, 228-282. 

%) Vgi. E., Einleitung VIL. 
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Im § III diskutieren wir die Abelschen Ringe (vgl. das friiher dariiber 
Gesagte). Die §§ IV, V sind vom friiheren (bis auf die Definitionen) fast 
unabhiangig, ihr Inhalt ist die allgemeine Theorie der normalen Operatoren 
(ohne Voraussetzung der Realitéit oder der Beschranktheit) und deren 
Spektraldarstellung. 

Anhang I behandelt die beschr. H. O., Anhang II gibt eine Anwendung 
der Theorie der normalen Operatoren auf Laurentsche und allgemeinere 
Matrizen. In Anhang III wird die Unbrauchbarkeit der iiblichen Definition 
der Matrizenvertauschbarkeit im Unbeschrinkten gezeigt. 


I. Topologisierungen von 9 und 2. 

1. Ehe wir die Topologie von 8 betrachten, wollen wir die etwas 
einfacheren topologischen Verhiltnisse in 9 beschreiben — weniger der 
spiteren Anwendungen halber, als um die Situation in B exemplifizieren 
zu kénnen. 

Wir hatten bisher (wie in E.) nur die folgende Topologie in 9 be- 
trachtet, die als ,starke“ bezeichnet wird*’), und die wir nach Hausdorff 
durch Angabe aller Te eines willkiirlichen Punktes f, von 9 
kennzeichnen wollen: 

Starke Topologie in 9. Sei U/,(f,; «) die Menge aller f mit |f—f,|<e; 
alle U/,(f,,¢) mit « >0 sind die Umgebungen von f,. 

Diese Umgebungen sind somit die Kugelinneren um /,. Daraus, dab 
|f— f,| eine Entfernung ist (vgl. E., Definition 4 und Anm. *’)) folgt sofort, 
daB die vier Hausdorfischen Umgebungsaxiome erfiillt sind (die man in 
jeder Topologie postuliert), und zwar**): 

«) Ein Punkt ist in jeder seiner Umgebungen enthalten. 

B) Der Durchschnitt von zwei Umgebungen eines Punktes umfabt 
gewiB noch eine Umgebung desselben. 

y) Jeder Punkt in einer Umgebung besitzt selbst eine Umgebung, die 
Teilmenge der ersteren ist. 

6) Zwei verschiedene Punkte haben immer zwei elementfremde Um- 
gebungen. 





*) Vgl. Weyl, Dissertation Géttingen 1908, S. 8—9. 

**) Vgl. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, I. Auflage, Leipzig und Berlin 
1914; daselbst wird auf diesen Umgebungsbegriff die ganze Topologie aufgebaut. 
Wir erwahnen, wie Haufungspunkte und Limites zu definieren sind. Ein Punkt ist 
Haufungspunkt einer Menge, wenn jede seiner Umgebungen Punkte der Menge ent- 
halt; er ist Limes einer Folge, wenn jede seiner Umgebungen alle Punkte derselben, 
mit endlich vielen Ausnahmen, enthalt. Man erkennt miihelos: Limes sein, heiBt 
Haufungspunkt von jeder unendlichen Teilmenge der Folge sein. 
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Wir wissen ferner schon aus E., daB die Operationen af, f+g, 
(f,9), |f| im diesem Sinne stetig sind (und zwar f+ gq, (f,g) in beiden 
Variablen gleichzeitig! ). 

In der starken Topologie gilt das sogenannte erste Hausdorfische Ab- 
zihlbarkeitsaxiom**): zu jedem f, gibt es eine absteigende Umgebungsfolge 
derart, daB jede Umgebung von f, eine solche aus dieser Folge umfabt — 


man nehme die U/, (fo; +), n=1,2,.... Hieraus folgert man miihelos: Zu 


jedem Haufungspunkte einer Menge (in 9) gibt es eine Teilfolge dieser 
Menge, von der er der Limes ist. 

Nun ist es auch iiblich, eine andere Topologie in 9 einzufiihren, die 
sogenannte ,,schwache“*°). D. h. gewéhnlich definiert man nur die schwachen 
Limites und nicht die Umgebungen, und zwar so: f,, /,,... konvergiert schwach 
gegen f, wenn fiir jedes feste » (f,,q)—(f,y). Es ist aber leicht, dies 
auf einen Umgebungsbegriff zuriickzufiihren: 


Schwache Topologie in 9. Sei WU, (fo; %y,---» P,» &) die Menge aller f 
mit | (f— ff, 9,)|<4,---»|(f— fh, %,)| < €; alle Uy (fo; 9, ---» Y,» €) mit 
beliebigen —,,..., p, (aus 9, 8 beliebig) und «> 0 sind die Umgebungen 
von f,. 

Wieder erkennt man leicht das Erfiilltsein von Hausdorfis Axiomen 
«) bis 6), sowie die Tatsache, daB ein Limes im Sinne dieser Topologie 
mit dem oben angegebenen schwachen Limes identisch ist. Die Stetigkeit 
von af,f+g (die letztere in beiden Variablen zugleich) ist evident, die 
von (f,g) in f — bei festem g — definitorisch, wegen (f,g) = (g, f) ist 
es also auch in g — bei festem f — so. Aber in beiden Variablen zu- 
gleich ist es nicht der Fall, denn dann wire auch |f|= )(f,/) stetig, 
was nicht zutrifft**). 


Da U,(fy;e) Teilmenge von U,(f,; 9,,---. 9,9) ist (2 B. fir 
e =: Max(|9,|,...,|@,|)) ist jeder Haiufungspunkt bzw. Limes im star- 
ken Sinne auch einer im schwachen — die Umkehrung kann schon wegen 
des verschiedenen Stetigkeitscharakters von |/| nicht gelten. 

Nun gilt in der schwachen Topologie von $ das erste Hausdorfische 
Abzahlbarkeitsaxiom nicht, denn seine wichtigste Folgerung ist nicht erfiillt: 
es gibt eine Menge und einen Haufungspunkt derselben, der fiir keine Teil- 
folge von ihr Limes ist — d.h. die schwache Abg. kann, im Gegensatze 





2®) Vgl. am in Anm. *) a. O., wegen der Separabilitét von 9 (E., §1, Axiom () 
gilt auch das zweite, vgl. ebendort. 

%) Weyl (vgl. Anm. *’)) definiert sie etwas anders als wir. Vgl. 8.9 a.a.0O. 

%) Denn in jedem U/, (fo; 91,---, %s,#) liegen noch f mit |f| = 1: es geniigt f 
zu allen y,,...,@s; orth. und mit dem Betrage 1 zu wihlen! 
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zu dem, was man sonst gewohnt ist, nicht auf Konvergenz-Eigenschaften 
zuriickgefiihrt werden. 

Ehe wir das Gegenbeispiel angeben, erwihnen wir noch: wenn f,, f, ... 
schwach gegen f konvergiert, so sind die |/,|,|/,|,..., nach einer Bemer- 
kung von E. Schmidt, beschrinkt**). Das Beispiel ist die Menge & (wir 
denken uns § als Folgenraum der {z,, z,, ...} realisiert) aller {x,, z,, ...} 
fiir die nur zwei z,,2z, +0 sind, und zwar z, = 1,2, =m (sonst m,n 
beliebig). 0 ist schwacher Haufungspunkt von YW, d.h. bei gegebenen 


x s os ° M4 1 = o 
{ui, uf, ...},..., {t, Ug, ...}, e kénnen wir | Up %| aa |X Up Xp | <e 
p= p= 
. . . £ ae 
({x,,2,,...} aus MW) erzwingen: wir wihlen m so, daB | u,,| < ee |wm|<% 


& 
3m’ see 


| tn| < im gilt. Dagegen konvergiert keine Teilfolge von YW schwach 


gilt (es ist ja up —~0,...,u,;—+0), und dann n so, daB | u,| < 


gegen 0: in einer solchen waren die Absolutwerte, d.i. /1 + m?, beschrinkt, 
d.h. es kamen nur endlich viele m darm vor — fir ein m, miiBte also 


®) Dies folgt auch aus einem allgemeinen Satze von St. Banach, Fund. Math. 8 
(1922), S. 157. Wir geben, der Vollstandigkeit halber, seinen auf den vorliegenden Fall 
spezialisierten schénen Beweis wieder. Sei also /,,/,,... schwach gegen f konvergent; 
es gilt |/,| << c, mit festem c, zu beweisen. Es geniigt |(f,,~)| S¢|¢| (fir alle y!) zu 
zeigen: fir g =f, folgt daraus die Behauptung. Ferner gilt die obige Relation gewiB 
immer, wenn sie fir die » mit |y|=« (e>0) gilt, d.h. wenn |(f,, ¢)| fir alle n 
und alle |g@|=« beschrinkt ist — also erst recht, wenn dies fiir alle |~|<<« der 
Fall ist, d.h. in einer beliebigen Kugel um die 0. Wenn nun alle |(/,,¢)| beschrinkt 
sind, falls @ in einer festen Kugel & (|~—g,|< 4) variiert, sind sie auch in einer 
Kugel um die 0 beschrankt (nimlich | ¢|< 6): dean ein selches @ ist gewiB Differenz 
von zwei Punkten von & (z.B. g,+4q@). Ware also der Satz falsch, so waren die 
\(fa,¢)| im jeder Kugel & unbeschrankt: d.h. cs gibe zu jedem c ein ¢, in R und 
ein n,, so daB |(f, ,@)|>c ist. Aus Stetigkeitsgriinden mu8 dann \(fy» P)| > 
auch noch in einer geeigneten Kugel um g, gelten, die noch als Teil von & gewihlt 
werden kann. 

Und nun sei & eine beliebige Kugel; &’ eine Kugel in &, in der stets |(/,,,¢)|>1 
ist (n’ fest), und zwar sei ihr Radius <1; &” eine Kugel in &, in der stets |(f,»,)|>2 


ist (n” fest), und zwar sei ihr Radius <4,.... Da © vollstandig ist (vgl. E., §1, 
Axiom E) haben alle Kugeln &, 8’, @”,... einen gemeinsamen Punkt 7, und fir 
diesen ist |(f.,%)|>1,|(fw',%)|>2,..., also limes sup |(f,,¢)|=co, entgegen der 
Annahme. — 


Wir bemerken noch: Sei y,, y,,... ein vollst. norm. orth. System. Wenn f,, f2, ... 
schwach gegen f konvergiert, so ist fir jedes w=1,2,... limes(f,, 9.) =(f, 9x), 
n~>o 


ferner sind die |f,| beschrinkt. Diese notwendige Bedingung ist auch hinreichend: 
die Menge der ¢ mit limes (f,,~)=(f,¢) enthalt die y,,9,,..., sie ist offenbar eine 
n->@2 


lin. M., und weil die |/,| beschrankt (also die (f,,y) in y gleichmaBig stetig) sind, 
ist sie abg. (im starken Sinne) — somit umfa8t sie ganz . Damit ist alles bewiesen. 
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unendlich oft m =m, sein, d. h. 2%m_,—=1, trotzdem wegen der schwachen 
Konvergenz nur endlich oft z,,— 1 sein diirfte. — 

Zum Schlu8 sei noch auf den folgenden Umstand hingewiesen. Im 
Innern einer jeden festen Kugel % sind alle f beschrinki, d.h. |f|<c. Sei 
G,, Pq, --. ein vollst. norm. orth. System, dann enthiit jedes L/, (f,; p,,..., P,.@) 
ein U/, (fy; Fy, ---» G,, 6) (soweit namlich beide in & liegen!): Sei — 

=JT8F,,-.. = LAG, und n mit Dar |*,.... Sal" <5 


v=1 ° ven+1 oom +1 
gewahlt, und weiter 6<«:2 Max (Slat|,....2]a2 |). Dann gilt fiir 
vol v=l 
r=1,...,8 und alle f des letzteren U, 


\(f — fe» ®)| Slat |(t— fo ¥,)| + (f— fo» 3 a29,) 


r=1 


SZ |e |d+|f— al) 3 lal<gt+g—4 


d. h. sie gehéren zum erstgenannten U,. Da wir offenbar 4 =< (p= 1,2,...) 


wahlen kénnen, ist somit das erste Hausdorfische Abzahlbarkeitsaxiom 
erfiillt **). 

Bekanntlich ist die schwache, nicht aber die starke, Topologie im 
Innern von & sogar kompakt*‘). Aiso: die starke Topologie geniigt stets 
dem Abzahlbarkeitsaxiom, ist aber weder in ganz 9 noch in ® kompakt — 
die schwache hat in ganz 9 keine der beiden Eigenschaften, in ® dagegen 
beide. 

2. Nach dieser vorhergehenden Orientierung wenden wir uns den (uns 
eigentlich interessierenden) Verhaltnissen in 2 zu. 


Um die Konvergenz einer 0.-Folge A,, A,,... gegen ein A zu defi- 
nieren, verlangt man in der Regel entweder die starke Konvergenz aller 
A, f gegen Af, oder die schwache — des letztere bedeutet (A, /,g)—> (Af, 9) 
fiir alle f,g. Wir haben also: entweder |(A, — A)f| afl fiir alle /, 
oder |((A, — A) yf, 9)|— 0 fiir alle f,g. Dies ist die starke bzw. schwache 
Konvergenz der O. in 2. Wie in 1. fiihren wir diese Konvergenzbegrifie 
auf entsprechende Topologien in 8 zuriick. Wir haben dann: 


Starke Topolopie in B. Sei U,(A,; 9,,---, P,,@) die Menge aller A 
von 8 mit |(A— A,) 9,|<e,. .\(4— Ay) Y,| < €; alle WU, (Ag; Py ---> Py ®) 


38) Da es eine stark, also auch schwach, iiberall dichte Folge in 9 gibt, zeigt 
man leicht die Giiltigkeit auch des zweiten, vgl. Anm. ®). 

*) Alle Aussonderungsmethoden (bei Konvergenzbeweisen) im Hilbertschen 
Raume kommen darauf heraus. 
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mit beliebigen g,,...,g, (aus 9,8 beliebig) und e>0 sind die Umge- 
bungen von A). 

Schwache Topologie in B. Sei U, (Ao; Py; Wy; ---s Pgs Wy &) die Menge 
aller A von B mit |((A — A,)9,, y,)| <<, --., |((A — Ag) @, v,) | < 83 
alle U,(Ag; Pi; Wys«++s Pgs Wys &) mit beliebigen —,, y,,.--,9,,y, (aus 
, s beliebig) und « > 0 sind die Umgebungen von A,. 

Vom Erfiilltsein der Hausdorfischen Axiome «) bis 6) tiberzeugt man 
sich wiederum leicht, ebenso davon, daB diese Topologien auf die oben 
genannten Konvergenzbegriffe fiihren. Ferner ist es klar, daB die Opera- 
tionen aA, A+ B in beiden Topologien stetig sind (die letztere in beiden 
Variablen zugleich). A* ist in der schwachen stetig (wegen ((A — A,) y, y) 





= ((A*— A,)y, ¢)), in der starken nicht (wir iibergehen die leicht angeb- 
baren Gegenbeispiele). AB ist in beiden Topologien in jeder der beiden 
Variablen stetig, wenn die andere festgehalten wird: da8 sie es stark in A 
ist, erkennt man, wenn man 9,,...,y, durch Bg,,..., Boy, ersetzt; daB 
sie es stark in B ist, folgt aus der Stetigkeit des (festen) A; daB sie es 
schwach in A ist, folgt durch Ersetzen von 9,, y,,---, 9,, Y, mit 
Bo,, ¥;,---, Be,, y,; daB sie es schwach in B ist, folgt aus dem vorigen 
sowie AB =—(B*A*)*. In beiden Variablen zugleich ist aber A,B in 
keiner von beiden stetig (auch hier sind Gegenbeispiele so einfach, daB 
wir sie tibergehen). 

Da Uy (Ao; Py, --+> Wy» &) Teilmenge von W/, (Ay; 94, Wy, --+> Pas Yg> 2) 
ist (z. B. fir «=n: Max(|y,|,...,|y,|)), ist jeder Haufungspunkt bzw. 
Limes im starken Sinne auch einer im schwachen — die Umkehrung kann 
schon wegen des verschiedenen Stetigkeitscharakters von A* nicht gelten. 

Das erste Abzahlbarkeitsaxiom gilt in keiner dieser Topologien: denn 
fiir jede gibt es Mengen mit einem Haufungspunkte, der Limes keiner 
Teilfolge derselben ist — wir werden beides zeigen, indem wir eine 
Menge &% angeben, von der 0 starker Hiufungspunkt ist, wahrend keine 
Teilfolge es auch nur zum schwachen Limes hat. 

Zunachst stellen wir aber wieder fest: wenn A,, A,,... schwach (also 
erst recht wenn es stark) gegen A konvergiert, so sind die A,, A,, ... 
gleichmaBig beschrankt — d. h. es existiert ein festes c, so daB fiir alle 
n und f |A,f\<e-|f| gilt. Es geniigt dies fiir schwache Konvergenz zu 
zeigen, wo man es analog zum entsprechenden Satze in 9 beweist**). Hier- 





%) Nach E., Satz 128) geniigt es |(A,f,g)|< C-|f||g| zu zeigen. Dies be- 
weisen wir mit der Methode von St. Banach genau so wie die analoge E. Schmidtsche 
Relation in Anm. *), nur daB die Funktion ¢f,,¢) (von n und @) durch die Funk- 
tion (A, /,g) (von m und f,g) zu ersetzen ist — und die Kugeln &, &’, &”,... (fiir y) 
durch Kugelpaare &, 2, #’, 2’, 2”, 2”, ... (fiir f bzw. g). 
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aus folgt nebenbei, daB AB im Sinne der starken Konvergenz (nicht der 
Topologie!) in beiden Variablen zugleich stetig ist: aus 4,—+ A, B, + B 
folgt A,Bf— ABf und wegen B,f—Bf—-0 sowie der gleichmaBigen 
Stetigkeit der A, A,B, f—A,Bf—+0 — dh A,B f—+ABf also 
A,B, —» AB (alle — im Sinne der starken Konvergenz von 9 bzw. 8). 
Nun geben wir das gewiinschte Gegenbeispiel an. 


A,,,, sei der folgende 0. aus B ( sei wieder als Folgenraum der 


{z,, La, +++} realisiert ) : 
A, . {8 eo Lo) SS MDS 
Yn =m» Yn = M2,, Y, =O fir p+m,n; 


und & die Menge aller A,,,. 0 ist starker Haufungspunkt von Y, d. h. 
bei gegebenen {wu}, uj,...},...,{w, w,,...},e¢ kénnen wir 


rae Se ae |A,, .{ty, Me» ---} | <e, 
also 








¥(u3)* + m* (ug )*< 8, ..) V (tm)? + m®(um)* < é 


erzwingen: wir wahlen m so, daB |u,,| < a oanp (Oe Se 3 gilt (es ist ja 
u;—>0,...,up—0), und dann n so, daB | us|< —-,...,|us|< —— 
/2m y2m 


gilt. Dagegen konvergiert keine Teilfolge von Y& schwach gegen 0: in einer 
solchen miiBte gleichmaBig | A, ,f|<c-|f| gelten, d. h. m beschrinkt sein, 
es kimen also nur endlich viele m darin vor — fiir ein m, miiBte also 
unendlich oft m =m, sein, d.h. (A, a? y)=1, wenn p = yp = {2,, 2,,...} 
mit ,—1, x, =O fir p +m, ist, trotzdem wegen der schwachen Kon- 
vergenz nur endlich oft (A,,,,~, y) =1 sein diirfte. 


Der Umstand, da8 in der starken Topologie A* unstetig ist, ist fiir 
unsere Zwecke manchmal stérend. Wir fiihren daher die starke Doppel- 
konvergenz ein: sie besteht, wenn A,, A,,... gegen A und yy 
gegen A* konvergiert. Aus dem friiher Gesagten folgt: der starken Dop- 
pelkonvergenz gegeniiber sind die Operationen aA, A*, A+ B, AB stetig 
(die zwei letzten in beiden Variablen zugleich). 


Zum Schlu8 zeigen wir: Wenn die A, , stark gegen die A,, (m fest, 
n—» co) konvergieren, und die A, gegen A (n —+ co), und wenn alle A, 
gleichmaBig stetig sind (d.h. ein festes c mit | A, ,f|<c-|f| existiert), 
so konvergiert eine geeignete Teilfolge Ay,,y, stark gegen A (p-— oo). 
Sei nimlich f,, f,,... eine in 9 (im starken Sinne, vgl. E., § 1, Axiom C) 
iiberall dichte Folge. Wir wahlen N, mit 
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1 
| Ay, f, — Af,| < -+9|Ay,f, — Af,| <> 


1 
p’ 
(es ist ja stets A, f—- Af), und M, mit 
; 1 , 1 
|Am,, xpf, a Ay,f,| < °°" | Am,» fp — Ay, fo| <> 


(es ist ja stets A, f—A,f) — somit gilt Ay, w,f— Af fiir alle 
f =f, fs,---, 4 bh. im eimer iiberall dichten Menge in 9. Da aber 
alle Ay,y, sowie A gleichmaBig stetig sind, gilt es dann fiir alle /, 
wie behauptet wurde. Fiir die starke Doppelkonvergenz gilt offenbar 
dasselbe. 

3. Man kann 8 noch auf eine dritte Art topologisieren. Man definiere 
namlich die Konvergenz von A,, A,,... gegen A so: |(A, — A)f| soll fiir 
n— co und alle f gleichmaBig gegen 0 gehen — d.h. <e,-|f| sein, 
c, +0 —, oder auch |((A,— A)/f,g)| soll fiir n—- oo und alle f,g es 
tun — dh. Se,-|f||g| sein, c,—-0. Nach E. (Satz 128)) ist aber 
beides dasselbe, wir nennen es mit naheliegender Bezeichnung gleichmaBige 
Konvergenz: wie wir sehen ist es gleichgiiltig, ob wir die starke oder die 
schwache so verschirfen. Die zugehérige Topologie ist offenbar diese: 

Gleichmafige Topologie in B. Sei U/,(A,; 2) die Menge aller A von 
B mit |(A— A,)f| <e’ < fiir alle f und irgendein festes e’; alle l/, (A,; ¢) 
mit e >0 sind die Umgebungen von A). 

Da8 die Hausdorfischen Axiome «) bis 6) erfiillt sind, ist klar, ebenso 
das Stimmen des hieraus folgenden Konvergenzbegriffes. Auch sieht man, 
daB die Operationen aA, A*,A+B,AB stetig sind (die zwei letzten in 
beiden Variablen zugleich ) **). 

Da U/, (Ay; 9; ---> P,» &) Teilmenge von U/, (A); ) ist, ist jeder gleich- 
maBige Haufungspunkt bzw. Limes auch ein solcher im starken (und so- 
mit erst recht im schwachen) Sinne*”) — die Umkehrung gilt nicht, da 
das erste Abzahlbarkeitsaxiom im Starken und im Schwachen nicht gilt, 
wohl aber, wie wir gleich sehen werden, im Gleichmabigen. 


Da wir uns unter den U/,(A,;¢) auf die U, (45; — 
beschrinken kénnen, gilt das erste Abzahlbarkeitsaxiom. Ubrigens entspringt 
diese Topologie einer Metrik des linearen Raumes 2: wenn wir namlich 


\ 
} a=1,2,..., 


%*) A* darum, weil aus |Af|<c-|/| (far alle f) | A*f|<c-|f| folgt — da 
diese Aussagen mit |(Af,9)|<Se-|f||9| baw. |(A*/,9)iSe-|f||g| (fir alle f,g, 
vgl. E., Satz 12 8)) gleichwertig sind, und (.4*/,g) = (Ag, /) ist. 

8") Aus der gleichm&Bigen Konvergenz folgt, da * fir sie stetig ist, auch die 
starke Doppelkonvergenz. 





Th Fe 


_ 
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als Betrag von A die obere Schranke von | A/| fiir |f|—1 erklaren, d. h. 
das kleinste c, fiir welches stets |Af|<c-|f| ist — er heiBe |A| —, 
dann gelten erstens offenbar die folgenden Relationen: 


jaA|—|a||A|, |A+B/<|A|+|Bl, [4B] <|4||BI, 


also ist |A—B| eine Entfernung im linearen Raume 8 (vgl. E., § I, 
Axiom B, ferner Definition 4 und Anm. *’)), und zweitens ist l/,(A,, «) 
die Menge aller A mit | A — A,|<«: d.h. die gleichmaBige Topologie ent- 
steht aus dieser Metrik. — 

Wie in so ist auch in B innerhalb einer jeden festen Kugel H (wo 
alle A |A|<e geniigen) der Charakter der starken und der schwachen 
Topologie wesentlich verandert: hier erfiillen beide das erste Abzahlbar- 
keitsaxiom. Sei namlich ,, %,,... ein vollst. norm. orth. System, dann 
enthalt jedes U/,(A); 9,,-.--,P,» €) baw. WU, (Ag; Oy, ys -++> Pys Wg» &) ein 
U,( Ag; Fys-++1 Par O) baw. Uy (Ags Fy Fs ---> Py,» GF,» 6): Wir setzen im 





@ co 
ersten Falle y, = Sa; G,, ..., Pp = a G,, und wahlen n mit 
vol r=1 
1:2 2? = | s\3 e? 
Py a, | ae 16 2 ? a | @y < 16 c? 
v=n+1 ¢ r=n+1 ¢ 
sowie 


f/ Sin Sl? 
6Se:2Max| DS \a, 006» ae ). 


v=1 r=1 


Dann gilt fiir r—1,...,8 und alle A des letzteren U/, 


(A—A,)9,|< Sa!||(A—4,)9,|+|(4A—4,) 5 a%@,| 
1 


v= v=n+ 


lA 


~ . 3 s , 8 
P a;|d+2e)/ > |a|\"<3s+5=8, 


vr=1 vr=n+1 


d. h. sie gehéren zum erstgenannten U/,. Im zweiten Falle setzen wir 


co co io 9) @ 
. 1 i- S on 6 om o 
7, = 54, ,, y, = D5, G,, ..., 9, = Sa GF, y, = > 6, G,, und wahlen n 
r=1 v=1 v=1 val 
co @ @ co 
. ii 2 /2 2 2 2 2 2 
mit YS |a|*<", SY |b |?<y’,..., Slalr<yn’, + |b|’<n', wo 
ven+1 v=n+1 v=n+1 ven+1 
7>0 mit 
va oe Bae oe et 
4c Max (|9,|,|/¥,|,--!%,.|,|¥,l)9 + 0° =9% 


, * 2 , n 2 
gewahlt ist, und setzen ferner 6 < «¢: 2 Max (( > |\a}|) — ( 3 |a,!) ). 
\ypmel ’ val 


SchlieBlich sei m =n* und k,,1,,...,k,,,4,, alle Paare 9,0 eS n,ocn. 
Dann gilt fiir r—1,...,8 und alle A des letzteren U/, 
Mathematische Annalen. 102. 25 
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|((A — 4p) 9,2 ¥,) — ((A — 49) 3a G., 3059) 





=|- (4-4), 3 b9.) — ((4—4,)_F alo. vs) 


v=n+1 v=n+1 


+((4—4) 3 ag, ¥ dG) 


v=n+1 venti 








S2e-l,|-V 5 lor*+20-/ SF larl*-|y,| 
v=n+1 v=n+1 


+V Sart F jor 


v=n+1 v=n+1 





< 4¢ Max (|9,|,|,|)n+0°<35, 


|((4— 4) 3 arg, S02G,)| <3 |ay| [05|-|(4— Ay) FF)! 


v=1 


A 


< Slaz||e-3<s, 


=1 


: 


> 
also 


|((A ac A,) Py» y,) | <3 + 


z= 
d.h. sie gehéren zum erstgenannten U/,. Da wir offenbar 6 = 
wahlen kénnen, ist damit die obige Behauptung erwiesen. 

4. Zum Schlu8B bemerken wir: jede Teilmenge )7 von B hat eine 
abzihlbare Teilmenge JY, so daB jedes Element A von 7 Limes einer 
stark doppelkonvergenten Teilfolge von JY ist**). 

Sei )7, die Menge aller A von MM mit |A|<c: es geniigt die Be- 
hauptung fiir alle )7,, M,, ... ma beweisen (sei dann JY bzw. gleich 
N,; Ne, +++), da wit N= NV,+ NV, +... setzen kénnen — somit diirfen 
wir von Anfang an voraussetzen, daB in )/ durchweg | A| < ¢ ist. 

Wir realisieren 9 als Folgenraum (der {z,,2,,...} mit endlichem 


1 
> (p=1,2,...) 


»'|z,|"), dann hat A eine Matrix {a, ,}, indem allgemein 
n=1 

*) Also ist JY in M stark wie schwach iiberall dicht, wir kénnen insbesondere 
M=B setzen. Fir die gleichmaBige Topologie ist dies gewiB faisch, da dort leicht 
eine Menge von Kontinuum vielen A angegeben werden kann, die paarweise die Ent- 
fernung 1 haben. — Wenn wir einer Kugel X gleichsetzen, so kénnen wir in X 
aus der Giiltigkeit des ersten Abzihibarkeitsaxioms (im starken wie im schwachen 
Sinne) leicht auch die des zweiten folgern (vgl. Anm. ®), *)). Wir erwaihnen noch, 
daB die schwache Topologie in K kompakt ist (vgl. Ende von 1. und Anm. ™,). 
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A{a,, Zq, ---} = {9, Hes-->}> 
I, = > 4, , 2, 
wal 
(A ist ja lin. und stetig!) gilt. Sei nun p = 1, 2,... und a{, (u,» =1,..., p) 
irgendwelche rationalen Zahlen, so da fiir alle wu, »—1, 


\a’’, — a,,+| < 5 ist, wir definieren A“ durch 
A® {z., Ma, ---p = {¥,, Har ---}> 


(p) : 
‘ ya” z,, fir »=l1,..., 9, 
_ u=l 


0 , fir die iibrigen v. 


Fiir p= haben wir also: 




















Pp oo 3 
1 4(p) 1, (p) 
\A m — 245, Pp 
a=l 
(p) 
uit Om — omy) Pu — S an, | 
pel glee 


| 


Sag, - Om, |" + & ony” <=+ s |a,., 1. 
h= w=ptl 

Fir p-—-co strebt dies offenbar gegen 0,°°) und dies gilt fiir alle 
m=1,2,.... Wir haben also A”, —-Ag,; ebenso zeigt man 
A®*o —+A*o,. 

Nun betrachten wir alle O. B aus B, deren Matrix {b,,} aus lauter 
rationalen Zahlen besteht, von denen iiberdies nur endlich viele +0 sind 
— sie bilden offenbar eine abzihlbare Menge B,, B,,.... Die A von 
vorhin sind solche B, wir haben also zu jedem A von § eine Folge 
B,,, B,,,-.-, 80 daB B,,f—+ Af, By,f—+A*f fiir alle f= 9,,%,,.... 

Jetzt gehen wir zu ) iiber. Wir untersuchen fiir jedes Paar 
r,p (=1,2,...) ob es ein A von MM mit |B,f— Af|<—, 
|BY f— A*f| <<, fir f= ,,....9,, gibt — wenn es welche gibt, so 


wahlen wir ein solches A aus und nennen es A, ,. Die A, , bilden eine 


abzihlbare Teilmenge JY von ; es soll gezeigt ‘werden, daB sie das Ge- 
wiinschte leistet. 





©) Wei Weil 2 \4mnl" konvergiert. Die Konvergenz aller Reihen $ Lael”, 
m1 
2 lena’ sieht man so ein: Die zweite konvergiert, weil A{0, ---, 0,1, 0, onan 


= {Gn1, 4m2,---} ist, die erste aber infolgedessen auch, wenn man statt A A* be- 
wird). 


trachtet (wobei aus a,» 4, 


25* 
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Sei A irgendein Element von 2, p=1,2,.... Wir bilden die vorhin 
genannte Folge B,,, B,,, ...; fiir diese streben alle | B,, f— Af}, | BX f— A} | 
mit g—+ oo gegen 0 (f=, 9,,---) — wenn wir also n= y, groB genug 


wihlen, so ist |B, f—Af| < 5+ |Baf—A*f| <= fiir alle f=9,,..., p,. 


Daher kann A, » gebildet werden (weil z.B. A so ist), und fiir alle 


. ‘ . oe F ' 1 

f= Py» +++) Pp - IB.f— 4, »f\< = |Brf—Anef| <=> also 
|A, ,»f—Af|< = , | Anpf— Af] - 5 . Wir nennen A, , (auch n hangt 
von p ab!) kurz A,; dann gilt offenbar A,f— Af, AS f— A*f fiir alle 
f=,; P.,--.- Also auch fiir alle Linearaggregate endlich vieler derselben, 


d. h. in einer in § (stark) iiberall dichten Menge; und somit, da die A, 
alle zu JY, also zu MM gehéren und darum (in p) gleichmaBig stetig sind, 
fiir alle f tiberhaupt. Die A,, A,,... sind somit stark doppelkonvergent 
gegen A — sie bilden aber eine Teilfolge von JY. 


II. Eigenschaften von R(/) und ”’. 


1. Wir gehen nun an die Definition der schon in Einleitung 2. er- 
wahnten Operationen R()/) und MM’ heran. 


Definition 1. Eine Teilmenge )/ von 8 heiBt ein Ring, wenn sie 
erstens mit A, B auch aA, A*, A+B, AB enthilt, und zweitens schwach 
abg. ist *°). 

Definition 2. Da der Durchschnitt beliebig vieler Ringe wieder ein 
solcher ist, ist insbesondere der Durchschnitt aller, eine gegebene Teil- 
menge von B& umfassender Ringe ein Ring — der kleinste, der 7 
umfaBt. Er heiBe R(j/7), der von MM erzeugte Ring. 

Definition 3. Sei 7 eine Teilmenge von 8. Die Menge aller A 
von 8, fiir die A und A* mit jedem B von M vert. ist (vgl. Anm. *)), 
heiBe J’. So kénnen auch Iterierte 7”, M"” ... gebildet werden. 

MM’ ist stets ein Ring: daB es mit A, B auch aA, A*, A+ B, AB 
enthalt, ist klar, aber es ist auch schwach abg. — denn wenn A ein 
schwacher Hiufungspunkt von )/’ ist und B zu )M gehért, so folgt dar- 
aus, daB fiir alle A° von 7’ A'B=BA’', A’'*B=BA" gilt und diese 
vier Ausdriicke alle in A (schwach, bei festem B) stetig sind, AB — BA, 
A*B = BA". 

Wenn A zu f und B zu M’ gehért, so sind B, B* mit A vert. 
also A, A* mit B: daher gehért A zu J”. Also ist Mc M”. Ferner 
ist es klar, daB aus Mc NW M’ > NY’ folgt. Wenn wir dies auf 7c MM” 


*°) Man beachte: schwach abg. ist mehr wie stark abg.! 
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anwenden, wird 7’ > MM”; wenn wir aber darin bloB J durch YM’ er- 
setzen, so wird MM’ c M” — also ist M’= MM”. Ersetzen wir hierin 
M durch M’, M”,..., 80 wird: 

M = Mn" = MM =—..., Mae MX = M"o=.... 

Da JY’ stets ein Ring ist und offenbar die 1 enthilt, gilt dasselbe 
fiir 7"; wegen Mc M” ist also (7,1)") <M", dh. R(M,1) cM” 
(also auch R(M) <M”). Wir werden iibrigens bald zeigen (Satz 5), 
daB sogar R(M,1)= M” gilt. 

Wir nennen eine Menge ¥ Abelsch, wenn alle Elemente von ihr so- 
wie deren * miteinander vert. sind — fiir Mengen, die mit A auch A* 
enthalten, z. B. Ringe, geniigt also die Vert. aller Elemente. Abelsch sein 
bedeutet offenbar 7 < MM’; da hieraus MW” < M”” folgt, ist mit )7 auch 
MM” Abelsch; und wegen Mc MM” gilt auch die Umkehrung. Aus 
Mc R(M) <M” folgt, daB auch R()7) mit diesen Mengen gleich- 
zeitig Abelsch ist — also: der Abelsche Charakter ist fiir alle drei Mengen 
M, R(M), M” gleichwertig. 

Sei J” ein Ring. Wenn er Abelsch ist, ist fiir jedes 4 von M 
A mit A* vert., d.h. A normal (vgl. Einleitung 2. bei Anm.**)). Wenn 
er nicht Abelsch ist, so enthalt er zwei unvert. A, B; wir setzen 
A=“, 4st. B,=t, BAe OK die 4, A, 
B,, B, sind H.O. aus J¥ und gewiB nicht alle vert. (wegen A = A, +7 A,, 
B= B,+7B,), also kénnen wir A, B gleich als H.O. annehmen. Dann 
gehért C=A+iB m PM und ist mit C*— A—iB unvert., also nicht 
normal. Also: Ein Ring M7 ist dann und nur dann Abelsch, wenn alle 
seine Elemente normal sind — ein beliebiges )/ also, wenn dies fiir 
R(M) gilt. 

2. Jetzt sollen die Beziehungen der obigen Begrifisbildungen zu den 
P.O. und unitaren O. erértert werden. 


Satz1. MM sei ein Ring, A ein (beschr.) H.O., H(A) seine Z.d. E.*). 





) Die Vereinigungsmenge von JM mit der 1. 

4) In E. (Definition 17) wurde eine Z.d.E. als eine Schar von P.O. E(A) 
(—oo<l<co) mit den folgenden Eigenschaften definiert: 

«) Wenn 4< uy ist, so ist H(A) Teil von E(x). 

B) Wenn 4>A,, 4-+4,, 80 gilt fir jedes f B(A)f + H(A) f. 

y) Wenn 4-+ —oo oder ++ 00, s0 ist stets H(A)f +0 bzw. +f. 
[Alle Konvergenzen, wie stets in E., stark. Wir wiirden jetzt fir #) sagen: H(A) ist 
in der starken Topologie von 8 eine nach rechts halbstetige Funktion von 1; und 
fir y): es kann fir 4= +00, in der starken Topologie von B stetig als 1 bzw. 0 
definiert werden.} Die Z.d.E. E(4) gehért zum (nicht notwendig beschr.) H.O. A 
(vgl. E. Satz 36), wenn weiter gilt: 


(Fortsetzung der FuGnote **) auf nichster Seite.) 
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A gehért dann und nur dann zu )/, wenn alle Z(i), 4<0, und 1— E(A), 
4>0, zu M gehéren. Wenn )/ die 1 enthalt, kénnen wir einfacher sagen: 
wenn alle H(A) zu Mf gehéren. 


Beweis. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten; betrachten wir 
also diese. 

Zunachst ist die Bedingung hinreichend. Es mégen nimlich alle 
E(4), 4<0, und 1—#(d), A420, m M gehoren, und —cSicc 
sei das in Anm. **) erwahnte Intervall, auBerhalb dessen H(i) gleich 0 
bzw. 1 ist. Sei K, eine Kette von Zahlen von —c bis c: 
—e=A<i<...<4,_,<A4,=c, mit eimer Maschenweite <<, d. h. 
4,—4,_,Se fir »=1,2,...,n (e€>0), und in der die 0 vorkommt 
— etwa 4,=0. Dann gehért 


A*™ = SA, (E(4,) — E(A,_,)) 


v=1 


m—1 n 
= SA, (E(4,) — E(4,_,))+ S A, ((1 — E(4,_,)) —(l—E(/,))) 
rm+ 


y= 


auch zu JY, und es ist 


(A™f,9) = 34,((B(,) f. 9) — (B(,_1) f. 9). 


Spektralform. A/f hat dann und nur dann Sinn, wenn 


fal Bayt? 


endlich ist (Stieltjessches Integral, da der Integrand stets >0 ist, und der Ausdruck 
hinter dem d, wie sich zeigen la8t, nie abnimmt, ist das Integral endlich [konvergent| 
oder +o [eigentlich divergent] — nun soll das erstere zutreffen). Ist dies der Fall, 


so gilt fiir alle g 
(Af,9) = f4d(BMf,9) 
(das Integral konvergiert absoiut). 


In E. wurde festgestellt, daB die sogenannten hypermax. H.O. solche Z.d.E. haben, 
und nur diese —- dabei entsprechen sich alle hypermax. H.O. und alle Z.d.E. ein- 
eindeutig. Dies war die Verallgemeinerung der Hilbertschen Spektralform ins Un- 
beschr. (vgl. E. Satz 36). 

Fir beschr. H.O. A ist die Z.d.E. stets vorhanden (dies ist das Resultat der 
Hilbertschen Theorie, vgl. auch E., wo sich zeigt, daB alle beschr. A hypermax. sind, 
Satz 48, a), 8)). Fir die Z.d.E. dieser H. O. ist es aber charakteristisch, daB sich 
die Eigenschaft y) dahin verscharfen l48t, daB H(A) fiir geniigend kleine bzw. groBe / 
tiberhaupt konstant ist — also gleich 0 bzw. 1. Wenn dies etwa fir 4< —c bzw. 


A>c eintritt, so kénnen wir also alle { durch f ersetzen (und y) ist von selbst erfiillt). 


Diese Kennzeichnung der Beschr. ist eines der Resultate der Hilbertschen Theorie, 
wir werden sie aber — lediglich der Vollsténdigkeit halber — im Anhang I kurz 
begriinden. 
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Mit «—-0 strebt dies fiir alle f,g gegen J id(E(A) f, 9) =(Af.g), 


d.h. A ist schwacher Limes der A**.‘*) Also auch schwacher Hiufungs- 
punkt von )/ — somit gehért es zu MM. 

Weiter ist die Bedingung notwendig. Es gehére jetzt A zu 7; dann 
gehéren auch A, A*, A*,... dazu, und alle ihre Linearaggregate — d. h. 
alle p(A), wo p(a) jedes Polynom mit p(0)=0O sein kann. Man be- 
weist leicht: 


(P(A) f,9) = J p(4)d(B) fF, 9). “) 


Fiir 4,< 0 wahlen wir em «>0 und p,(x) den Bedingungen 


l—e<p(z)<l+e fir -csgrsi, 
—e<p(z)<1+e fir ASrsite,? sowie p,(0)—0 
—e<p,(4)<e fir 4+el27<e, 


entsprechend (man erkennt miihelos, da8 dies méglich ist). Dann ist fir 
jedes f und g 
ho 


(p,(A) f— Bay) f, 9) = J p,(4) a (Ea) f, 9) — J a(B A) Tf, 9) 
Agt+e 


~ f(a) -1)4 a(B (a) f.9) + J p,(4)a@ A) f9) +, f w(a)a(BOF9). 


—e¢e 


In diesen drei Integralen sind die Integranden bzw. absolut < ¢, 1+-e, e, 
wir kénnen daher mit Hilfe der Abschatzungsmethode aus Anm. **) 





4%) Es ist sogar gleichmaBiger Limes derselben. Denn wenn f(4) durch f,(4) =/, 
fir 4,_,<AgSA, definiert wird, so ist 


(A® 7,9) =ff(2)a(BOS,9), (Af.9) = fa(BWf,9), 


((A¥*— Ayf,g) = f (fd) — 2) a(BODF,,9). 


Nun ist stets |f,(4)—4|<S¢, hieraus folgt wegen 





\(B(u) f,9)— (BO f,9)| SV | B(H) f\*— |B) f|* VB (a) 9 |? |B) |" 
(vgl. die in E. beim Beweise von Satz 36) durchgefiihrte Abschitzung) 
|\(A**— Af, 9)|Se-lf\\gl, 


also (vgl. $1.3.) | A**—A|<e. Damit ist alles bewiesen. 

“*) Die Rechnung entspricht in allen Einzelheiten der in E. Anhang I (beim 
Beweis von Satz 14*) fir unitére O. ausgefiihrten. Der Kunstgriff geht auf F. Riesz 
zuriick. 








< 


S 


lA 


| f\|g) + V|B(a) +e) f[*— | (a) fl? VIB (4+) 9|*—|B(a) 91" 
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€+|B(dq) f| | E (do) g| + (+e): V| Bo +e) f|/°—|£ (a) f|* V | B(4g+e) 9|*—|B (a )g/ 








+e-V[f?—|B(a+e)f? Vig*—|B+e)9|* 








‘fl lg| + V|B(a.+ €) f[°—|B(49) f|*| 9 


schlieBen. Da dies fiir alle g gilt, so folgt daraus **) 


|p,(A) f — B(dq) f| Se-|f| +V\B (4+ e)f|*— |B (dQ) f; 

was mit «—+ (0 gegen 0 strebt. Somit ist fiir «—-0 (etwa in der Folge 
e=1,5,3,---) p,(A)f—~ E(4,)f (stark in 9!) fiir jedes f — somit 
konvergieren die p,(A) stark (in B) gegen H(A). Also gehért H(A,) 
zu M. 

Fir 4>0 wahlen wir Polynome g,(z) mit 

—e<q,(z)<e fir -—cirsi, 

—e<q(z)<1+e fir Ag StSAyt+e, 2 sowie g,(0)—0 

l—e<q,(z7)<1l+e fir 4A+eLirKSe, 


(auch dies ist ohne weiteres méglich), und erkennen dann durch ganz 
analoge Betrachtungen wie vorhin, daB die g,(A) fiir e—- 0 stark (in 2) 
gegen 1—E(A,) konvergieren. In diesem Falle gehért also 1 — E(A,) 
zu M. 

Damit ist alles bewiesen. 

Satz 2. Sei J ein Ring, 7”, MW“ die Menge aller P.O. bzw. aller 
unitdéren O. aus Jf. Es ist stets R(M7)—M; MM” ist leer, wenn 
1 nicht zu M gehért, im entgegengesetzten Falle aber ist R()“) = M. 

Beweis. Nach Satz 1 sind zwei Ringe /, WY identisch, wenn 
M? = NY’ ist — denn sie enthalten dieselben H.O., also iiberhaupt die- 
selben O., da fiir die Zugehérigkeit eines beliebigen 0. A die der zwei H.0O. 

. . 

A+A A;} charakteristisch ist. Nun ist W7c M, R(M?) RM) =, 
(R(t?) M?, und andererseits R(M7)>M?, (R(M’))> mM’. 
Also gilt (R()17))? = M?, dh. R(M7) = M. 








*5) Wie in E., Beweis von Satz 36 (vgl. die vorhin zitierte Anm.**)) wird hier 
die Ungleichheit 





Va, 0, +...+ Va, Vb, < V(a, +... +a) (0+... +6,) 


angewandt. 
) Man setze g= p,(A)f— E(A,)f. 











ami. fia 4a ew Aan 
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Wenn U ein unitares Element von JY ist, so gehéren auch U* und 
UU*=1 m PM; wenn also 1 nicht dazugehért, so ist J/” leer. Gehore 
nun 1 zu M&M. Erstens ist M“c M, R(M"\)< R(M)=M. Zweitens 
gehére E zu M P , dann gehéren Z,1 und somit 2H —1 zu YM; dieses ist 
aber unitar, weil Z ein P.O. ist *’), gehdrt also zu YW“. E=}((2E—1)+1) 
gehort daher zu R(“), und hieraus folgt: M7?c R(M"), 
R(M’)< RM"), also R(M)>M. Damit ist R(M")=M 


bewiesen. 


3. Sei J eime beliebige Teilmenge von 8. Wir betrachten alle /, 
fiir die bei jedem A von M Af=0, A*f=0 gilt — diese bilden offen- 
bar eine abg. lin.M. Der P.O. ihrer Komplementaren (vgl. E. Definition 12) 
heiBe Z,: Zugehérigkeit zu ihr wird also durch H,f=0 gekennzeichnet. 
Wir definieren : 


Definition 4. c B sei beliebig. Der soeben konstruierte P.O. £,, 
fiir den E,f—0O damit gleichwertig ist, daB fiir alle A von WM Af=0, 
A*f=0 gilt, heiBe die Haupteinheit von )/. Wir zeigen zuerst: 


Satz 3. Fiir alle A von MM, ja von R()/), gilt LLA—=ALEZ,=A. 


Beweis. Gehére A zu MM. Da identisch H,(1— H,)f=0 ist, ist 
A(i—E,)f=0 — also A(1—EZ,)=0, A=AE,. Durch Anwenden 
auf A* folgt ebenso A* = A*E,, und wenn wir hierauf * anwenden, 
A= E,A. 


Betrachten wir nun alle A mit H,A = AE,= A. Sie bilden offenbar 
einen Ring, und dieser umfaBt, wie wir sahen, )/ — also ist er > R()/), 
womit alles bewiesen ist. 


Satz 4. EH, gehért zu ”’ und m YM”. 


Beweis. DaB alle A von M mit Z, vert. sind, sahen wir schon, 
ferner ist Eo — Eo — also gehért Z, zu MM’. Gehére nun B m MM’. 
Wenn £,f = 0 ist, so ist fiir alle Avon / Af=0, also BAf= ABf=0, 
und ebenso A*f=0, also BA*f=A*Bf=0 — dh. E,Bf=0. Da 
identisch H,(1— H,)f=0 ist, haben wir also H,B(1—£#,)f=0, dh. 
E,B(i—#,)=0, E,B=£H,BE,. Wenden wir hierauf * an und er- 
setzen wir B durch B* (das ja auch zu M’ gebért), so wird BE,=— H,BE, 
— also E,B = BE,. Dies gilt fiir alle B von JM’, also gehért HZ, auch 
uM. — 


Nun beweisen wir den schon in der Einleitung 3. angekiindigten Satz. 


Satz 5. R(J)/) ist die Menge aller A von /” mit H,A= AE, =A. 


*) Es ist (22—1)*=2E-—1, (2E-—1)*=48*—48+1=1. 
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Beweis. DaB R()/) Teilmenge der genannten Menge ist, wissen 
wir schon; es ist nur zu zeigen, daB alle derartigen A wirklich zu R()/) 
gehoren. 

Seien ¢,,..., p, irgendwelche Elemente von 9, die wir fiirs Folgende 
zunachst festhalten, k =1,2,.... Gleichzeitig denken wir uns noch einen - 
Hilbertschen Raum § gegeben, und wir wahlen in § k unendlichviel- 
dimensionale abg. lin. M. 9,. BAe 9, aus, die zueinander orth. sind und 
zusammen die abg. lin. M. 9 aufspannen**). Die §,, ..., ), sind somit 
selbst Hilbertsche Raume, also mit  isomorph**) — seien I’,,..., I, iso- 
morphe Abbildungen von © auf bzw. 9,,..., 9,. 

Wir ordnen jetzt jedem A von § den Punkt I’, (Ay,)+...+I,(A¢,) 
in § zu™), er heiSe Bildpunkt von A. Sei 2 die Menge der Bildpunkte 
der A von R(M), offenbar eine lin. M., und IM ihre abg. Hiille (stark 
in !), also eine abg. lin. M. Der P.O. von WM heiBe Z. 

Wenn A ein beschr. O. in © ist, so gibt es offenbar einen und nur 
einen beschr. 0. A in 9, fiir den 


A(I,f, ++. +I, h) =0, (Ah) +--- +0, (Af) 


gilt (vgl. Anm.*)). Es ist offenbar A* — A*. 

Nun gehére B zu R (7). Wenn f zu Q gehért, so ist f =I',(Ag,)+... 
+I,(Ag,) fiir ein A von R(M). Bf=T,(BAg,)+...+T,(BAg,), 
und da BA auch zu R(M) gehort, gehért Bf auch zu &. B bildet 
also 2 auf einen Teil von sich selbst ab — somit erst recht M. Jedes 
Ef liegt in M, also auch jedes BE /, somit gilt identisch FE BE f— BE, 
dh. EBE=BE. Wir ersetzen B durch B* (das ja auch zu R(M) 
gehért) und wenden * auf diese Gleichung-an; wegen B* = B* ist dann 
EBE—EB; aso EB=BE. 

Fassen wir E naher ins Auge. Es ist offenbar 


E(l,(f) +--- +0, (h)) =Ti(g,) +--- +(e): 


wobei die g,,...,g, lin. und stetig von den f,,...,f, abhangen. Also ist 
9= Ey, f+---+Byf, (b=1,...,8), wobei die £,, (1,j=1,..., k) 








**) Zur Terminologie vgl. etwa E., § L Die gewiinschte Konstruktion erfolgt 
so: Sei ¢,, %,,... ein vollst. norm. orth. System, wir fiihren darin eine Doppel- 
indizierung %,,, [=1,...,k, m=1,2,..., ein. Sei S, die von $;, Gs, ... auf- 
gespannte abg. lin. M. (J=1,...,%) — diese §,, ..., Oy leisten alles, was wir ver- 
langten. 

“) Vgl. E., Einleitung II. 

%) Tif, +...+Ikf, durchliuft offenbar ganz 9, und zwar genau einmal, wenn 
f,, ---> fe unabhangig voneinander § durchlaufen. 
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lauter lin. stetige O. in 9 sind™). Daher gilt 
EBf=EB(r,(f,) +... +0, (f)) = E (0, (Bh) +... +P, (Bf)) 
=T,(£,,Bf+...+8,,BA)+..-+0,(2,BF4+...+4,,Bf,), 
BEf=BE(r,(f,) +--- +1, (fh) 
= Br (By, f,t+-.- + Bysh) +--- +T, Buh t---+ Bah) 
=I, (BE,,f, +... + BE, f,) +... +0,(BEyf, +... + BEuh)- 
Also muB 
E,, Bf, +...+ 8, Bf, = BE,,f,+...+BH,,h,.-- 
E,,Bf,+...+8,,Bf, = BE,f, +..-+ BE, f, 
sein — d.h, allgemein £,,B = BE,,. Da B jedes Element von Y sein 


d 


kann, und dabei noch B, B* zu R(M) gehéren, also mit E;, vert, sind, 
gehéren alle Z,, zu M’. a 
Die Zugehérigkeit von f =I, (f,)+...+1,(f,) mu M ist durch 
E f =f charakterisiert, d. h. 
E (0, (f,) Feet I’, (f,)) = lr, (fy) a ee I, (f,)> 
P(A, f+ wiitalis + E,,f,) . fab 7 l, (By A, + nab + Exx fy) 
=Dy(A)+--- + T(h), 
(E,,—1)A+..-+8f,=9,.... ByAt+---+(B,,—-l=0. 
Und wenn f der Bildpunkt von A ist, f= I',(Ay,)+...+T,(Ag,), so 
haben wir die Bedingung: 
E,, —1)Ag,+...+ 2, Ap, =9, ..., H,, 49, +... +(B,,—1) Ap, = 9. 
Gehért insbesondere A zu )/”, so daf, es mit allen Z,, (da diese zu )’ 
gehéren) vert. ist, so wird hieraus 
A[((E,,—1)9,+ ay i E., Px] =0, ee A[E,,9,+ on + (E,,—1) 9%] = 0; 
d. h. wir haben Bedingungen von der Form 
Aw,=0,...,A4a,=0, 


mit festen @,,...,@,. 

Fiir jedes A von )M@ gehéren A, A* zu R()M), also ihre Bildpunkte 
zu WW, ferner gehéren A, A* auch zu ” — also ist Aw, = A*w, =... 
= Aw, = A*w,=0. Daraus folgt (Definition 4) Z,w, =... = Z,o,=0. 
Wenn also A nur zu J” gehért, aber dabei Z, A =A E, = A gilt, so haben wir 

Aw, = AE,w,=0, ..., Aw, = AE, ow, =0, 





1) Es ist, wie man leicht ausrechnet, E,,=T;-* Ps, BY, und umgekehrt 
~ k : 
os -i pp. 
Bm 2 Fi Rti P5,- 
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d. h. der Bildpunkt von A gehért zu M. Somit gibt es fiir jedes «> 0 
ein A’ von R()/), dessen Bildpunkt (das ist der allgemeine Punkt von <) 
von demjenigen von A eine Entfernung < « hat, das hat aber wegen 


[T,(4'g,) +--- + 1, (4"g) — 1, (49) —--- -—T (Ae) |? 
=|I, ((A’— A) ¢,)+..-+1,((4’ —A) ¢,) |” 
=|I,((A’— A) ¢,)|*+...+|I,((4’— 4) 9,)|* 
|(4’— A) y, |? +... +|(4’— A), |* 
die Konsequenz |(A’ — A) p,|<e, ..., |(A’—A)o,|<e. D.h: A’ gehort 
zur starken Umgebung U/, (A; ¢,,..., 9,,€) von A. 
Da nun 9,,...,9, und «>0 ganz willkiirlich waren, ist A starker 


Haufungspunkt von R()7), und da dieses als Ring sogar schwach abg. 
ist, gehért A dazu. 


Damit ist alles bewiesen. — 

Aus dem Beweise von Satz 5 la8t sich noch herauslesen: 

Zusatz. Wenn eine Menge )/ von den Ringeigenschaften «), 8) der 
Definition 1 wohl «) besitzt, an Stelle von f) aber nur die folgende, 
weniger weitgehende: wenn A, A* starke Haufungspunkte von JY sind, so 
gehért A zu Mf (dies ist weniger als die starke Abg., und erst recht als 
die schwache) — so ist sie denoch ein Ring. 

Beweis. Beim Beweise von Satz 5 wurden von den Eigenschaften 
von FR(M) nur die folgenden beniitzt: es ist > M, < MM”, in ihm gilt 
stets H,A = AE, = A, mit A, B gehéren auch aA, A*, A+B, AB dazu, 
und unter diesen Primissen wurde gezeigt, daB jedes A von MM” mit 
E,A=AE,=A starker Haufungspunkt von R()/) ist (die starke Abg. 
von Ff (7), die wir nur brauchten, um hieraus zu folgern, daB A dazu 
gehért, soll jetzt nicht herangezogen werden). Bei unserem )/ kénnen 
wir daher K(.)7) durch ) selbst ersetzen, dann haben wir: jedes A 
von J” mit AE,=H#,A=A< ist starker Haufungspunkt von /. Da 
mit A auch A* so ist, ist A* auch starker Haufungspunkt von M. 
Nach der (bisher unbenutzten) zweiten Hialfte der Annahme gehért also 
Am MM. 

Aus Satz 5 folgt daher R()/) < M, d.h. R( MM) = M, also ist M 
ein Ring, wie behauptet wurde. — 

Fiir Mengen mit der Ringeigenschaft « (Definition 1) ist also starke 
und schwache Abg. gieichwertig. Dasselbe zeigte in 9 E. Schmidt fiir die 
lin. M.**), unser gegenwirtiges Resultat ist ein Analogon dazu in 8. 


#) Vgl. Rend. d. Circ. Mat. d. Palermo 25 (1908), S. 57—73. 
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4. Wir haben soeben R()/) mit Hilfe von Z, und MM” gekenn- 
zeichnet ()¥ sei wieder eine beliebige Teilmenge von 8), nun wollen wir 
E,, M” auf R()) zuriickfiihren. 


Satz 6. EH, gehért zu R()/), und zwar ist es der gréBte P.O. in 
R()1), im dem Sinne, daB jeder P.O. aus R()/) Teil von Z, ist. 
Beweis. Da E, m J” gehért und E,E,=E, ist, gehért es zu 


R(MM) (Satz 5). Wenn £ ein P.O. aus R(J/) ist, so ist EE, = E, 
d.h. # Teil von H, (E., Satz 17). 


Satz 7. MM” ist die Menge aller A-+-a-1, oder auch die aller 
A+a-(1— £,) (A aus R( J), a komplex). 

Beweis. Da E, um JM” gehért, bedeutet beides dasselbe; wegen 
R(M)< MM", 1 aus MM”, ist es klar, daB die genannte Menge < ” 
ist — es bleibt zu zeigen, daB jedes B von J” die Form A + a-(1— £,), 
A aus R( 7), hat. 


Mit Z,, B gehért auch H,B=BE,=A m M” (da E, m M’, 
B m MM” gehért, sind sie vert.!), dabei ist E,A—=E}B=E,B=A, 
AE, = BE; = BE,=A. Nach Satz 5 gehért also A zu R(M). C=B—A 
gehért also auch zu J”, und es ist E.C=HE,B—H,A=A—A=0, 
CE,=BE,—AE,=A—A=0. Wenn wir hieraus C=a-(1— £,) 
schlieBen kénnen, sind wir am Ziele. 

Sei F ein P.O., der Teil von 1— Z, ist. Dann ist F zu £, orth. 
(vgl. E., Satz 17), dh. Hy, F= FE,=—0. Fir jedes A von R(/) ist 
somit FA= F.-E,A=0, AF=AE,-F=0, d.h. A, F vert. — also fiir 
jedes A von MM A, A* mit F vert., di h. F gehért zu 7’. Somit sind 
F,C vert. Zusammen mit E,C = CE,=0 folgt daraus das gewiinschte 
C=a(l1— £,).*) - 

Zum SchluB zeigen wir noch: 


Satz 8. Die 1 enthaltenden Ringe, die 7 mit M=_M””, und die 
Mengen JY’ sind untereinander identicch. 


8) Dies zeigt man so: Sei E,f=0, f+0. Wie man sofort einsieht, gehért zu f 


nach Fg = : 5 (9: f)-f ein P.O., und zwar folgt aus E,f=0 E,F=0, d.h. E,, F sind 
(Oh) f= arf. Nun 


wollen wir zeigen, da®B die Zahl a, fiir alle f dieselbe ist. a,=a., (c+ 0) ist klar, 
d.h. ay=a, fir lin. abhangige f,g. Sind diese aber unabhingig, so haben wir 
C(f+9)=a+9-(f+9), C(f+g9) =Cf+Cg=a,-f+a,-g, (a7—Gr49)- f+ (a, —4749)-9 =, 
also ay=a,=ar,,. Also ist a,=a wirklich konstant, Cf=af fir E,f=0 (f+0 ist 
offenbar unwesentlich ). 

Da identisch £E,(1—HZ,)f=0 ist, gilt fir alle f Cf=Cf—CH,f=C(1—E£,)f 
=a(1—£,)f, also ist C=a(1—£,). 


orth. — also F,C vert. Somit ist Cf=CFf=FCf=— 
| 
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Beweis. Wenn ein Ring (7 die 1 enthilt, so ist fiir seine Haupt- 
einheit Z, Z,—H,1—1, und da fiir jedes A dann H,A=1A=A, 
AE, = A1=A gilt, R(M)=M”" (Satz 5), db. = MM”. Wenn ein 
M der Bedingung = M” geniigt, so ist M— VY’ mit Y= M’. Jede 
Menge JY’ ist Ring und enthilt die 1 (vgl. Anfang von 1.). ; 

Damit ist die Gleichwertigkeit unserer drei Kriterien erwiesen. 


Ill. Die Abelschen Ringe. 

1. Da8 unter Voraussetzung der Ringeigenschaft «) (Definition 4) 
schwache und starke Abg. dasselbe ist, sahen wir schon. Wir betrachten 
nun Abelsche Mengen, und wollen zeigen, daB hei diesen die Abg.-Eigen- 
schaften noch weiter abgeschwacht werden diirfen. 

Sei 7 eine zunichst beliebige Menge < 8, indem wir auf ihre Ele- 
mente die Operationen aA, A*,A+B,AB (beliebig, aber endlich, oft) 
anwenden, entsteht die Menge r()/) — die offenbar <c R()7) und > M 
ist. Wenn wir zu r(/) alle A hinzufiigen, fiir die A und A®* starke 
Haufungspunkte von 7()/) sind, entsteht so eine Menge r,()/), die 
Cc R(M) und > PM ist, infolge der Symmetrie der Definition mit A auch 
A* enthalt, und mit A, B auch aA, A+B, AB enthilt (weil r()/) es 
tut, und diese Operationen im Sinne der starken Topologie stetig sind — 
AB czwar nur in jeder Variablen fiir sich, fiirs Vorliegende geniigt aber 
dies, wie man leicht einsieht). Wenn B und B” starke Haufungspunkte 
von 7,()/) sind, so sind sie auch solche von r(J/) (denn r, ()/) be- 
steht aus Haufungspunkten von 7()/)) — daher gehéren sie zu 7, ()/). 

Der Zusatz zu Satz 5 ist also anwendbar: », (7) ist ein Ring, woraus 
r,(J7) = R(M) folgt. Durch Hinzufiigen aller starken bzw. aller schwa- 
chen Hiaufungspunkte entstehe aus r()7) bzw. r,(J7), 1"5()7). Dann 
ist 7,(M)Cry(M)Cry(M)CR(M) klar, also r,()=1r,(M) 
=r,(M) = R(M). 

Wenn nun )/ Abelsch ist (d.h. alle Elemente von )/ sowie deren * 
miteinander vert. sind), so geniigt eine noch geringere Erweiterung von 
r( MM), um R()7) m erhalten, namlich: 

Satz 9. Wenn & Abelsch ist, so entsteht R()/) aus r()/) bereits 


durch Hinzufiigung aller Limites stark doppelkonvergenter Teilfolgen des- 
selben °'). 


Beweis. Nennen wir diese Menge 7()/7), daB sie Cc R()7) und 
> M ist, ist klar, ebenso daB sie mit A,B auch aA, A*,A+B,AB 


5) Dies ist schon darum eine wesentliche Verscharfung, weil weder in der star- 
ken noch in der schwachen Topologie das" erste Abzihlbarkeitsaxiom gilt — d. h. 
jeder Haufungspunkt auch Limes ist (vgl. $1, 2.). — Ob dieser Satz auch unabhingig 
vom Abelschen Charakter von YM gilt, konnte nicht entschieden werden. 
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enthalt (weil »()7) so ist, und diese Operationen im Sinne der starken 
Doppelkonvergenz stetig sind). Wenn also ¥()/) stark abg. ist, so ist es 
ein Ring (Zusatz zu Satz 5), und daher = R(/). Nur die starke Abg. 
ist also zu beweisen™). 

Wenn A starker Haufungspunkt von 7()/) ist, so ist es einer von 
R()1), gehért daher zu R( JV) — und ist somit normal (§ I, 1.); bei 
beliebigem ¢,,...,,,€ >0 gibt es ein A’ aus F()/) in U/, (A; 9,,..., 94,8) 
d. h. mit 

|(A’ — A) ¢,| <e, ..., |(A’— A) Y| <2, 
da A’ zu *()/) gehért, ist es auch normal. Obendrein sind A, A*, A’, A’* 
als Elemente von R()/) alle vert. Wir setzen 


1 1 1. ’ ’ 
3(4+4*°)=B, 5,(A—A*)=C, 5(4'+A4"*)=B’, 
1 , t* , 
H(4’— 4") =", 
dies sind dann lauter vert. (beschr.) H.O., und zwar B’, C’ aus r()/), 
ferner ist A’— A = (B’— B)+i(C’—C). 
Wenn nun B,, C, zwei vert. (beschr.) H.O. sind, so ist 
|(B, +#0,)f|° =| Bt | + (By 60,f) + (Gf, Bf) +|#O,¢|? 
=|B,f |? + (— tC, Bf, f) + (¢B,C,f 1) + Gf)? =|B rl? +1 Or", 
woraus auf Grund der friiheren Ungleichheiten 


|(B’ — B)¢,|<e,...,|(B’— B)g,|<e 
und 

|(C’ — C)¢q,| <e,...,|(C’ —C)o,|<e 
folgt. Wir bezeichnen Max (|B|,|C|) mit c und Max (| B’|,|C’|) mit c’, 
dh. es ist stets | Bf| <e-|f|,|Cf| <e-|f|, |B’f|<Se’-|f|, |\Cr|<e’-| fl. 
Wiahrend c fest ist, hangt c’ von 7,,..., m,, ¢€ ab — indem wir beide even- 
tuell vergréBern, nehmen wir c’ >c > 0 an. 

Jetzt soll das Verhiltnis von B, B’ naher untersucht werden. Sei 

p(x) ein Polynom mit den folgenden Eigenschaften: 


—c <p(2)<{ ee fir —c’<rs-c, 


ae 48 
; \<p(2)<{ p fir —e<2< c, 
—6¢ 


om & 





5}<P(2) < c fiir éfe8 ¢, 
c¢— 


55) Man beachte: es ist nicht einmal die Abg. von 7 (/) im Sinne der starken 
Doppelkonvergenz selbstverstaindlich. 
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wobei wir tiber 56> 0 noch verfiigen werden. Man sieht: fiir |xz|<c 
ist |p(x)—a2\ <4, fiir |z|<c’ ist |p(z)|<c, fiir |z|,|y|<e’ ist 
| p(x) — p(y)|<|z—y|+26 also (p(x) — p(y))*— (x —y)*< 8e’6 + 0° 
Wir wahlen nun 6 so, daB in der ersten Ungleichheit | p(2) — z| < « und 
in der letzten (p(x) — p(y))* — (x — y)* < e* gilt (p(x) hiangt von c’,d,¢, 
also mittelbar und unmittelbar von ¢,,..., p,,€ ab). 

Aus einem Satze von F. Riesz (vgl. E., Anhang II, Satz 3*, 4*) folgt 
fiir alle f |p(B)f— Bf|<e-|f|, ebenso |p(B’)f|<e-|f|. Ferner ist 
das Polynom e«*+(2—y)*—(p(x)—p(y))*=q(z,y) im Quadrat 
\z|,\y¥|<ec’ stets >0, hieraus und aus der Vert. von B, B’ sowie 
|B|,|B’|<c’, kann man vermdége eines Analogons des soeben benutzten 
Satzes — auf welches wir gleich zuriickkommen werden — folgern, dab 
der H.O. q(B, B’) definit ist. D. h.: 


(q(B, B’)f,f)=0, ((p(B’)—p(B))*t, 1) <((B’ — B)*t, f)+e(6 1), 
|(p(B’) — p(B)) rf)? <|(B’—B)rf|*?+e*\f|*. 
Fiir f= 9,,.--, ~, haben wir also 
(p(B’) — p(B))y,| Sell + |e. 
Zusammen mit der friiheren Ungleichheit ergibt das 
(p(B’) — B) y,| <e(|p,|+11+|9,)*). 
Wenn wir also «= 7 ;, Max A \y,| +41 re |, |?) setzen, 7 > 0 beliebig, so 
liegt p(B’) in U,(B; ¢,,.--,~,,9)- Dabei ist, wie wir sahen, | p(B’) | <¢ — 
d.h. B ist starker Haufungspunkt des in der Kugel |B” | <c liegenden 
Teiles von »()7), und zwar der H.O. darin. Dann ist es aber (§ I, 3.) 
auch Limes einer stark konvergenten Folge dortselbst, welche — da es 
sich ausschlieBlich um H.O. handelt -—- sogar doppelkonvergent ist. D. h.: 
B gehért zu F(). 

Genau so zeigt man, daB auch C dazu gehért, also auch A = B +- iC, 
womit alles bewiesen ist. 

Es bleibt noch iibrig, den vorhin iibergangenen Beweis der Verallge- 
meinerung des F. Rieszschen Satzes nachzuholen. Seien also B, B’ awei 
vert. H.O. mit | B|,|B’|<c’, nach E., Anhang II, Satz 11* (man setze 
A=B-+iB’) gibt es dann zwei Z.d. E. E(A), F(A), so daB stets 


(Big) =Sid(Baf,g),  (B't.9)=Sid(FMS.9) 


ist, und alle H(A), F() vert. sind. Wie dort setzen wir 


A(d, w) = E(A) F(u) = F(p) B(A) 
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und merken uns, daf 
A (2’, n’) A i? u”) —— (Min (4’, 2”), Min (u’, u”)) 


ist. Aus den obigen Formeln folgt (alle f f sind iiber f f zu erstrecken ): 
—¢e’ —e’ 


(Bfg)=Sfrd(a(a.u)f.g), (B’t.9)=Sfud(a(d, »)f.9)- 
Genau wie beim Beweise von Satz 1 (vgl. dazu das Zitat von Anm. “*)) 
gilt dann 


(9(B, B’)f,9) =Sfa(4,u)4(4,4)f9), 
(q(B, BA t)=SSa(a.u)a(4(a, wt t)=Sfa(a,u) al (a, a) |* 
Nun ist im Integrationsgebiet g (4, «) > 0, und es ist ff d|4(4, u) ff?>0 
R 


fiir jedes Rechteck Rt (vgl. E., Anhang II, § 5), also ist das letzte Integral 
rechts >0. Da demnach fiir alle f (¢(B, B’)f, f) >0 ist, ist g(B, B’) 
definit, wie behauptet wurde"). 


2. Ein Ring 7 = R(A) mit einer Erzeugenden A ist dann und nur 
dann Abelsch, wenn es die Menge (A) ist; d. h. wenn A, A®* vert. sind: 
also fiir normales A. Wir wollen nun die schon in Einleitung 3 angekiin- 
digte Umkehrung beweisen: jeder Abelsche Ring (d. h. jeder, der nur nor- 
male Elemente hat) kann auf die Form R(A) gebracht werden, wo das 
normale A sogar H. gewahit werden kann. 


Satz 10. Wenn A alle normalen O. durchlauft, so durchliuft R (A) 
alle Abelschen Ringe, und nur diese. Und zwar kann man bei gegebenem 
JM = R(A) A immer als H.0O. wihlen. 


Beweis. Nach dem vorhin Gesagten geniigt es, zu zeigen: zu jedem 
Abelschen Ring )/ existiert ein H.O. A mit )/ = R(A). 

Zunichst ist = R()”) (Satz 2). Nach §I, 4. gibt es eine in 
MM? (stark) iiberall dichte abzihlbare Menge VY <M’. Somit ist 
M? CRN), M=R(M?) RN), und andererseits R (NV) R (M7) 
=M —dh M=R(J). Dabei ist JY eine Folge von P.O. Z,, H,,... 
aus Jf — also sind diese vert. 

Im folgenden schreiben wir fiir H Teil von F kiirzer H< F, zwei 
P.O. EZ, F sind vergleichbar, wenn E< F oder F>£E ist. Wir haben 
M = R(E,, E,,...) wo alle Z, vert. sind — sie sollen nun (unter Erhal- 
tung der obigen Eigenschaft) so abgeaindert werden, da sie sogar ver- 


5®) Man beachte, daB zu diesem Beweise die Z.d.E. gegebener H. O. heran- 
gezogen werden muB8ten, wahrend umgekehrt aus dem F. Rieszschen Satze deren Exi- 
stenz bewiesen werden kann. — Uber die hier in E. Anhang I verwendeten Stieltjes- 
Radonschen Doppelintegrale vgl. Wiener Akad. 122, 2 (1913), S. 1295—1488, ins- 
besondere §§ I—II. 
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gleichbar sind. Genauer: wir werden eine Folge F,, F,,... von P.O. mit 
den folgenden Eigenschaften angeben. F, = H£,; F, < F, < F, und F,, F,, F, 
entstehen durch die Operationen +, —, - aus E,, ZH, und umgekehrt; 


3 eis Fishes MhS.---S Fee Fe. S Mes Fe_; 
(hier sind Fj,..., Fy-:_, die F,,..., Fy-:_, der durch < festgelegten 
Gr6Be nach geordnet) und F,,..., F.._, entstehen durch die Operationen 
+,—,- aus #,,...,#, und umgekehrt; .... Wenn wir solche F, haben, 
so ist klar, daB jedes F, durch -++-,—,- aus endlich vielen Z, entsteht, 
und umgekehrt, also ist R(F,, F,,...) = R(E,, £,,...) = 7; und dabei 
sind offenbar alle F, vergleichbar. Wir wollen sie nun herstellen. 

Die Konstruktion verlauft induktiv: fiir n = 1 ist sie trivial, sie mége 
also fiir n = m-—1 schon gegliickt sein, wir fiihren sie fiir n =m aus. 
F’, ..., Fan-1_, seien wieder die F,,..., Fyx-:_, in der <-Reihenfolge, wir 
setzen dann 

Fy = E,, Fi, Fy—,, = Fi + £,(F, — Fi), 
Fy-1,, = F, + £,,(F,—F.),.«--; 
Py»_. = a A E,, (Fant _s oa an-t_9)> 
Fy-_,= ae + £(i-— Fyn-1_,)- 


Die Fy»-:,..., Fy»_, sind hier mit Hilfe der F{,..., Fjn-:_,, E,, ausge- 
driickt, d. h. mit Hilfe der F,,..., Fyx-:_,, Z,,, also nach Induktionsan- 
nahme mit £,,..., #,,_,,#,,; von den EZ, ist nach derselben iiberhaupt 


nur Z,, zu untersuchen, und da gilt 
BE, = Pya-s + (Fy, — Fy) +--+» + (Pyn_ — Fyes_,)- 


SchlieBlich ist auch Fyx-: < Fi < Pyei,, < P<... < Pewi_. KS Fyw_, 
< Fin-1_, X Fy»_, leicht verifizierbar. 
Betrachten wir nun die F,, F,,..., ihre Reihenfolge ist: 
FSF, SF, FSESISASESESS,, 


FSF, SFS Sy SASS, 


10 = 


<F.59,57.<59,<8,68.4F,..--- 


15? 


Dieselbe kann wie folgt gekennzeichnet werden. Wir numerieren die F, 
um, indem wir fiir F,, p=2"+254...49% (,>h>...>420, 

: ; ; 1 - 2 
dyadische Entwicklung!), FP, schreiben, 9 = a + gente - << 


? 


dann stehen sie in der GréBen-Reihenfolge da: @ < o zieht F< F, nach sich. 
Dabei durchlauft der Index 9, wie man sieht, die Menge aller Mittelpunkte 
der von der bekannten Cantorschen triadischen Menge ausgelassenen Inter- 
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valle®”) — d.h. eine abzahlbare Menge, die im Intervalle 0 < x < 1 liegt, 
und keinen einzigen ihrer Haufungspunkte enthiilt. 

Wir konstruieren nun eine Z.d.E. G(A) mit den folgenden Eigen- 
schaften: fir 4<—1 G(A4)=0, fir A420 G(A) =1, fir —1<1<0 
jedes G(4) (starker) Haufungspunkt der F,, insbesondere G (9 — 1) = F.,. 
Dann ist die Menge JY aller G(A), i<0, und 1—G@(d), 4>0, CM, 
R(N) C R(M)=M, andererseits umfaBt sie alle F,, d.h. F,, F,,... 
so dab R( JY) > R(F,, F,,.--) = M ist — also R( JW’) = M. Wenn ale 
A der beschr. H.O. mit der Z. d. E. G@(A) ist (vgl. Anhang I), so ist (Satz 1) 
R(A) = R(V) = JM, und damit ist alles bewiesen. Daher gilt es, die Z. d. E. 
G(A) aufzustellen, und zwar geniigt es, sie fir —1<4< 0 zu definieren. 

Zunachst sei in jedem von der Cantorschen Menge ausgelassenen (offe- 
nen!) Intervalle (vgl. Anm. *’)), wenn dessen Mitte @ ist, G(4—1)= F 
Damit ist G(4) in emer in —1<A4<0 iiberall dichten offenen Menge 
definiert — und zwar folgt aus 4< u G(4)<G(y), und aus 44, 
G(i)f—+ G(a,)f (@(a) ist in A stark halbstetig!). Daher kénnen wir 
seine Definition auf ganz —1<A4<0 so ausdehnen: sei 4, >A, >..., 
4,—A eine Folge, fiir die G(A,),@(A,),... schon Sinn haben, wegen 
G(4,) >G(4,) =>... haben die G(4,) einen P.O. G zum starken Limes 
(vgl. E., Satz 19). G hangt nur von 4 ab: denn fiir zwei solche Folgen 
if >ap>..., a >ay>..., kénnen wir aus Teilfolgen eine neue 4;,, > Ap, 
>> An, >... kombinieren, die auch konvergieren mu8 — also sind die 
Limites dieselben. Wenn G(Z) Sinn hat, so ist nach obigem G=G(i) — 
wit bezeichnen allgemein G mit G(A). 

Fir «<A wahlen wir 4, >4,>...,4,— 4, My > Mg > +0 My 
mit w,<A,, dann ist G(u,)<G(d,), also aus Stetigkeitsgriinden 
G(u)<G@(A). Ferner ist bei gegebenem f fiir geeignetes 4, |G(A,) |” 
<|G(A)f\|+e, also fir 2< 1’ <1, (A, >A) erst recht 

Ga’) Fl? S| (4,)F?=|4(4,) f° S1@(a) ri +e, 
|@(2’)f—@ (af? =|G(v’) fle) rl <e 
(vgl. E., Satz 16) — dh. fiir 4’ >A, 1’ +A G(d')f +G(A)f. Also ist 
G(A) die ) Gewtnechte Z.d.E., und wir sind am Ziele. — 


57) Die genannte Menge umfaBt alle Zahlen s+ wo alle a,=0,2 sind. Sie 


ist bekanntlich perfekt und nirgends dicht, und last die Intervalle 


k 1 k 9 
“TY ats ‘ 
$4 ——__<s< ston 
s=1 ¥ itd yr a 
1 
aus, die Mittelpunkte derselben sind die Punkte ye =~ +—— — eine andere Schreib- 
weise fiir unsere o. s=1 2.3% 


26* 
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Wenn YM ein Abelscher Ring ist, so ist er nach dem soeben bewie- 
senen Satz 10 gleich #@(A), wobei A ein H.O, ist; und nach Satz 9 ist 
R(A) die Menge der starken Doppellimites von r(A). 9(A) aber ist 
(wegen A= A*) im vorliegenden Falle die Menge aller p(A), wo p(z) 
alle Polynome mit p(0)=0 durchlaéuft. Also: )/ ist die Menge der © 
Limites aller stark doppelkonvergenten Folgen p,(A), p,(A),.-. (p,(z), 
p,(x),... fiir 2 = 0 verschwindende Polynome). Durch eine allgemeinere 
Fassung des Begriffes f(A), als wir sie bisher benutzten (d. i. Ausdehnung 
auf unstetige f(x)), kénnte man zeigen: 7 ist die Menge aller f(A) (f(z) 
eine beliebige fiir z= verschwinderde Funktion, fiir die die erweiterte 
Definition gilt). Wir wollen jedoch hier auf diese Dinge nicht eingehen. 


IV. Allgemeine Eigenschaften der (unbeschrankten) 
normalen Operatoren. 

1. Wir gehen zu unserem zweiten Gegenstande iiber, der Betrachtung un- 
beschrankter O., und der Definition der Normalitat fiir solche. Daher miissen 
wir zunichst beliebige (nicht notwendig iiberall sinnvolle oder stetige — wir 
verlangen vorlaufig nicht einmal Lin. und Abg.) O. betrachten, die wir R, S,... 
nennen werden (im Gegensatze zu den A, B,... aus B). Wir definieren: 

Definition 5. af ist derjenige O., der fiir die f Sinn hat, fiir die 
Rf sinnvoll ist, und zwar ist sein Wert dann a-Rf; R+S ist derjenige 
O., der fiir die f Sinn hat, fiir die Rf und Sf Sinn haben, und zwar ist 
sein Wert dann Rf+ Sf; RS ist derjenige O., der fiir die f Sinn hat, 
fiir die Sf und R(Sf) Sinn haben, und zwar ist sein Wert dann R(S/f) **). 

R,A sind vert. (es ist wesentlich, daB A zu B gehért), wenn RA 
Fortsetzung von AR ist (d. h. bei sinnvollem Rf auch R(Af) sinnvoll 
ist — Af, A(Rf) sind es sowieso —, und zwar gleich A(Rf)) **). 








58) DaB bei dieser Definition das kommutative und assoziative Gesetz der Addi- 
tion sowie das assoziative der Multiplikation gelten, ist klar. Vom distributiven gilt 
immer (R+8)-T=R-T+S-T, dagegen R-(St+7)=R-S+R-7 nur fir lin. und 
iiberall sinnvolles R (ist R nur lin., so ist die linke Seite Fortsetzung der rechten). 
Es ist R+0=R,1-R=R-1=R, R-0=0 (wenn Rf fiir f = 0 verschwindet) dagegen 
0-R nur dort definiert, wo R es ist. Analog gestaltet sich das Verhiltnis von 
+ und —. 

* Man sieht: im Unbeschrinkten sind die Operationen +,—,- nicht mehr so 
durchsichtig wie im Beschrankten. 

%) Nach E., Einleitung V. ist R Fortsetzung von S, wenn Rf iiberall sinnvoll ist, 
wo Sf es ist, und dort beide gleich sind. — Wenn auch R iberall sinnvoll ist (z. B. 
zu 8 gehért), so bedeutet die jetzige Definition der Vert. RA=AR, d.h. die ge- 
wohnliche Vert. Fir beliebige R kime es kaum in Frage, RA=AR zu verlangen, 
da dann R mit 0 nicht vert. ware (vgl. Anm. ™), **)). Die Unsymmetrie unserer Defini- 
tion (zwischen R, A) zeigt, daB eine direkte Definition der Vert., fir beliebige R,S, 
auf Schwierigkeiten stoBen muB. 
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Nun kénnen wir die Definition 3 auf Mengen JV beliebiger O. erweitern 


Definition 3’. Wenn ) eine Menge beliebiger O. ist (nicht mehr 
notwendig © B!), so sei J’ die Menge aller A von B, fiir die A und A* 
mit jedem R von M vert. sind. 


MM’ ist also auf alle Fille cB, MM”, M’’,... fallen somit stets 
unter die alte Definition. Was bleibt nun von den Eigenschaften von )’ 
noch erhalten ? 

Man sieht sofort: 1 gehért allenfalls zu 7’, und mit A, B auch 
A*, AB; wenn ferner alle Elemente von lin. sind, so gehéren mit 
A, B auch aA, A+B dazu. Seien nun alle Elemente von )/ abg., 
A ein starker Haufungspunkt von 7’ und R ein Element von 7. Wenn 
Rf Sinn hat, so gibt es ein A, von )/’ in U, (4; f, Rf, ~), d. h. A, f—> Af, 
RA, f=A,Rf—-ARf, wegen der Abg. von F ist somit R(Af) sinnvoll 
und gleich ARf. Somit sind A, R vert. 

Wenn also A, A* starke Hiufungspunkte von )/’ sind, so gehért 
A zu MM’. Nunmehr nehmen wir zusammenfassend an, daB alle Elemente 
von JM abg. lin. sind. Dann sind nach dem vorher Gesagten alle Pri- 
missen des Zusatzes zu Satz 5 erfiillt: also )/’ ein Ring. Da 1 offenbar 
dazugehért, ist 7’ = M”” (Satz 8). 

Bei beliebigem )¥ kénnen wir die Resultate vom Anfang von §II, 1 auf 
MM’ <B anwenden: M’c M” = M‘ =m" =..., M"=M"*=M" =..., 
M’' = M” dagegen kénnen wir nicht schlieBen, da die Relation 7c MM” 
fehit (es ist ja J” < B, aber nicht notwendig )/c B!). Es gilt aber, 
wie wir sahen, wenn / aus lauter abg. lin. 0. besteht. — 

SchlieBlich konstatieren wir, welche Elemente )/’? und )/’” haben. 
Zu M’? gehért jeder P.O. E, der mit allen R von )M vert. ist (Z = E*!) 
— d.h. jeder der alle R von Mf reduziert (vgl. E., Definition 13). Zu J7’” 
gehért jedes unitére U, fiir welches U, U*=U~* beide mit jedem R 
von MM vert. sind, d.h. wo RU Forts. von UR und RU~* Forts. von 
U~*R ist. Man sieht sofort, daB dies bedeutet: RU=UR (auch die 
Definitionsbereiche identisch!), oder auch: U-*RU=R. 


2. Wir fiihren nun den Begriff des konjugierten Paares (kurz: konj. 
Paar) von O. em. 


Definition 5. Zwei O. R, R® bilden ein konj. Paar, wenn sie den- 
selben Definitionsbereich haben, dieser die abg. lin. M. 9 aufspannt, und 
in ihm durchweg 


(Rf,g)=(f,R*9), (f, Rg) =(R*f.9) 
(vgl. den Anfang der Anm. **)) gilt. 
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Man sieht sofort: Mit R, R* bilden auch R*,R ein konj. Paar. Ein 
R kann nicht mit zwei verschiedenen R?, RP je ein konj. Paar bilden 
(fiir R*, R* sind die Definitionsbereiche gleichlautend vorgeschrieben, 
ebenso (Ri f,g), (R#f,g) fiir eine die abg. lin. M.  aufspannende Menge 
der g: also die R*f, R#f selbst) — ebensowenig zwei verschiedene R,, R, ] 
mit demselben R* (vgl. die erste Bemerkung). Das Zeichen * ist motiviert, 
wenn man beachtet, daB fiir ein A aus B gerade A, A* ein konj. Paar 
bilden. R ist dann und nur dann ein H.O., wenn R, R ein konj. Paar 
bilden. 

Ein konj. Paar S, S* ist Forts. eines anderen R, R*, wenn der Defi- 
nitionsbereich von S, S* den von R, R* umfaBt, und im letzteren stets 
Rf=Sf, R*f=S"*f gilt®). Wenn beide nicht identisch sind, sprechen 
wir (ganz wie bei H. O., vgl. E. § II) von eig. Forts.; ein konj. Paar ohne 
eig. Forts. ist max. (= maximal). 

Wir bemerken noch: jede Forts. eines H. O. ist ein H. O., d. h. wenn 
R, R* die Forts. S, S* hat, so folgt aus R= R* S=S*. In der Tat: 
seien Sf, Rg sinnvoll, dann ist 

(Sf,9) = (f, 8" 9) = (f, R° 9) =(f, Rg) =(f, 89) = (S*f9), 
und da diese g die abg. lin. M.  aufspannen, Sf= S*f— also S = 8*. 

Man erkennt ganz leicht (ganz wie bei H. O., vgl. E. § II, Satz 9), 
da8 jedes konj. Paar zu einem solchen fortgesetzt werden kann, das aus 
zwei lin. O. besteht — dagegen ist es nicht ohne weiteres zu sehen, ob 
auch der abg. Charakter derselben so erreichbar ist®). Wir gehen hierauf 
nicht naher ein. 

3. Ein A von B® ist normal, wenn A, A* vert. sind, d.h. wenn (A) 
Abelsch ist, oder, was dasselbe bedeutet (vgl. § II, 1), wenn ( A)” Abelsch 
ist. Dies iibertragen wir auf beliebige R (da stets (R)” < B ist!): 

Definition 6. Sei R, R* ein konj. Paar, es ist normal, wenn (R)” 
(eine Menge < 8!) Abelsch ist. 

Auf Grund des vorhin Gesagten ist es klar, da8 dies fiir O. aus B 
die alte Definition ist. 

Satz 11. AR, R* ist dann und nur dann normal, wenn R*, PR es ist. 

Beweis: Wir zeigen (R)’ = (R*)’, hieraus folgt ja (R)” —(R*)”, 
und damit die Behauptung; ferner geniigt es aus Symmetriegriinden 


®) Jede der letztgenannten Relationen folgt aus der anderen: denn das auf den 
Definitionsbereich der R, R* eingeschrankte S, S* ist noch immer ein konj. Paar. 

%) Mit den genannten Methoden l4Bt sich bloB eine Art gemeinsame Abg. beider 
O. R, R* des Paares erreichen: aus f,—~>f, Rf,~+f*, R*f,—+f** folgt die Sinn- 
vollheit von Rf, R*f, und daB diese bzw. gleich f*, f** sind. 
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(R)'c(R*) zu beweisen, d. h. daB, wenn A, A* mit R vert. sind, sie 
auch mit R* vert. sein miissen. 

Sei also R*f sinnvoll, dann ist Rf, RAf, RA*f es auch, also R* Af, 
R* A* f gleichfalls. Wenn g ebenso ist, so haben wir: 


(R* Af,g) = (Af, Rg) =(f,4* Rg) = (f, RA*g) =(R*f, A*g) =(AR"f,9), 
(R*A*f,9)=(A"f, Rg)=(f, ARg) = (f, RAg) =(R" f, Ag) =(A*R"hg), 


und da diese g die abg. lin. M.  aufspannen, R*Af = AR* f, R*A*f=A*R*f. 
Somit sind A, A* mit R* vert., wie behauptet wurde. 

Satz 12. R,R (R ein H.0.!) ist, wenn R lin. abg. angenommen wird, 
dann und nur dann normal, wenn RF hypermax. ist ®*). 


Beweis: Zunachst stellen wir einige allgemeine Betrachtungen iiber 
abg. lin. H. O. an. Wir bilden die Cayleysche Transformierte U von R, 
€, % seien ihr Definitionsbereich bzw. Wertvorrat (vgl. E. § V, Satz 2), 
beide abg. lin. M. Der P.O. von € sei H (vgl. E § III, Satz 13). 


Sei A mit R vert. Jedes m mit sinnvollem Up hat die Form Rf+ if, 
daher hat R Af Sinn, und es ist Ap = ARf+1tAf=—= RAf+iAf. Also 
ist auch U( Aq) sinnvoll, und zwar = RAf—iAf=ARf—iAf=A(UqQ), 
d. h. U, A sind vert. Sei nun umgekehrt A mit U vert. Jedes f mit sinn- 
vollem Rf hat die Form »—Ug, daher hat UA Sinn, und es ist 
Af=Ag — AUqg=Agy—UA®. Also ist auch R( Af) sinnvoll, und zwar 
=1t(Agp+UAq)=1(Ap+AUq—)=—A(Rf), dh. R,A sind vert. Aus 
alledem folgt aber (R)’ —(U)', und somit erst recht (R)” =(U)”. 

Jetzt zeigt sich die Hinreichendheit der Bedingung sofort: wenn R 
hypermax. ist, so ist U unitar (vgl. E., Satz 35), also aus B, ferner mit 
U* = U~* vert. — also ist U, U* normal, und mit ihm (wegen (R)” = (U)”) 
auch R,R. Es bleibt iibrig, die Notwendigkeit zu priifen. 

Sei also R, R normal. Gehére A zu (R)’ — da es dann auch zu (U)’ 
gehért, ist mit Uf auch UAf sinnvoll, d.h. mit f gehért auch Af zu &. 
Ef gehért stets zu ©, also auch Af, also ist HAEf= ALEf, — 
d.h. HAE= AE. Durch Anwenden von * und Ersetzen von A durch A* 
(das auch zu (R)’ gehdrt) folgt hieraus HAH = EA, also ist AE = EA, 
d. h. A, Z vert. Somit ist A mit U, HZ vert., also auch mit UH — dies 
ist wichtig, weil V— UZ iiberall sinnvoll ist und so zu 8 gehért. Da dies 
fiir jedes A von (R)’ (das mit A auch A* enthilt!) gilt, gehort V zu ( R)”. 


®) Abkiirzung fir hypermaximal, vgl. E., Definition 9. — Wenn R nicht lin. abg. 
ist, so betrachte man R (E. §II, Satz 9). Da es H. ist, ist R, R ein konj. Paar; da 
alles, was mit R vert. ist, es auch mit & ist, ist (R)’ C(R)’ , (R)” > (R)”, also auch 
(Ry” Abelsch. Somit ist auch R, R nermal und daher unser Satz auf abg. lin. & 
anwendbar. 
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Also auch V*, und weil (R)” Abelsch ist, sind V,V* vert. Nun ist fir 
alle f,g 


(V"*Vf,9) =(Vf, Vg) =(U (Bf), U( Bg)) = (£f, Eg) =(E£f, 9), 


also V°V=VV*=E, und auch dieses mu8 zu (R)” gehdren. Daher 
sind V, # vert., was die Konsequenz 


EV=VE=UE-E= UE=V 


hat. Wenn zu € gehért, so ist p= Hy, Up=UEp=Vo=EVo, 
d.h. auch Up gehért zu ©, und daher auch p—Ug. Aber die p —Up 
miissen iiberall dicht liegen (E., Satz 24), also ist € eine iiberall dichte 
abg. lin. M. — d. hh. E=, H=1. Hieraus folgt: 


V—U-1=U, V*V=VV*=1, alo U*U=UU* =1, 


d. h. U unitar, und daher R hypermax. 

Wir weisen noch einmal auf die beim Beweise dieses Satzes nebenbei 
gefundene Tatsache hin, da® fiir einen hypermax. H. O. R und seine 
(unitare ) Cayleysche Transformierte (R)’ =(U)' gilt — und daher(RJ"=(U)”, 
(R)” =(U)”,.... (U)” ist Abelsch, also (U)” <(U )” =(U)’, (R)” <(RY’, 
und dabei (R)’ = (R)” =...,(R)” =(R) =... (weil es fiir U so ist, 
oder nach § IV, 1). 

Satz 13. R sei (wie vorhin) ein hypermax. H. 0., U seine Cayley- 
sche Transformierte, H(i) seine Z.d. E., und € die Menge aller H(A). 
Dann ist (R)'’=(U)' = €’ — und daher 

(B)” =(U)” = €”, (R)” =(0)” = €"..... 

Beweis: Aus der ersten Gleichung folgt alles, und da (R)’ =(U)’ 
schon feststeht, ist nur (U)’=€’ zu beweisen — was jedenfalls aus 
R(U)= R(€) folgt®). Es geniigt also zu zeigen: U gehért zu R(€), 
alle E(x)**) gehéren zu R(U). 

DaB U zu R(€) gehért, beweist man auf Grund der Relation 


1 
(Uf, 9) = Se**"* d( B(x) f, 9) 


wortlich, wie das Entsprechende in der ersten Hilfte des Beweises von 
Satz 1 fiir den dortigen beschr. H.O. A gezeigt wird. Um einzusehen, daB 
umgekehrt E(x) zu R(U) gehért, vergegenwirtigen wir uns, wie diese 
E(x) in E., Anhang II konstruiert wurden. Die H(z) waren Differenzen 


) Allgemein gilt: MC R(M)CM”, M’>(RUM)'> M” = M’, (RUM)'=M’, 
d.h. R(M) bestimmt ”’. ‘ 
*) Wir schreiben E(x), 0<2<1, statt H(i), —oo<i<oo, wobei der Zu- 


sammenhang 4 = —ctgaz, r= —+ arcctg4 (vgl. E., Beweis von Satz 36) besteht. 
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is 


starker Limites gewisser F(o) (0<o9< 1, vgl. § 6 dortselbst), es geniigt 
also, wenn diese zu R(U) gehéren; die F(o) aber entstanden durch Ad- 
dieren, Subtrahieren, Multiplizieren aus den Z(U, a,b), (—co<a, b<oo, 
vgl. §§4 u. 5 dortselbst), also sind nur diese von Interesse. H(U, a, b) 


* 
aber war Produkt von P. 0. aus den Z. d. E. von Z+2 una ot *, 


2 
* * 
und diese gehéren nach unserem Satz 2 R(U) an, wenn ae a 
ihm angehéren. Dieses ist klar: R(U) umfaBt U,U*, also auch die 
letztgenannten O. 


4. Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir unseren eigentlichen Gegen- 
stand wieder in Angriff. R, R* sei wieder ein konj. Paar. p 
Satz 14. R, R* sei normal. Wir bilden die zwei H. O. s,= ate 


* Sty rk _ 
s,= + , und dann S,, S, (vgl. Anfang Anm. *)), die letzteren sind 


hypermax. Die 0. R=S,+:5,, R*=8,—18, (beide definiert im 
Durchschnitt der Definitionsbereiche von S,,S,) bilden ein konj. Paar, 
und zwar ein normales. R, R* sind Forts. von R, R*. 

Beweis: Wir bilden S,, S, wie vorgeschrieben, der H. Charakter ist 
evident, und dann S,, S,. Gehére A zu 8. Wenn es mit R, R* vert. ist, 
so ist es auch mit S,, S, vert., also auch mit §,, 8, — hieraus folgert 

an (R, R*)'<(S,)’ und (S,)’. Wegen (R)’ =(R*)’ (vgl. den Beweis 
von Satz 11) ist (R)’ =(R, R*)’, also (R)’c(S,)’ und (S,)’, (R)” >(S,)” 
und (§,)”. Mit (R)” sind somit (S,)”,(S,)” Abelsch, d. h. die konj. 
Paare §,, 5, und 8,, 8, normal — also. nach Satz 12 §,, 8, hypermax. 

Da S,, S, bzw. Forts. von S,, S, sind, ist R, R* eine solche von 
R, R*, daB R, R* ein konj. Paar ist, ist klar, da S,,S, H.O. sind. Die 
Normalitat erkennen wir so: Es ist (R)’ =(R*)’, also beides —(R, R*)’, 
und dieses offenbar > (S. - 8,)’, welches seinerseits, wie wir schon wissen, 
>(R)’ ist. Also: (R)’>(R)', (R)” <(R)”, mit (R)” ist daher auch (R)” 
Abelsch, also R, R* normal. 

Satz 15. Rr (und R* f) ist dann und nur dann sinnvoll, wenn 
zwei f", f** existieren, so da8 fiir alle g mit sinnvollem Rg (und R*g) 


(f, Rg) = (f"*, 9), (f, R*g)=(f*,g) gilt. Und zwar ist dann Rf =f", 
R* = f"*., 








* 
®) E(U,a,b) (a.0.0. hei8t U A) ist als Pye “Pais, » (a= 24" nT) 


definiert, und es kommt nur auf die in Satz 8*, 9* dortselbst angegebenen Eigen- 
schaften dieser P.O. an, welche den bzw. Z. d. E. offenbar zukommen. 
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Beweis: Die Notwendigkeit ist klar: 


(f, Rg)=(f, Rg) =(R*P, 9), (f, R*g) =(f, R*g) =( Ri, 9). 
et «sng ey -s** 
2 2% 
Definition dem f durch S, bzw. S, zugeordnet (vgl. E., Definition 8, 9), 
also auch durch 8,, 8,. Da die letzteren hypermax. sind, ist Sif Sf 


Ss , ** > = =~ _ 
h £ tf . =f . Also sind auch Rf, R*f 


Die Hinreichendheit erkennen wir so: und 





sind nach 





sinnvoll, und zwar gleic 
sinnvoll, und zwar gleich Fy. 

Satz 16. Jede Forts. T, 7* von R, R* (konj. Paar!, normal braucht 
sie nicht zu sein) hat R, R* zur Forts. R, R* ist (selbst als bloBes konj. 
Paar) max., und zwar die einzige max. Forts. von R, R*. 

Beweis: Die zwei letzten Behauptungen folgen aus der ersten, be- 
trachten wir daher nur diese. Seien 7'f, 7’* f sinnvoll, wenn wir sie gleich 
f*, f** setzen, so sind die Pramissen von Satz 15 erfiillt: bei sinnvollem 
Rg, R*q ist 

(f, Rg) =(f,T9)=(T"f.9), (f. B°g)=(f,T"°9) =(Th, 9). 


Also sind auch Rf, R*f sinnvoll, und zwar gleich Tf, T*f. D.h. R, R* 
ist Forts. von 7, T*. — 

Bei normalen konj. Paaren von O. herrschen also viel einfachere Ver- 
haltnisse als bei den H. O. (vgl. E.): so ist die max. Forts. hier stets auf 
eine und nur eine Weise méglich. Wir werden uns daher im folgenden 
stets auf max. Paare R, R* beschranken, diese sind nach Satz 16 durch 
R= R, R* = R* charakterisiert. Fir diese werden wir das Analogon der 
Hilbertschen Spektraldarstellung aufstellen. 


V. Spektralform der normalen Operatoren. 


1. Wir untersuchen, wie angekiindigt, normale max. konj. Paare R, R*. 


Satz 17. Sei R, R* ein normales max. konj. Paar. Es gibt dann eine 
Schar von P.O. 4(z) (z durchlauft alle komplexen. Zahlen) mit den fol- 
genden Eigenschaften: 


a) A(2’)-A(2”) = 4(2”)-4(2’) = A(z) 
(Rz = Min(Rz’, Rz”), Fz = Min(Yz’, Fz”)). 


B) A(z) f—4(z,)f fiir alle f und z—+z,, wenn dabei Rz>Rz,, 
32 =] Jz, bleibt, und zwar ist die Konvergenz sowohl bei festem /, Rtz 
und beliebigem Jz, als auch bei festem f, ¥z und beliebigem §z, gleich- 
maBig. 
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y) 4(z)f—+0 bzw. —f fiir alle f, wenn Rtz— — co oder Jz—-— oo 
bzw. wenn fiz—+-+ co und F¥z—+ oo. 


(Auf Grund dieser Eigenschaften «) bis y) heiBe eine Schar von P.O. 
eine komplexe Z. d. E.) 


6) Rf (und R*f) hat dann und nur dann Sinn, wenn 


SflelPd|a(z)r\* 
endlich ist. ( f f ist tiber die ganze komplexe Zahlenebene zu erstrecken. 
Da ff d|4(z)f|* fiir jedes Rechteck R > 0 ist**) und der Integrand |z|* 
* 


stets > 0 ist, ist das obige Integral seiner Natur nach entweder konvergent 
und endlich, oder eigentlich divergent und + oo. Diese letztere Méglich- 
keit soll ausgeschlossen werden.) 


e) Im genannten Falle gilt fiir alle g 


(Rf,g)=JSJfzd(4(z)f,g), (R*f.g)=SS #d(4(2)f, 9). 
(Die Integraie sind fiir solche f — und beliebige g — absolut konvergent*’). ) 


(Auf Grund von 34) bis ¢) sollen R,R* und A(z) zusammengehérig 
heiBen.) 


%) Wenn das Rechteck R die Ecken a’+b’i, a’+b”i, a” +b" i, a” +b'i 
(a’ Sa”, b’' Sb”) hat, so ist 
SJ 4(2)f [=| 4a’ + b's) f/*—|4(a' +b" sf" 
+|4(a"+b"%)f|*—| 4(a" +b's)f|* 
und wegen | Ef |*=(f, Ef) (£ ein P.O.) 
=|{4(a’+b's)— 4(a'+b"t)+4(a"+b"i)—A(a"+d'i)} f |? 20, 
fails der O. {...} ein P.O. ist. In der Tat ist nach «) 
A(a’+b'i)—A(a’+b”i)+4(a”+b"i)—4(a” +0’) 
=A(a”+b"i)(1—4(a’ +b” i))(1—4@” +0’ i), 


womit auch dies in Evidenz gesetzt ist. 

®) Alle diese Ausfiihrungen stehen in weitestgehender Analogie zu denjenigen 
von E., Satz 36, mit denen man sie vergleichen mége. Der Vollstindigkeit halber 
sei hier ein Beweis der absoluten Konvergenz von [fzd(4(z)f,g) (SfZd(4(2)f, 9) 
erledigt sich ebenso) gegeben. 

Seien ®,, ..., R, irgendwelche Rechtecke (ohne gemeinsame innere Punkte), die 
zusammen einen endlichen Teil der Ebene ausfiillen; ¢,, ..., ¢, bzw. Punkte derselben. 
Dann gilt (h=1,..., k, HE, sei der nach Anm. ™) fiirs Rechteck R, berechnete P.O.): 


|JJa(4er, 9)|=|( Bef, 9)|=|(Baf, Bag)| S| Baf|-| Bag! 
a 
= Vist, f)-(Exg, 9) = VSS \ a4 (2) f\*-Sfa| 4 (z)g|*, 
Ra Ra 


(Fortsetzung der FuGnote *’) auf nichster Seite.) 
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¢t) Wenn die H.O. §,, 8, nach Satz 14 gebildet werden, so ist S, f 
bzw. S,f dann und nur dann sinnvoll, wenn 


SJ (Mz)? dl A(z)f\? baw. Sf (Jz)*al4(z)r|* 


endlich ist. (Ober die Natur dieser Integrale vgl. S. 411 und Anm. “*)). 
») Im genannten Falle gilt fiir alle g 


(8,f,9)= Sf Rz-d(4(2)f,9), (Ssf,9) = JJ 3e-4(4(2)F, 9). 
(Die absolute Konvergenz der Integrale ist gesichert, vgl. «) und 
Anm. *’)). 


Beweis. Da S,, 5S, hypermax. sind, gehéren zu ihnen zwei Z.d.E. 
E(A), F(A) (vgl. E., Satz 36, sowie unsere Anm. **)). Nach Definition 


ist S, f baw. S,f dann sinnvoll, wenn fard| B(a)f\? bzw. fatd|F(a)r\* 


endlich ist, und zwar ist dann fiir jedes g 
(S,f,g)=Jfad(E(a)f,g) baw. (S8,f,9)= fid(F(a)fg). 


Die Menge der H(A) baw. der F(A) heiBe € bzw. 7. Jedes H(A) 
gehért zu €, also zu €”, also nach Satz 13 mu (8,)”. Schon beim Be- 
weise von Satz 14 sahen wir aber, daB (S,)" c(R)” ist, also ist EC (R”). 
Ebenso ergibt sich 7¢(R)”. Da (R)” Abelsch ist, sind die Elemente 
von € mit denen von 7 vert.: d.h. jedes H(a) mit jedem F(b). Durch 
A(a+%2b)=E(a)F(b)= F(b)E(a) definieren wir also eine Schar 
von P.O. 4(z). Man iiberzeugt sich leicht davon, daB a) bis y) gelten, 
d. h. daB dies eine komplexe Z.d. E. ist. 

Ferner gehen die Integrale 


fialeayrl’, fea rar, fra(ecye,o), faa(rayrg) 


und daraus folgt (vgl. die Abschitzungen in E., Beweis von Satz 36, sowie unsere 
Anm. **)) 





. k 
| Safest |<s Siai~Mesore peer 
A=1 &R h=1 Ra Ra 





: k ‘“ 
<V Siatsapaceri . ys SJ d| 4 z)g|*. 
h=1 Ra A=1 R, 
Da aber die Integrale 
SS\z|*d|4(2)f|* und Jfd| 4(z)g\*=|9)* 


endlich sind, also absolut konvergieren (vgl. die Bemerkung zu 4)), folgt hieraus das- 
selbe fir ff zd(4(z)f, 9). 





> wt aa nr v__, 


a me SS ane 
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1 


iiber, also wenn z=a-+7¢6 gesetzt wird, in diejenigen aus ¢) bis 7). Also 
sind auch diese erfillt. 

Wegen R=R,R*=R* hat Rf (und R*f) dann und nur dann 
Sinn, wenn 8, f, S,f Sinn haben — d. i. wenn beide Integrale aus ¢) 
endlich sind. Nach dem, was dort iiber ihre wesentlich nicht-negative 
Natur gesagt wurde, bedeutet dies, daB ihre Summe endlich ist; und 
wegen |z|*=—(Rz)°+(%z)* ist das genau die Aussage von 5). «) folgt 
ohne weiteres aus 7). 

Satz 18. Die Schar 4(z) ist bereits durch die Bedingungen ) bis e) 


eindeutig festgelegt: d. h. zu jedem max. konj. Paar R, R* gehért eine und 
nur eine komplexe Z. d. E. 4(z). 


82g 


b°d|A(a+4b)f\*, 


8g 


bd(4(a+ib)f,g) 


ad(4a+sd)f,9), f 


B=» 


Beweis. Sei 4(z) die beim Beweise von Satz 17 konstruierte Schar 
und A’(z) eine andere, die a) bis e) auch erfiillt — es gilt 4(z) = 4’(z) 
fiir alle z zu beweisen. 

Zunachst folgt 7) aus 6) zumindest fiir diejenigen f, fiir die Rf Sinn 
hat, d. h. 8, f, 8, f beide Sinn haben — fiir diese f gilt es also auch 
mit 4’(z). Das auf den Definitionsbereich von R eingeschrinkte S, baw. S, 
ist aber S, bzw. S, (beide haben denselben Definitionsbereich): also handelt 
es sich von den /, fiir die S, f, S,f Sinn haben. 

Da A’(a+ib) bei wachsendem 6 (und festem a!) im Sinne der 
P.0.-Relation < nie fallt (E. § III, Satz 14), so existiert fiir b—+0co ein 
starker Limes (E. § III, Satz 19): 4’(a+1%b)—-E’ (a). Ebenso existiert 
bei festem 5b und a-—+oo ein starker Limes: 4’(a+ib)— F’(b). 
Die E’(a), F’(b) sind P.O., die (ebenso wie 4(a+76), aus Stetig- 


keitsgriinden) bei wachsendem a, b nie fallen; dabei ist fiir a’ >a,b’>b 
nach «) 


A'(a' +46) 4’ (a+ib')=4'(a+ib’)4'(a’'+ib) =A’ (a+b), 
also durch Grenziibergang (a’, b’—- + co) 


F’ (b) BE’ (a) = BE’ (a) F’(b) = A’ (a+b). 
Aus 


a E’ (a) f fiir b— ; b)f fir a— 
A (a +4014 ge ec 4 (a+sd)t— fey! “7 


fiir a—> — co 








414 J. v. Neumann. 


folgert man sofort 


ffme-a(4'(2)t.9)=f ad(E' (a) F’(b)f,g) = f ad(Z’ (a)f,9), 


co 


Sf32-a(4'(2)p,9) =f bd(E’ (a) F’ (b) f,g) = f bd(F'(b)f,9). 


=-@ - 


in dem Sinne, daB jede rechte Seite konvergiert, wenn es die entsprechende 
linke tut (die beiden Gleichungen gelten unabhangig voneinander). 

Weiter schlie8t man miihelos aus «) bis y), daB H’ (A), F’ (A) Z.d.E. 
sind, es mégen zu ihnen die H.O. 7, bzw. 7, gehéren (vgl. E., Satz 36). 
Nach dem bisher Gesagten ist, wenn 7,f und S,g beide Sinn haben, 


(f, 8,9) = Jad(f, B(a)g) = fid(E(A)f,9) =(T,f,9), 


d. h. f ist Erweiterungselement von S,, und zwar wird ihm durch §, 
T,f zugeordnet — also auch durch S:. Aber S, ist hypermax.: also 
ist S,f sinnvoll und gleich 7,f. D. h.: S, ist Forts. von 7, und, da 
auch 7, hypermax. ist, S,—7,. Ebenso zeigt man Ss, = T,. Da nun 
8, 8, die bzw. Z.d.E. E(4), F(A) haben, muB £’(4)=E(A), F’ (4) = F(a) 


sein. Hieraus folgt aber 
A’ (a+ib) = E (a) F’(b) = E(a) F(b) = 4(a+ib), 
d.h. 4’(z) = 4(z), was zu beweisen war. 

Satz 19. Zu jeder komplexen Z.d.E., d. h. jeder «) bis y) erfiillenden 
Schar 4(z) gehért ein und nur ein konj. Paar R, R* (nach 4) bis e)), und 
dieses ist max. und normal. 

Beweis. Wenn es ein solches Paar gibt, gibt es nur eines: denn 4) 
legt seinen Definitionsbereich fest, und «) die (Rf, g), ( R* f, g), d.h. die 
Rf, R*f selbst. Beziiglich der Existenz ist noch zu sagen: wenn wir 
irgendein O.-Paar R,R* nach 4), ¢) haben (und der Definitionsbereich 
iiberall dicht ist), so bilden diese nach 4), e) von selbst ein konj. Paar 
— nur die Max. und Normalitat ist dann noch zu priifen. 

Die Existenz der R, R* nach 6), ¢) steht fest, sobald wir dieses 
wissen: wenn Sf\z\*aj4(z)r}? endlich ist, so gibt es zwei /*, f**, so 
da8 fiir alle g 


ffzd(4(2)f.g)=(f*.9) Sf zd(4(z)f,9) =("".9) 
gilt (dieses ist dann Rf bzw. R*f). Wir nennen die Integrale auf den 


linken Seiten voriibergehend L*(g), L**(g) (f sei fest gedacht). Da 
offenbar 


L*(a,9, +...+4,9,)= 4, L° (g,)+.-.-+ @, L*(9,), 
L** (a, 9, +...+4,9,) = 4, L**(g,) +...+ a, L** (g,) 
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gilt, sind wir nach dem Satz von F. Riesz (vgl. E., Anm. **)) am Ziele, wenn 


wir eine Konstante c mit |L*(g)|<c-|g|, |L**(g)|<c-|g| finden. 
Aber aus der Abschitzung von Anm. *’) folgt 


\L*(g)| < VS S\2*\a\4(z)r |)? Vffa|4(z2)g|* =V ff \z|*a| (2) F)*-\g1, 


und ebenso 











|Z**(9)| < VS \2|"4\4(2)F|*-\9|, 
womit alles Gewiinschte erreicht ist. 
Der Definitionsbereich, d. h. die f mit endlichem ff \z|*d|4(z)f|*, 
- iiberall dicht. Py zeigt man so: Wie beim Beweise von br 18 zu 
(z) die B’ (4), F’ (4) gebildet wurden, bilden wir jetzt zu 4 (2) (A), F(a) 
awei Z.d.E. ff (z)*d|4(z)f|* ist endlich, wenn Sf (Rz)? eal (z)f|*, 


SJ (&2)*d|A(z)f|? es sind, dh. on Pann ren? 


(vgl. dort) es sind. Das trifft gewiB fiir alle f mit H(A)f und 
f firASe 
Fayr= 44 fiir 4< —ce 
f =(E(c) — E(—c))(F(c)— F(—c))g. Da dieses fiir c—+co gegen g 
konvergiert und g beliebig ist, ist die betrachtete Menge wirklich iiberall dicht. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB R, R* max. und normal ist. Zunichst 
die Normalitaét. Sei J die Menge aller 4(z), da diese H. und vert. sind, 
ist J) Abelsch, also auch J”. Daher geniigt es, (R)”< )” zu beweisen, 
also erst recht (R)' >)’. Dies ist erwiesen, wenn wir zeigen: wenn A mit 
allen 4(z) vert. ist, so ist es auch mit R vert. 

Sei also Rf sinnvoll, wir behaupten: R(Af) ist sinnvoll und gleich 
A(Rf). Wir miissen also erstens aus der Endlichkeit von Sf \2|*d|A(z)f 
auf diejenige von ff |z|*d|4(z) Af|* schlieBen und dann etwa (R(A/f), g) 
=(A(Rf),g) (fiir alle g!), d h. (Af, R*g) =(Rf,A*g), also 
Sfed(Af, 4(z)g) =JSJf2d(4(z)f, A*g) beweisen. 

A ist beschrankt, d. h. stets | Af| <c-|f|, hieraus folgt fiir jedes Recht- 
eck $t (wenn Hy der nach Anm. **) dazu konstruierte P.O. ist) 


f[fa|4(2) Art|’ =| Bx At|’=|AEwf|* <c*| Ext |’ =* [fd\ 4(z)¢\"; 


wegen 1°>0 ist also [fa*d|4(z)Af|\*<ec* ffa*d|4(z)f\*, womit 
die erste Behauptung bewiesen ist. Die zweite dagegen ist nach 


(Af, 4(z)g) =(4(2) Af, g) =(AA(z)f, 9) =(4(z)f, A*g) 


| (c beliebig, aber fest) zu**) — also fiir jedes 


trivial. 


**) Denn dann kénnen die Integrale bg durch S ersetzt werden, und dann ist 
der Integrand 4* beschrankt. 
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Betrachten wir nun die Max. Diese besagt R = R, R* = R*, dh: da 
der Durchschnitt der Definitionsbereiche von §,,S, (vgl. Satz 14) der 
Definitionsbereich von R, R* ist, ist zu verlangen, daB R (und damit R*) 
in ihm iiberall sinnvoll ist. Wir ziehen wieder die Z.d.E. H(4), F(A) von 
vorhin heran, zu ihnen mégen die (hypermax.) H.O. 7,, 7, gehéren. Offen- 
bar ist 7, Forts. von S,, also (da es abg. lin. ist) auch von S, und, da 
dieses hypermax. ist, 7, = S, — ebenso zeigt man T,=—S,. Daher sind 
im Durchschnitt der Definitionsbereiche von 8, f, 8, f beide 7, f, T,f sinn- 
voll, d. h. die Integrale 


fata| earl = Sf (Re) a\ a2)" 


fear ar =Sf\32\"a\a(@)rl 


endlich — also auch ihre Summe Sfizala (z)f|*. Somit ist Rf simn- 
voll, also alles bewiesen. 

Die Satze 17 bis 19 zeigen, daB die max. normalen konj. Paare von 0. 
den komplexen Z.d.E. in ebenso ein-eindeutiger Weise entsprechen, wie 
die hypermax. H.O. den reellen Z.d.E. (nach E., Satz 36). Wegen der 
allgemeinen Eindeutigkeit der max. Forts. (und dem Fehlen eines Analogons 
der Hypermax.) sind die Verhiltnisse sogar etwas einfacher. 

2. Wir stellen noch einige einfache Eigenschaften der max. normalen 
konj. Paare fest. 

Satz 20. R, R* sei ein max. normales konj. Paar, 4 (z) seine komplexe 
Z.d.E., 2 die Menge aller 4(z). Dann ist (R)'=)’,(R)” =)”, 
(R)” = )”,.... 

Beweis. Es geniigt offenbar, die erste Gleichung zu beweisen, und 
(R)'>D’ sahen wir schon beim vorigen Beweise — es bleibt also noch 
(R)'< D’ ma zeigen. Schon beim Beweise von Satz 14 kam (R)’<(S,)’ 
und (S,)’, dh. (R)'<(8,, S,)’ vor, es geniigt also, (S,, S,)’'c D’ ein- 
zusehen. Die Z.d.E. von 8, bzw. 8, sei E(A) baw. F(A), die Menge aller 
E(4) baw. F(A) € baw. 7; nach Satz 13 ist (8,)’ = €’, (8,)' = F’, also 
(S,, 8,)’ = (é, FY’. 

Wenn nun A (aus 8) mit allen Elementen von € und F vert. ist, 
so ist es auch mit jedem 4(a+4b)=— H(a) F(b) vert. d.h. mit jedem 
Element von J. Somit ist (€,F7)'< D’. Damit ist alles bewiesen. 

Satz 21. R,R* sei ein normales konj. Paar, dann gilt allgemein 
|Rf\|=|R*f|. Wenn R, R* auch max. ist, so ist sowohl R als auch R* 
ein abg. lin. O. 

Beweis. Da R; R* allenfalls eine max. Forts. besitzt (Satz 16), ge- 
niigt es, die erste Behauptung fiir max. R, R* zu beweisen. Sei also A(z) 
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seine komplexe Z.d.E. Wenn Rf (und R*f) Sinn hat, so gilt 


(Rf, A(a+ib)g)=J F(a’ + 6b')a(A(a’ +40')f, 4(a +-6)9) 


-o-@o 


=f f(a ‘+4b')d(4(a+ib)4(a’+4b’')f, 9) 
af F(a’ + 60/)a(4 (Mince, a’) + ¢Min(b, b’)) f, g) 
a 6b 
=J S@ +ib')d(4(a+éb)f,9), 
also insbesondere 
G b 
(4(a+¢b)f,Rf)=JS f(a’ —sd’)d(f, 4(a+40)/) 
a b 
=f. f(a’ —ib’)d|4(a+ib)f\*. 
Daraus folgt weiter 
\Rr\’=(RfRf)=J J(a+ib)d(4(a+sd)f, Rf) 
o o b 
=f S(a+ib)a | f JS (a’—ib’)d\4(a 
=f -F(a+ib)(a—sd)a\4(a+ao)¢\" 
=f f(at+b%)a\4(a+65)f)*. 


Ebenso zeigt man 
|R*f\*=Jf f(a*+o*)d\4(a+sb)f/’. 
Damit ist | Rf|—|R*f| in der Tat bewiesen. 


Gehen wir nun zur zweiten Behauptung iiber. DaB R wie R®* lin. 
ist, folgt z. B. aus Satz 15 (wegen der Max. ist ja R= R, R*=R"*). Wir 
wigen jetzt die Abg. von R — die von R* wird ebenso bewiesen. Sei 
f,—f, alle Rf, (und daher R*f,) sinnvoll, Rf,—/*. Also erfiillen die 
R f,, die Cauchysche Konvergenzbedingung (| R(f,, —f,,)|—+ 0 fiir m, n+ oo), 
die R*f,, daher auch (weil | R(f,—f,)|=|R*(f,,—f,)| ist) — also 
* £* die 
Primissen von: Satz 15 erfiillen, d.h. da8 Rf sinnvoll und gleich f* ist. 


existiert ein f** mit R*f,—-f**. Hieraus folgt sofort, daB /, f 
Also ist R abg., wie behauptet wurde. 


**) Zu dieser Integral-Umformung vgl. E., Anm. *), 
Mathematische Annalen. 102. 
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Anhang I. 

Der Vollstandigkeit halber soll hier die bekannte (Hilbertsche) Kenn- 
zeichnung der Z.d.E. der beschr. H.O. gegeben werden. Sei also R hyper- 
max., H(A) eine Z.d.E. 

Nach E. § II, Satz 12, ist fiir die Beschr. von R |(Rf,f)| <c-|f|* 
(¢ fest!) charakteristisch, und dabei ist 


(Rp, f) = faa(Bays.p) = faa| (aye). 


1 fir 4 - . 
Wenn F(A) = + ‘. Ree a ist, so kénnen wir ps durch J er- 
setzen; dann bleibt der Integrand absolut <c, also das Integral 
(|£(4)f|* nimmt nie ab!) absolut <e fal E(a4)f\?=e-|f\?> — adh 


R ist beschr. 

Ist umgekehrt #(4)+0 bzw. +1 fiir beliebig kleine bzw. grofe i, 
also fiir absolut beliebig groBe 4 nicht konstant (wegen H(A) f— 0 
bzw. f fiir 4+ — co bzw. + co kommt ja kein anderer konstanter Wert 
fiir H(A) als 0 bzw. 1 in Frage!), so kommt #(1)+H(mu) und Ac ur <—D 
oder D<1< yp fiir jedes D vor. Somit ist Z(u) — H(A) ein P.O. und 
+0; sei f+0 ein Punkt seiner abg. lin. M, dh. (#(u) — BE(A))f=f. 





fiir 2’ 
Dann ist E(A t={5 ~ rg -) Also haben wir 
a} ie 
(Bf f)| =| Jaa] (2) F\*| =| faa | BC’) a)f|* 





lo a ty 


Fir D>c ist dies >c-|f|*, d.h. R unbeschr. 

Es ist ein leichtes, analog die Beschr. fiir max. normale konj. Paare R, R* 
an der komplexen Z.d.E. 4(z) abzulesen. Sie ist durch | Rf|<c-|f| 
(c fest!) definiert, man legt vorteilhaft die folgende Relation zugrunde 
(nach Satz 21): 


|Rr|*=JSJf\z|*@|4(z)s\*. 
%) Es ist ja 
| E(u) f|*—| B(a) f|* =| (Bie) — Bd) f |* =| fF \*, 
\E(u)f\*sifi*, |#(A)sI*2zO 


(vgl. E. § Il), also | H(w)f|=|f|, |#(4)f.|=0. Erst recht ist daher fir 4’>y 
bzw. 4 |E(4’)f|=|f| baw. 0 — dh. E(d’)f=f baw. 0 (vgl.a.a.0.), wie 
behauptet. 
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Anhang Il. 

1. Es soll eine Anwendung der Resultate der §§ [V— V gemacht werden, 
insbesondere auf Laurentsche Matrizen und deren Verallgemeinerungen. 

Sei P eine Teilmenge von PB, fiir welche P’ Abelsch ist. Wenn 
R, R* ein konj. Paar ist, so sagen wir, daB es von der Klasse P ist, falls 
(R)'>P gilt — dh. wenn R mit allen A, A* vert. ist, falls A ganz P 
durchlauft. 

Da dann (R)"< P’ ist, ist (R)” Abelsch, dh. R, R* normal; nach 
Satz 16 hat es somit eine einzige max. Forts. das ebenfalls normale R, R*. 
Beim Beweise von Satz 14 sahen wir (R)'>(R)’, also > P — dh. auch R 
ist von der Klasse P. Somit geniigt es, max. normale R, R* mu be- 
trachten. Als solches werde R, R* vorausgesetzt, seine komplexe Z. d. E. 
sei A(z), J die Menge aller 4({z). Wegen (R)’= J’ (Satz 20) ist R, R* 
dann und nur dann von der Klasse P, wenn )’>/ ist. (Wegen 
(4(z))< D, (4(z))'>D’'>P gehdrt also dann jedes 4(z) zur Klasse P 
—da )’ der Durchschnitt aller (4 (z))’ ist, ist dies auch hinreichend.) 
Aus D’>/P folgt P’>D”>D, aus P’>D D'>P”>P, also ist auch 
Dc hp’, a&h, die Zugehérigkeit aller 4(z) zu P’, notwendig und hin- 
reichend. — 

Wir stellen nun ein P von der oben genannten Art auf die folgende 
Weise her. Sei ¢ eine abzahibar-unendliche Abelsche Gruppe (die Methode 
ist auch auf kontinuierliche Gruppen ¢ verallgemeinerbar, was hier nicht 
erértert werde), a, B,,.. ihre Elemente. Sei y,, g,, ... ein vollst. norm. 


orth. System (in 9), das wir nicht mit den Zahlen 1, 2,..., sondern mit 
den Elementen «, 8,... von ¢ indizieren. 
Man sieht sofort, daB der O. U,, der durch 
U. x = Sr ‘y' |a,|* endlich! 
al 2 Pp) seo ap?p (2 2 | ) 


definiert wird, ein unitirer ist. Dabei gilt U,U,=U,,, also insbesondere 

; =U,*=U,-:. Sei nun P die Menge aller U,. Wann gehért ein A 
von B m P’? A muB mit jedem U, von P (die U,"=U,-; liefern 
nichts Neues!) vert. sein, AU,—U,A. Dies bedeutet: (AU, f, 9) =(U,Af, 9) 
fiir alle f,g — da aber beide Seiten linear und stetig in f und in g sind, 
geniigt es, dies fiir ein vollst. norm. orth. System zu fordern. Z.B. fiir alle 
f= Ps, 9=,, wegen 

(AU. gs P,) = (A Pa-r p> Pr)» 
(U,A gp, ,) = (Ags, U," p,) = (AG, U,-1 Py) = (A Pps Pay) 

bedeutet das (Ag,-1,,9%,)=(AG,, 9,,) — dh. daB (Ag,,y,) nur von 
B-*y abhangt. 


27* 
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Wenn also A, B zu P gehéren, so ist (wir setzen (A¢,, Y,) = ale *n), 
(Be,, P,) = b(e-*n)) 
(AB g,, y,) = (By,, A* 9) = ALB ee: 5) (%» A" 9,) 
= (By: Ps)(APs» %,) = ee 15) (B *8)= Dy 9 (2) o(n), 
éing «ning, en=g-! 
und genau so kommt 


B49 0) ie Fg OPW) 


heraus. Daher gilt (ABf,g)=(BAf,g) zumindest im vollst. norm. orth. 
System der ~,, also, da 8 Seiten linear und stetig in f und in g sind, 
fiir alle f,g. Somit ist AB=— BA, A,B sind vert., und damit ist }’ 
(welches ja mit A auch A®* enthialt) als Abelsch erkannt. 

2. Auf die soeben konstruierte Menge P wollen wir nun das am 
Anfang des § 1 Gesagte anwenden, d. h. die R, R* dieser Klasse unter- 
suchen. 

Sei a, eine Zahlenfolge (gleichfalls mit Elementen « von G indiziert), 
wobei nur die Endlichkeit von 2, a,|* vorausgesetzt werde. Wir definieren 

ain 


zwei O. R, R* fiir die g,, und nur diese, folgendermaBen: 
BP — a4 Pp R* 9, = Dap %, 
ping 


(2) 4 -1,\" = 2,!tel = se |a,|* ist endlich). Man sieht sofort, daB 
R. R* im Sinne von Definition 5 ein konj. Paar bilden; ferner, daB R mit 
allen U, (also auch den U,*=U,-.) vert. ist — d.h. (R)’>/ gilt. Also 


gehért R, R* zur Klasse P; es ist normal, wir kénnen daher R, R* 
bilden. Dieses ist max. normal und gehért auch zur Klasse ?. 
Nun bestimmen wir, auf Grund von Satz 15, den Definitionsbereich 


und den Wertverlauf von R und R*. Danach sind R f, R*f dann und 
nur dann sinnvoll, wenn zwei f*, f** existieren, so daB (soweit Rg, R*g 
Sinn haben) 


(f,Rg)=(f"",9). (f, R°9)=(f".9) 


gilt. Da g=@, sein muB, bedeutet dies, wenn wir noch f= gece Pe 
setzen (2. | x,|* endlich): 


“Sa a-p=(f",— a)» pegtetas =(F", Pa): 


Wir setzen 


= 3 a, 4-:%,,%,= 5 G19 2%; 
jag" Ge” 





—-~s oO oOo A. 








ee 
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dann muB also (f*, ,)— Yq, (f**, 9.) =% sein — nach wat Satz 5,7 
ist dies dann und nur dann méglich, wenn Po ly, |*, 2% \* endlich 


sind, und zwar ist dann f* = 2 He Oe oe 2. Z, Pe _ Resultat 
ist also: 


Rr, R *¢ haben fiir f= om ?, (2 )% |° endlich) dann und nur 


dann Sinn, wenn fiir die oiithlin "efnierten y,, 2, die Summen 2 | Ye z 





P 4 de \* endlich sind, und zwar ist dann Rf = ee Pe) R* f= Ee, ,,: 


* alii besitzt aber R, R* nach Satz vig 18 genau eine : d. E. 
A(z); wie in § 1 festgestellt wurde, gehéren die 4(z) zu P. In unserem Falle 
bedeutet dies, wie wir ebendort sahen, daB (4(z)p,,q,) nur von a~*B 
abhingt: dieses ist das allgemeine Element der Matrix des P.O. 4(z) 
im vollst. norm. orth. System ,, 9,,.... — 

Wahlen wir fiir G¢ z.B. die unendliche zyklische Gruppe (z. B. alle 
ganzen Zahlen 0, +1, +2,..., mit der Addition als Kompositionsregel), 
so gewinnen wir eine allgemeine Eigenwerttheorie der Laurentschen Ma- 
trizen **) (auch der nicht-reellen und unbeschrankten). Andere Wahlen von G 
fiihren zu analogen, aber allgemeineren Matrizenklassen, die wir nun gleicher- 
weise beherrschen. 


Anhang III. 


1. Hier soll der Vertauschbarkeitsbegriff fiir unbeschr. O. etwas naher 
analysiert. werden. Wir hatten die Normalitét von R, d.i. die Vert. von 
R,R*, durch den Abelschen Charakter von (R)” definiert — also wenn 


- * 
wir die H.O. S,=44" , s,—4-* bilden, deren Vert. durch den 


Abelschen Charakter von (S,,S,)”.%*) Es liegt aber nahe, zu diesem 
Zwecke die iibliche Definition der Matrizenvert. heranzuziehen zu versuchen. 


Seien z.B. R,S zwei H.O., —,, ~,,... ein vollst. norm. orth. System, 
in welchem beide eine Matrix besitzen: {a,,} bzw. {b,,}.%*) Da die 


Zeilen- und Spalten-Absolutwertquadratsummen Py |a,.1° = Py |a,, 1°, 
21,” = Py |6,,,|" alle endlich sind, mareisians auch &e Reihen 





™) Diese und dhnlicht Klassen von Matrizen hat Toeplitz mit funktionentheo- 
retischen Fragen in Beziehung gebracht. Vgl. auch a.a.O. Anm. *), 

) Beim Beweise von Satz 14 sahen wir (R)’=(R,R*)’, also =(S,,5,)’, 
(R)” =(8,,8,)”. 

%) Vgl. E., Anhang III, ferner die demnichst im Journal f. Math. erscheinende 
Arbeit des Verfassers ,Zur Theorie der unbeschrinkten Matrizen“. 
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da, ~ oe xb, oer absolut, und man kénnte versuchen, die Vert. durch 
o=1 


=1 
A S10Pee = 2 veer (u,¥ =1,2,...) 
zu definieren. 


Wegen a,,=(Re,,9,), b,,=(S¢,>9,) (vgl zB. E, Anhang III) | 
ist aber 


tne Pe = 2 (RE, Pe) (S9,, ”,) = 2 (Re, Po) (P» Se,) = (Re, 89,), 
= e= e= 
a 5, eS» = P» (S9,, Po) (R Po ,) = 2 (SP Po) (Y,, R@,) _ (Sq, R¢,), 


e=1 e=1 


also lautet die Vert.-Bedingung einfach so: 


(Rq,, S¢,) = (Sq,, Rg,). 


Wenn nun alle R(Sg,), S(R¢y,) sinnvoll sind, so kénnen wir hier- 
fiir schreiben: 


(SRq,, 9,) =(R8¢g,, P,)> ((RS — SR) ¢,, y,) =9, 


und da die g, ein vollst. norm. orth. System bilden, (RS — SR)y,=0. 
Wenn also irgendein abg. lin. O. 7 Forts. von. i(RS — SR) ist, so gilt 
Tf=0 fir alle f= ,, also auch fiir alle Linearaggregate endlich vieler 
— dh. in einer iiberall dichten Menge. Da nun 7’ abg. ist, ist danach 
Tf stets sinnvoll, und zwar = 0, also 7—0(. Andererseits ist «(RS — SR) 
offenbar H. (es ist fiir alle Pu sinnvoll, d. h. sein Definitionsbereich spannt 
die abg. lin. M. 9 auf), somit kénnen wir 7’ =—1(RS — SR) bilden, und 
dieses mu8 = 0 sein. 

In diesem Falle kénnen wir also mit einigem Recht von einer Vert. 
von R,S reden — insbesondere fiir R,S aus B (beschr.!) trifft dies zu, 
da aber «(RS — SR) dann sogar iiberal! sinnvoll, also selbst abg. lin. ist, 
ist 1(RS—SR)=0, RS=SR. Wie steht es aber bei beliebigen R, 8S, 
fir die die R(Sqp,), S(Rq,) nicht alle sinnvoll sein miissen? Inwieweit 
bedeutet dann (Re,, Sp,) = (S¢,, Ry,) (u,v =1, 2,..., im vollst. norm. 
orth. System ¢,, 7,,-.. mdgen R,S Matrizen haben; vgl. Anm. ™)) eine 
verniinftige Vert. von R, S? 

Im folgenden soll an einem Gegenbeispiel gezeigt werden, daB die 
genannte Relation in dieser Allgemeinheit kaum von Bedeutung sein kann. 

Zunichst sei aber noch erwahnt, auf welchen Begriff der Normalitat 
(fiir konj. Paare R, R*) dieser Vertauschbarkeitsbegriff (fiir H.O.) fiihrt. 


oo 
S+5 2-2 biden, und 


Wir miissen dann 8,= —5—, 8,=—3; 








(8, Pur 8, ,) Pas (S, Py 8, ?,) 











ee ee 
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verlangen, oder, wie man leicht umrechnet, 


(Rq,, R¢,) - (R*9,, R* 9,). 
Dies bedeutet offenbar: . 
|\Rf|=|R'e| 

fiir alle Linearaggregate endlich vieler y,. DaS das fiir die Normalitat 
notwendig ist, wissen wir aus Satz 21. 

2. Sei o,, ~,,--. ein vollst. norm. orth. System. Wir definieren zwei 
Matrizen {a,,}, {b,,} so: wenn nicht ~ und » gleich 2n—1 oder 2n 
(fiir dasselbe n = 1, 2,...) ist, so sei a,,—b,,—0; ferner 


Fon-1,9n-1 “i Fan on—1 — Gon 1,99 ais Fen an =e ey 


by nen =; bs n—1,2n = — Den en-1 = #N. 


b. 


2n—-1,2n-1 


Die zu den (offenbar H. quadrierbaren) Matrizen {a,,} bzw. {b,,} (und 
{,,P_,---}) gehdrigen abg. lin. H.O. seien R bzw. S (vgl. Anm. ”)). 
Durch 


1 
Van-1 “a tite Yen = 7" Te Pan—1 ~ ya een? 


1 i 
tans Fy Pana + eM 0» Kan ~~ yg Pam ~ yy Pa 


sind ebenfalls vollst. norm. Orth. Systeme y,,y,,... und 7,,%.,--- defi- 
niert, und zwar gilt 
Ron = 2-Yag_a> Ry,, = 9; SYan-1 = 22a a) Sz,=9, 


dabei sind die R,S abg. lin. In diesen vollst. norm. orth. Systemen haben 
also R bzw. 8 Dinguainetsion, also sind beide hypermax.’*). Ins- 


besondere hat Rf fir f— Sy,y, ('|y,|* endlich) dann und nur dann 
Sinn, wenn 3)4n?- , . endlich ‘at; fir f= Se, ?, (Sie, \* end- 
lich) ist chet ‘: ‘ = 7%. at he daher ist die Endlichkeit von 
Sn \2y,-,+%,|, Charakteristisch. Ebenso zeigt man, daB die Sinn- 
co Sf fir f= 3s, x, ( (Sl, \* endlich) durch ‘die Endlichkeit 
i 
ist, eat diejenige von Pi ail ,—#2,,|" gekennzeichnet ist. Die 


von D4n |2.,-3| also fir f= Se, Y,, WO %, 1= 


Endlichkeit beider anes, ist, wie man leicht einsieht, mit der von 


%) Allgemein folgt aus 7'&, = a, & (n=1,2,..., 7 eim abg. lin. O., &,, &,.-. eim 
vollst. norm. orth. System) die Hypermax. von 7’. In der Tat umfassen die abg. lin. M. €, § 
(vgl. E. Kap. V) alle (77+41) & =(a,+4)&,, also alle &,. Daher sind beide gleich 9. 
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5 **(\ 20-1" +2401") gleichwertig. Wenn nun noch R(Sf) und 
8(Rf) sinnvoll sein sollen, so ist Rf = 54, 9,, Sf= 5%, %, mit 

Ue, = M-Tyn_ 1 TM Ze,, Ug, = 2-Zq,_ 1 + 2,3 

Ugg 1 = B°Zqy_ 1 —FN-Zy,, gy = IN Bq, _, + MMe, 
zu betrachten: es muB Sn" | 051 +v,,|" und Sn | ays — Fy | 
endlich sein, d. h. Sin iat und , gee Man 
tbaslegs sich leicht, das die Endlichkeit eat Summen derjenigen von 


Ent (|a_,-3|° +|2_,|°) gleichwertig ist. 


Nun bestimmen wir fiir diese f 1(RS — SR)f= Su, Y,, @S er- 
gibt sich: 


2yq1 = — 2n*-2,, 1, 2, = 2n* "Zan: 
Daher ist dieses «(RS — SR) ein abg. lin. H.0., und hat eine Diagonal- 
matrix im System ,, y,,... — also ist es hypermax. (vgl.Anm.”*)). DaB es 


+ 0 ist, ist klar: wie man sieht, folgt sogar aus f+0 1(RS —SR)f+0. 

Von einer Vert. von R,S kann also keine Rede sein. Trotzdem wer- 
den wir ein vollst. norm. orth. System w,,,,... auffinden, in dem R, 8 
beide Matrizen besitzen, und die Vert.-Relationen des § 1 erfiillt sind. 

3. Dab R und S in einem vollst. norm. orth. System ,, w,, ,.. Matrizen 
{a,,} baw. {b,,} besitzen, besagt folgendes (vgl. Anm. “)): es muB jeden- 
falls a, =(Ro,, w,), b,,=(So,,@,) sein, die elementaren 0. dieser 
Matrizen, R’ bew. S’, sind die auf ‘die Menge der Wy» Wy, +++ eingeschrank- 
ten O. R bzw. S, die abg. lin. O. sind R’ baw. S’ — und es wird ver- 
langt R' =R, S’=8. Dh: m jedem f mit sinnvollem Rf bzw. Sf soll 
es eine Folge /,,/f,,... aus der lin. M. (nicht der abg. lin. M.!) der 
W,, W,,--. geben, mit f,—f und Rf,—Rf bzw. Sf,—Sf (wenn 
Rf, Sf beide Sinn haben, kénnen es zwei verschiedene Folgen sein!). 
Wenn w,,@,,... durch das E. Schmidtsche Orthogonalisationsverfahren “) 
aus einer iiberall dichten Folge g,,g,,... entsteht, so ist dies gewi8 der 
Fall, wenn die soeben genannten f,, f,,... mit f, + f und Rf, — Rf bzw. 
Sf, — Sf als Teilfolge von g,,g,,... gewahlt werden kénnen. Und wenn 
stets (Rg,, Sg,) =(Sg,, Rg,) gilt, so gilt dies auch fiir die w,, a,,.. 
(die Linearaggregate der g sind): (Rw,, Sw,)=(Sw,, Rw,), dh. R,8 
erfiillen die Vert.-Relation des § 1. Es sei noch betont, da8 wir die Sinr- 
vollheit der Rg,, Sg, voraussetzten, aber nicht die der R(Sg,), S(Rg,). 


%) Vgl. E. Schmidt, am in Anm. ) a.0. Siehe auch E. § 1, Satz 8. 








ao ft =} & 


Se = —™ & so oO 


t ——=£_ ~*~, Dp 
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Sei 9,,J,,-.. die Menge aller Linearaggregate endlich vieler ¢,, 7,, ... 
mit rationalen Koeffizienten, als Folge geschrieben. Da R,S im System 
91» P2,--- Matrizen haben, sieht man sofort, da8 die friiher erwahnten 
Folgen f,, f,,--- 808 9,,9,,-.- ausgewahlt werden kénnen (die Rationali- 
tatsbedingung fiir die Koeffizienten stért nicht). Seien nun h,,h,,... 80 
gewahit, daB alle Rh,, Sh, Sinn haben, und (wie immer in 9, stark) 


h,—+0, Rh, ,~+0, Sh,—-0 (fiir n—+ co) 


gilt. Dann sieht man, daS die obigen Folgen f,, /,,... stets auch als 
Teilfolgen von 9, + h,, J, + hy, ---. J, +g, Gg +h,,.-. gewahlt werden 
kénnen. Wir schreiben fiir 9,, 9,.9,,9,--- kiirzer 9,, 9,,..., und wahlen 
9: 9>--- 18 9, +h,, 9, +hg,.... Daher ist alles erreicht, wenn noch 
(Rg,, Sg,) =(Sg,, Rg,) gilt — dies gilt es durch geeignete Wahl der 
h,, hg, -.. 2 erzwingen (die Wahl der h,, h,,... ist ja noch bis zu einem 
gewissen Grade frei, wahrend die g,, g,,... bereits festgelegt sind). 

Wir indizieren die Folge ¢,, y,,... folgendermaBen um: Wir teilen 
sie in Paare y,,,_,,q,, ein und ersetzen die einfache Indizierung n = 1, 2,... 
durch eine dreifache mit p,q, u (alle =1,2,...), und zwar sollen y,,,_,, Yo, 
bzw. 90,3 Pog, heiBen. Das zu p,q,mu gehorige n heiBe n(pqpu), wir 
wollen es so einrichten, daB stets n(pqu) > u* ist. Nun wird h, definiert: 


a) p-1 
* i ‘Phau t ay trp’ rp? 
wai pg: (n(pqu))t r=1 
dabei ist 
= five ee Pr perp)? a er | 
= ?,, aevn ~ tD;'» orp fur gerades p 
Uber die z,, und e(rp) (r <p) verfiigen wir noch spiter. Betrachten 


wir zuerst die Summen i= : 





7% qu: Sie sind konvergent, 


@u=i Pq?("(pqu)) 
ihre Abeslutwestquedestoumeneh sind 


Jrewomr SZ real Z3)(2e) 


daher streben sie mit p—» co gegen 0. Da auch die Summen 


(n(pqu))* = a s PE 


guar Pg" (n(pqu))® ol Pa (Pan) 


-3(33)(33) 


uml 


i 9] 
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endlich sind (sie — sogar mit p—+oco gegen 0), sind auch die 


Ré,, SE, sinnvoll. 32, -v,, ist eine endliche Summe, aeoe ist darauf 


R und 8 anwendher; sie strebt mit p—+ co gegen 0, wenn > | 2,» \"0, 
was z. B. fiir |z,.| <= > gewib der Fall ist. Ferner ist fiir ungerades bzw. 
gerades p Rv,, = 0 atk Sv,,=0, dh. R baw. S auf Sty? -p Bnge- 


wandt ergibt 0. Siteienibaiad sehen wir: Rh,, Sh, sind stets sinn- 
voll, h, + co, Rh, — 0 fiir ungerade p, Sh, 0 fiir gerade p- 

Es gilt nun noch (Rg,, Sg,) —(Sg,, Rg,) =0 durch geeignete Wahl 
der z,,,@(rp) zu sichern (man sieht, daB es geniigt, nur p<q zu - 
trachten, was geschehen soll) — natiirlich unter Wahrung von |z,,| <= 


Wir setzen in die obige Formel 
) p-1 
“ 1 , 
9=9,+ > 5 Pina efor So 
hunt pt(n(ptp)) 


~ . > 
%=5,+ > ——.~+- Pens t ys, 
“a,rel gu (n(qur)) e=1 
ein, und rechnen den Ausdruck aus. Es wird, unter Beriicksichtigung der 
bestehenden Orthogonalitaten (es ist p < q!) 


({SR — RS}§,, 9) + {SR — RS}G,, é,) + (Ey {RS —SR}G,) 
q-1 p-1 - 
+ 2%, (SR — RS} 9,,%,,) + 2h, (Prp» {RS — SR}9,) 


“pe ’ = 

” pa(n(p,a,e(pq))® AE — FED pactese te ™® 
Wir setzen zur Abkiirzung 1(RS—SR)=T. Femer fiihren wir die fol- 
gende Bensichanng ein: a ist ein Linearaggregat endlich vieler p,, also 
endlich vieler p),, und p”,,, das gréBte dabei vorkommende y sei (I). 
Wir schreiben nun vor, daB stets 0 (rt) > Max (u(1), ..., 4(¢—1)) sein sol) 
— dann fallt in unserem Ausdruck das vierte Glied identisch fort. Es wird: 

p-1 


(T Gp» Gp) + (T Gps _) + (Ep TG_) + Dy Zep (Yrp> TI) 


r=1 








2 pq ( 
pq(n(p,q,e(pq)))* 


Wenn wir noch (T'¢) «ing» Mpg) = — 2("(P, 9; © (pq)))* beachten, so wird 


i [(T Gps 9) + (T Gps &) + (Ep PH) 





)=0. 


T?,, % e(pg © Pq 


os 





Slats co. cana 


p-1 
+ » T9,)}. 
= Ze» (v,, 9.) 
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Hier ist x,, mit Hilfe der z,, und v,,, also der g(rp), mit r=1,...,p—1 
sowie von o(pq) ausgedriickt. Dabei ist o(pq) willkiirlich, Wenn wir 
also die z,,, o(rs) nach wachsendem r-+-¢ anordnen, so liegt hier eine 
Rekursionsgleichung fiir die z,, vor — und die g(rs) sind dabei beliebig. 
, 1 , 
Es gilt nur noch l% el S55 und @(pq) > Max (u(1),..., 4(q¢ —1)) ein- 


zuhalten. Wir wahlen die g(rs) auch in der genannten Reihenfolge, dann 
haben wir (C ist der Absolutwert des Inhalts von [...] in der Formel 
fiir Z,,, hangt also nur von z,,,9(rs) mit r+s<p-+q ab, von o0(pq) 
aber nicht!) 

Cc Cc 


2(n(p,q,0(pq)))*  7e(P 9)” 
Somit geniigt es, o(pq)>}Cpq und >Max(u(1),...,4(g—1)) m 
wahlen, und wir sind am Ziele. 

Wir haben jetzt die Folgen h,,h,,... sowie g,,g,,... und das System 


®,,@,,-.., auf das es uns ankam: damit ist die gewiinschte Konstruktion 
durchgefiihrt. 





|z,—|= 


(Eingegangen am 20. 2. 1929.) 











Bemerkung iiber die konformen Abbildungen 
konvexer Gebiete. 


Von 
Tibor Rad6*) in Szeged, z. Z. Miinchen. 


Die Funktion w = f(z) bilde das Innere des Einheitskreises |z|< 1 
konform auf ein konvexes Gebiet G der w-Ebene ab. Nach Study*) werden 
dann auch die konzentrischen Kreisflichen |z|<r<1 auf konvexe Gebiete 
abgebildet. Ich méchte in dieser Note einen sehr elementaren Beweis dieses 
schénen Satzes mitteilen, wobei derselbe als unmittelbare Folgerung des 
Schwarzschen Lemmas erscheint*). 

Beim Beweise diirfen wir offenbar 


(1) f(0)=0 


voraussetzen. Wir bezeichnen die Kreisscheibe |z|<r<1 mit K,, ihr Bild- 
gebiet mit G,, und wir wahlen in G, irgend zwei verschiedene Punkte w,, w,. 
Zu zeigen ist, daB jeder auf der Verbindungsstrecke von w, und w, ge- 
legene Punkt w, ebenfalls in G, enthalten ist; falls wir die inverse Funktion 
von f(z) mit F(w) bezeichnen, so ist diese Behauptung der Ungleichung 


(2) | P(wo)|<r 


gleichwertig, die ja eben die Tatsache ausdriickt, daB der Urbildpunkt von 
w, in K, liegt*). 


*) International Research Fellow. 

*) Study, Konforme Abbildung einfach-zusammenhingender Bereiche, 8S. 110 ff., 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1913. 

*) Fir den tiblichen Beweis vgl. etwa die Darstellung bei Carathéodory, Sur la 
représentation conforme des polygones convexes, Annales de la Société scientifique de 
Bruxelles 87 (1913), S. 1—10. 

*) Um vom Urbildpunkte von w, sprechen zu kénnen, mu8 w, in G liegen; dies 
ist aber gewi8 der Fall, denn @ ist konvex, und w, liegt auf der Verbindungsstrecke 
von zwei Punkten von G. 
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Der Punkt w, kann, weil er auf der Verbindungsstrecke von w, und 
w, liegt, in der Form 
(3) w, = tw, + (1 — t) w,, t reell und 0<t<1 
dargestellt werden. Es seien z, und z, die Urbildpunkte von w, und w,, 
wobei die Bezeichnung so gewahit werde, daB |z,|<|z,| ausfallt. Dann 
sind z, und z, zwei verschiedene Punkte in K,, und es ist gewi8 z, +0, 
weil sonst z, = 0 —z, wire. Wir haben also: 


(4) I4l|Slal<r, % +O. 
Wir bilden nun die, wegen (4) fiir |z|< 1 regulire, Funktion 

: 2, 
(5) y(2)=tf(Z2) +(1—#)f(2). 
In der w-Ebene dargestellt, fallen die Punkte f(=2) und f(z) in @, 
g(z) ist aber, wegen 0<¢<1, ein Punkt auf der Verbindungsstrecke 
dieser beiden Punkte, also ebenfalls ein Punkt in G, da G konvex ist. 
Wir diirfen also m(z) in die inverse Funktion F(w) einsetzen und erhalten 
eine fiir |z|< 1 regulire Funktion 


(6) v (2) = F(p(z)), 

die wegen (1) und (5) fiir z=-0 verschwindet und fiir |z|<1 dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als Eins ist, weil nimlich F nur solche Werte 
annimmt, die absolut <1 sind. Es erfiillt also y(z) die Voraussetzungen 
des Schwarzschen Lemmas und wir haben daher 

\w(2)| Sz] fiir J2|<1. 

Setzen wir hier z= z,, so ergibt sich, da |z,|< r und, wegen (6), (5) 
und (3), w(z,) = F(w,) ist, gerade die zu beweisende Ungleichung (2) °). 


5) Herrn Carathéodory habe ich fiir freundliche Ratschlige zur endgiiltigen Dar- 
stellung dieses Beweises zu danken. 


(Eingegangen am 24. 7. 1929.) 














Uber die Existenz von Repriisentantenbereichen in der 
Theorie der Abbildung durch Paare von Funktionen 
zweier komplexen Verinderlichen. 


Von 
Stefan Bergmann in Berlin. 


In Analogie zu dem Abbildungssatz der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Verinderlichen hat Poincaré das folgende Problem‘) gestellt: 
Es sind zwei einfach zusammenhingende Bereiche 8 und $* des P,*) 
gegeben; es ist zu entscheiden, ob es ein Funktionenpaar 


(1) x*(X,Z), 2Z*(X,Z) 


von zwei komplexen Verinderlichen gibt, das 8 auf $* abbildet*). Poincaré 
zeigte, daB eine solche Abbildung nicht stets méglich ist. Reinhardt‘) hat 
nachher mit ganz anderen Mitteln bewiesen, da8 im allgemeinen eine Ab- 
bildung von zwei Kreisbereichen aufeinander nicht méglich ist °). 

Unter der Voraussetzung, daB die Abbildung von 8 auf 8* méglich 
ist, wurde in der Arbeit: ,Ober unendliche Hermitesche Formen, die zu 
einem Bereiche gehéren, nebst Anwendungen auf Fragen der Abbildung 
durch Funktionen von zwei komplexen Verinderlichen“*) folgendes gezeigt: 
Man kann die Koeffizienten der Funktionenelemente des Abbildungspaares 


*) H. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation 
conforme, Rendiconti di Circolo Matematico di Palermo 23 (1907). 

*) Mit P, werden wir den n-dimensionalen Raum bezeichnen. 

*) Darunter versteht man folgendes: Wahrend X,Z alle inneren Punkte von 8 
durchlauft, durchlauft X*,Z* alle inneren Punkte von 8*. 

*) K. Reinhardt, Uber Abbildungen durch analytische Funktionen zweier Ver- 
anderlichen, Math. Annalen 83 (1921), 8. 211—255. 

5) Weitere wertvolle Beitrige zur Theorie stammen von Behnke, Blaschke, 
Carathéodory und Kritikos. : 

*) Math. Zeitschr. 29 (1929), S.641—677. Wir werden diese Arbeit im folgenden 
als Arbeit H zitieren. 





a enone) 6 > —— 
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in einfacher Weise durch die Werte (im Koordinatenanfangspunkte) der 
Orthogonalfunktionen 2,(X,Z) und y,(X*,Z*) und deren Ableitungen 
ausdriicken’). ,(X,Z) und o,(X*,Z*) sind die m B bzw. B* 
gehérigen vollstindigen Systeme von Orthogonalfunktionen*). Dadurch er- 
halt man — zumindest im Prinzip — eine Methode, um zu entscheiden, 
ob eine Abbildung von 8 auf 8* méglich ist oder nicht. 

Ein anderer Weg, ein solches Kriterium zu gewinnen, ist der folgende: 
Fat man die Gesamtheit derjenigen Bereiche, die durch (in bezug auf den 
Punkt 0,0) normierte Abbildungen®) auseinander hervorgehen, zu einer 
Klasse zusammen, so entsteht das Problem: 


1. in einer Klasse einen ausgezeichneten Reprisentantenbereich Y aus- 
zusondern **), und 


2. ein Verfahren anzugeben, welches das Abbildungspaar von 8 auf 
W% zu berechnen erlaubt. 


Behandelt man zunichst das zweite Problem, so ist diese Frage mit 
der Aufgabe identisch, in der Klasse ein normiertes Kovariantenpaar**) 
v(X, Z), w(X, Z) zu bestimmen"*). 

") Man macht dabei die Voraussetzung, daB der Koordinatenanfangspunkt ein 
innerer Punkt von 8 und 8” ist. 

*) Unter einem zu $ gehérigen Orthogonalfunktionensystem versteht man ein 
Funktionensystem, das die Orthogonalrelation ff ff 2,(X,Z) Q,(X,Z) da = : ws i) 

8 
befriedigt. Unter SSSS wird stes ein uneigentliches Integral limes SSIS verstanden, 
B n>co By 


wobei %, eine Folge ganz im Innern von $ gelegener Bereiche, die gegen 8 kon- 
vergieren, ist. 


*) Ein Funktionenpaar V,W hei8t in bezug auf den Punkt 0,0 normiert, falls 





V(0,0) =0, [eS | ets [ 7 *)) ail 
. OX x=<0 oZ = 
Z=0 Z=0 

w(o,o)—0, [2PG-2)) 29, [272 24 
d Xx=0 aZ ~X¥=0 
s=0 z=0 


ist. 

*°) Es darf selbstverstindlich in einer Klasse nur ein Bereich % existieren. 

“) Darunter wird folgendes verstanden: Bedeuten 8 und $** zwei Bereiche 
derselben Klasse; X,Z bzw. X**, Z** die sich entsprechenden (d.h. bei der Ab- 
bildung ineinander tibergehenden) Punkte von $ und 8**; v(X,Z), w(X,Z) das zu B, 
o**(x** Z**), w**(x**,Z**) das zu B** gehdrige Paar, so soll 
’ v(X,Z)=v**(x**,Z**), w(X,Z) = w** (x**,Z**) 
sein. 

#*) Bei v(X,Z) und w(X,Z) sind in $ nur auBerordentliche singulire Stellen 


zugelassen. Die Funktionaldeterminante Fe darf nicht identisch verschwinden. 
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit besteht darin, zu zeigen, daB man 
mit Hilfe des vollstandigen Orthogonalfunktionensystems 2,(X,Z), das 
zu $ gehért, ein derartiges Kovariantenpaar bestimmen kann; wie im § 1 
gezeigt wird, bildet 














3 0(X,Z)Q, FQ(X,Z)Qix TALX,Z)Diz\ - 
2.2, J 22x 22,0i2 
ae ee J 22 Q, Zz Mz Dex S22 Qiz 
J (X,Z)Qz 
(2) Te = ol 
3S Q(X,Z)Qe TA(X,Z)Qix TF Qs(X,Z) Ole 
= Qs Q, => Qs Qix a2; Qiz 
0 (X,5)—e= x2, =x Ox J Qx iz 
: > 23(X,Z) Qs 


ein derartiges Kovariantenpaar. Es bedeuten darin: 
= ee @2.(X,Z) ’ _ [ @Qs(X,Z) 
(3) 2,=2,(0,0), Qr= wn oa 2zZ = lore 


c eine Konstante und 


a= a 
(4) a=... 
s=1 

Um die Méglichkeit einer Abbildung von 8 auf %* festzustellen, 
bildet man das zu 8 bzw. B* gehérige Kovariantenpaar v, w bzw. v*, w*. 
Durch ein solches wird 8 auf den Reprisentantenbereich seiner Klasse, 
den Bereich UM, 8* auf U* abgebildet. Hine Abbildung von B auf B* 
ist dann und nur dann méglich, wenn U mit U* wbereinstimmt. 

Im §2 wird auf die Frage der Bildung eines vollstindigen Ortho- 
gonalfunktionensystems zu einem Bereiche eingegangen. In der Arhbeit: 
»Zwei Satze tiber Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen“ wurde 
mit Hilfe des Auswahlprinzips die Existenz eines vollstandigen Orthogonal- 
funktionensystems zu jedem Bereich § bewiesen. Da es aber wiinschens- 
wert erscheint, ein konstruktives Verfahren zur Herstellung von vollstandigen 
Systemen anzugeben, wird im § 2 fiir eine Reihe von einfach zusammen- 
hangenden Bereichen (die mit § bezeichnet werden) der Approximations- 
satz bewiesen: Man kann jede im abgeschlossenen Bereiche R reguldre 
Funktion gleichmaBig in jedem ganz im Innern von Rt gelegenen Teil- 
bereiche R’ durch Polynome approximieren**). 

Eine ausfiihrliche Definition der Bereiche §t befindet sich im Text 
auf §.443. Aus dem Approximationssatz folgt (genau wie im Falle einer 


18) Es ist eine Verallgemeinerung des bekannten Rungeschen Satzes: C. Runge, 
Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta Mathematica 6 (1884), 8. 229. 





ne a. ee 


— ot he Bie 

















Repriasentantenbereiche bei Funktionen zweier Veranderlichen. 4838 
komplexen Verinderlichen), da8 das durch Orthogonalisierung von 
(5) wae he eee 
erzeugte System in ®t vollstandig ist. 

Bei dieser Gelegenheit benutzen wir eine Integraldarstellung der Funktion 
in R. Diese Darstellung erlaubt zu ersehen, daS es gewisse Gebiete R* 
gibt, die eine ausgezeichnete zweidimensionale Berandungsfliche € besitzen: 
An keiner Stelle der (dreidimensionalen) Berandung kann der Absolutwert 
|f(X, Z)| einer in R* regularen Funktion gréBer sein als das Maximum 
von |f(X, Z)| auf ©. 

Es la8t sich daraus fiir diese Gebiete ein Analogon des Schwarzschen 
Lemma erschlieBen. 


§ 1. 
Uber die Reprisentanten von Klassen von Bereichen. 


Es 1a8t sich bekanntlich durch ein normiertes Funktionenpaar nicht 
jeder Bereich @ auf einen anderen 8* abbilden. Die Gesamtheit derjenigen 
Bereiche, die durch (in bezug auf einen festen Punkt) normierte Funk- 
tionenpaare ineinander iiberfiihrbar sind, fassen wir zu einer Klasse zu- 
sammen. 

Wie in der Einleitung erwahnt wurde, besteht unsere Aufgabe darin, 
einen ausgezeichneten Reprisentanten in einer Klasse auszusondern und 
ein Verfahren anzugeben, zu einem Bereich dasjenige Funktionenpaar zu 
finden, welches die Abbildung von § auf den Reprisentantenbereich leistet. 

Wir beschrinken unsere Untersuchung auf die einfach zusammen- 
hangenden**), ganz im Endlichen gelegenen, von endlich vielen regularen 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten berandeten schlichten Bereiche $, die 
den Punkt 0,0 im Innern enthalten. Wir fiihren gewisse Matrizen ein und 
werden uns der iiblichen Symbole des Matrizenkalkiils bedienen. 


Es sei 
DQ, (X,Z)Q2, SQ,(X,Z)Qix SQ,(X, Z) Qiz 
2,2, 2,2: 2, Q; 
(1) e(X sm] 2 neg oo 
D>Qx Q, D> Qx Q.x SQx Qyz 
S222, S22 Qix S22 Qe 


“) Unter einem einfach zusammenhingenden Bereich wird hier stets ein zu- 
sammenhangender Bereich verstanden, in dem jede ein-, zwei- oder dreidimensionale 
geschlossene Mannigfaltigkeit, die ganz in dessen Innerem liegt, sich in dem Bereich 
stetig auf einen Punkt zusammenziehen JaBt. 
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eine Matrix, worin 2,(X,Z) [s =1,2,3,...] das vollstandige Ortho- 
gonalfunktionensystem zu § bedeutet; es gelten ferner die Abkiirzungen 
(3) und (4) der Einleitung und die Abkiirzungen 


(2) a=a(0,0), 
(3) K(X, Z; a, b) - 59, (xX, Z) D(a, b). 


Die unterén Indizes bei den Matrizen sollen die fehlenden Kolonnen 
und Zeilen angeben, wobei die rémischen Zahlen sich auf die fehlenden 
Kolonnen, die arabischen auf die fehlenden Zeilen beziehen. Nebeneinander 
0 b’ 
ba ) 
bedeuten, daB die entsprechenden Matrizen formal nebeneinander bzw. unter- 
einander aufgeschrieben sind. Der Strich iiber einer GréBe bedeutet den 
Ubergang zu der konjugiert Komplexen. 
Es gilt nun der 


Satz. Die Funktionen 


und untereinander stehende deutsche Buchstaben, z.B. (a,b); ( 


|a,(X,Z)|_ K(0,0; 0, 0) 











ms 0(X, Z)=— kx z:0.0 |, | 
fag (X,Z)} K (0,0; 0,0) 
w(X%,Z)= KE ZOO [ay] 


bilden ein normiertes Kovariantenpaar (vgl. FuBnote *'), 8. 431). 

Der durch (4) erzeugte Bildbereich von 8 hat die Higenschaft, dap 
er allein durch die Bereichklasse (zu der 8 gehért) bestimmt ist. 

Diesen Bereich kénnen wir somit als den Reprasentanten- 
bereich der betreffenden Klasse verwenden. 

Wir werden diese Repriasentantenbereiche im folgenden mit YW be- 
zeichnen. (Die Reprisentantenbereiche brauchen natiirlich im allgemeinen 
nicht schlicht zu sein.) 

Beweis des Satzes. In der Arbeit H wurde gezeigt, daB es zu 8 
eine und nur eine in % regulare Funktion u(X,Z) gibt, die, an Stelle 
von ¢ eingesetzt, dem Integral 


(5) SLI J e(X, 2) t(% Z) dw 


einen Minimalwert erteilt, wobei zum Vergleich alle in 8 regularen Funk- 
tionen mit der Nebenbedingung 


(6) (0,0) =1 


herangezogen werden. dw bedeutet dabei das (vierdimensionale) Volumen- 
element. 
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u(X, Z) wurde als die Minimalfunktion bezeichnet. u(X,Z) ist be- 


kanntlich 


u(X,Z)= 


K(X, Z; 0,0) 
K(0,0; 0,0) ° 


Wir wollen zeigen, daB eine andere, ahnliche Variationsaufgabe eine und 
nur eine Lésung besitzt: Es soll eine Funktion «®(X, Z) gesucht sein, 
die ebenfalls dem Integral (5) den Minimalwert erteilt, wobei jetzt an- 
statt (6) die Nebenbedingungen 


(7) t(0,0) =0, 


gelten sollen. 


Es ist 


(8) 


wo b die Matrix 


at(X,Z) ta: dt (X, Z) i 
ox Jeg | 02 17° 
Z=0 Z=0 
u™ (x, Z)=— |b, ea Z)| ' 
| bedeutet. 


Den Beweis dieser Behauptung fiihren wir Schritt fiir Schritt dem 
entsprechenden Beweis (8. 649—657) in der Arbeit H gleich. Wir be- 
trachten die folgende (endliche) Extremumaufgabe: 

Wir wollen in dem Ausdruck 


(9) 


U, (X, Z) 


= 5'A,2,(X, Z) 


s=1 


die Konstanten A, so bestimmen, da derselbe, an Stelle von ¢ in das 
Integral (5) eingesetzt, (5) zu einem Minimum macht, wobei zur Kon- 
kurrenz nur Ausdriicke von der Form (9), die die Nebenbedingungen (7) 
befriedigen, zugelassen werden. Bezeichnet man mit a” (X, Z) die Matrix (1), 


wobei jetzt die Summationen 5’, im Gegensatz zum friiheren, Di bedeuten, 


so ist die Lésung dieser Aufgabe 


(10) 


uf(X, Z) = — 


s=1 


uy’ (wie die formale Rechnung zeigt) 


|b, a” (X,Z)| 
ja” | 





gleich, und der Wert des Minimums 4,” 


(11) 











wo 6; iiblicherweise die Transponierte zu b, bedeutet. 


0 b 
gt 6, a,” = |afPis| 
a | a,” | | a,” | 4 
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Wir wollen nun zeigen: 

1. Es existiert 
(12) u™ (X, Z) = limes u{” (X, Z). 

Pp? a 
Die Konvergenz der einzelnen in der Matrix (1) auftretenden Summen 
29, (X, Z)Q,, 22, Qix, . ic aus der Endlichxeit und der gleich- 
mafiigen Resume des Kernes 219,( (a, b)|* (vgl. Satz I und II der 
= 


Arbeit H). u®(X, Z) stellt in rol ganz im Innern von 8 gelegenen 
Teilbereiche §, eine regulare Funktion dar. 
2. Es gibt keine Funktion A(X, Z), die die Nebenbedingungen (7) 


erfiillt und dem Integral (5) einen kleineren Wert als 4, = limes 4{”’ = | x18 | 


| a, | 
pro 

erteilt: Denn aus der Vollstandigkeit des Systems 2,(X,Z) folgt, dab 
man zu jedem « ein p bestimmen kann, derart, daB 


SIJIn(X, 2) W(X, B) do — S| Sf ff n(x, 2) OLX D) dol" <e 
wird. Bezeichnet man mit h{” (X, Z) 
(14) By? (X, 2) = FO,(x, Z) [[ffo(&, 2) Q(X, Z)do, 


so ist nach dem Hilfssatz 1 der Arbeit H (8. 649) 











[Ap (X, Z)]z-o— [A (X, Z)] p=’ le"|< 
Z=0 Z=0 x rey 
| MS (xX, J 
b a 
(15) ex —- ax Oe le exl< $a" 
Z=0 Z=0 ob 
ah” cx, =i] fares ®)) 
? —” . 
[: ) as wT Jan 8 hae 
Z=0 Z=0 


Berechnet man den Minimalwert M, von (5), den ein Ausdruck von der 
Form (9) unter den Nebenbedingungen 


sy ee i 
(16) 1X, Z)zag= e's > a ax 7 1+ ez, [ az | 07% 


Z=0 Z=0 
erteilt, so erhalt man 





0 @ 
e’ af?) 











(17) M, = — 


| ai?) ° 








(21) 
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wobei e die Matrix 
e= {e’, 1+ e;, e3} 











e’ 
und e’ die dazu Transponierte {1 + c bedeutet. Es ist somit 
es 
° é 
a?) 
(18) Sfffar Pe Z)h™ (X, Z) Z) dw => ~ Sas TT 


Da man ¢’, ex, ez beliebig klein machen kann, folgt, daB: 


(19) Sf far X, Z)h™(X, Z)dw> — 


ist, w. z. b. w. 
3. Es ist 


(20) Sfffue« X, Z)u™(X, Z)do = — 


Denn in jedem (ganz im Innern von % gelegenen) Teilbereiche 8, ist bei 
geniigend wi p 


bf 











0 6 











“— 


s=p \, 


—| 2/9,( (X, Z) re l<e, 


ont | 


wo I, die Matrix {Q,, Ox, D2} bedeutet, und 

















lea Z)| 












































” =p I, |)2 
Sf} ju (X, Z)|* do sJJSJ 2'9,(X, Z) a dw + « (Volumen von 8, ) < 
| s=p I, *a| 3 
< Q(X, Z)-“*"| d Vol 8) = 
<JfJ 2’ ( : w -+-e (Volumen von $) 
(21) a pins 
i Py <n. 3 + e (Volumen von $) ae ee +e (Volumen von 8) = 
s=1 | a, 
0 » 
bi a, 





= —+*—"' +e (Volumen von $). 


| as | 
Da man « beliebig klein machen kann, folgt (20). 


4. Da das System 2,(X,Z) in B vollstandig ist, ist fiir u™(X, Z) 
die Vollstandigkeitsrelation erfiillt. 
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5. Es soll nunmehr der Eindeutigkeitsbeweis der Lésung der 
Variationsaufgabe gefiihrt werden. Sei G(X, Z) eine Funktion, die den 
Nebenbedingungen (7) geniigt und fiir die 


(22) Sy G(X, Z) G(X, Z) dw = Heel 4 
ist. Wir werden zeigen, daB : 
_ G(x, z) — — 10%, 8) 


| a, | | 
sein mu8. Wir fiihren noch die folgenden Abkiirzungen- ein: | 


b(X,Z)={ SQir(X,Z)Q2,, SQi'r(X,2)Qix, TAir(X, Z)Q;}, 


(24) a ” —_ a* Q,(X,Z) ” po ” 
b=0(0,0), Oiin(X,Z)=——S—, Din = [Qin (KX, Z)]__ 


Z=0 
"a 


Da 2,(X, Z) in B vollstandig ist, folgt, daB man zu jedem «¢ ein p derart 
finden kann, da8 


(25) S{JJ @(x, 2) G(X, F) dw — Sio,"<e, 
I,= S{[JS ox, Z) Q(X, Z) do. 


Betrachten wir nun die Funktion 


' ‘=P 
(26) G,= 59,2,(X, 2). 


Nach dem Hilfssatz I der Arbeit H folgt, daB G, die Nebenbedingungen (16) 
erfiillt. Man kann ferner die zweite Ableitung von G, im Koordinaten- 
anfangspunkte in der Form 

0 p® 














s=p 
a*G, (X, Z] @*Q,(X, Z) e’ a” (2,0) 20 
97) |-—~e2“: "1 a eos = — 2 R,’ =N, 
( @x* oi S.| @x* i | as? | + ? oth 
z=0 z=0 
darstellen. Wir wollen zeigen, dab 
(28) limes RS” — 0 
Pro 


ist. Um dies einzusehen, betrachten wir das Minimum des Integrals (5), 
wobei an Stelle von ¢ ein Ausdruck von der Form (9) zu nehmen ist, der 
sowohl die Nebenbedingungen (16) wie auch die Bedingung 


[ae (‘Sa 2, (X, 2) 
s=1 





(29) —s | - =N,+R,"” 
Z=0 








[ 











Repriasentantenbereiche bei Funktionen zweier Veranderlichen. 489 


erfiillen soll. Wie eine formale Rechnung zeigt, hat dieses Minimum den Wert 





\0 é N, 
ee lel a 


Mp 0” 30% Dip 





an) — gr) (2,0) |? g(p) 
(30) Le = SY” + | BO!" gy. 
1 
s=p ars 
0” S01 Dp 
s=1 





Da G,(X, Z) eime zulassige Konkurrenzfunktion ist, gilt: 














(31) Z\9,|"2 8 +| Rp 8? 
s=1 
Geht nun p gegen oo, so ist (wie eine formale Rechnung zeigt) 
4 bf |0 bf} 
(p) 
(32) limes ${” — — limes 1% %" 1 — _ lh _% 
pro pro |a;”| | a, | 


S:” konvergiert gegen eine positive, von 0 verschiedene Zahl: Suchen wir 
namlich das Minimum von (5) bei den Nebenbedingungen 


: et (X,Z) ot(X,Z) a*¢(X,Z) 
(38) 40,0) 8, ee teal aZ ja | ax* Lit 


Z=0 Z=0 Z=0 








so erhalten wir limes §;” als den Wert des offenbar positiven Minimums. 
Pp?o 

(Nach dem Hilfssatz I der Arbeit H mu8 nimlich limes ${” >— >. 

pro * Yo 


WO 79, den Abstand des Punktes 0,0 von der Berandung bedeutet.) Da 
nach (22) und (25) 


sein, 





—_ 0 6; 
limes / |g, |*=— 7%! 
p>o s=1 | a, | 
und limes S:” gréBer als 0 ist, so folgt aus (30) und (32), daB 
pP>o 
(28) limes Rs”° — 0 
pro 


ist, w. z. b. w. 


Genau auf dieselbe Weise laBt sich fiir jedes », u zeigen, daB 





¥ _ ¥ (p) 
(34) limes [2 S26, 8)) es arte (ibe (7, #1) 
p>@ ax” az" x=0 pro Lax’aZ” | aj?) | X=0 

=O = 
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wird. Nach dem Satz II der Arbeit H und Punkt 1 dieses Beweises 
konvergieren in der Umgebung des Punktes 0, 0 


(35) 
(36) 


Nach (34) 


"S'9,2,(X,Z) gegen G(X, Z) 


| (p) 
_ 1b0(X, 21 gegen — 1 0(X, Z)1 


| aj? | | @, | 


konvergieren ferner in der Umgebung des Punktes 0,0 alle 


Ableitungen von >9, 2,(X, Z) gegen die entsprechenden Ableitungen von 
s=1 


_ |b, a (Xx, Z)| 
| a{?? 


Da u(X,Z) und G(X, Z) in der Umgebung des Punktes 0,0 regular 
analytisch sind, folgt daraus (23), w.z. b. w. 

Auf gleichem Wege wie die Existenz und die Eindeutigkeit der Lé- 
sung u”’(X, Z) bewiesen wurde, laBt sich zeigen, daB auch die folgende 
Variationsaufgabe eine und nur eine Lésung besitzt: Es ist diejenige 
Funktion gesucht, die (5) den Minimalwert erteilt, wobei als Nebenbe- 
dingungen die Relationen 


(37) #(0,0) =0, 


1 





lee > ae ee ee he 
Z=0 Z=0 


jee, 2) - rae(X, Z)) 


zu nehmen sind. Die Lésung dieser zweiten Aufgabe sei mit u® (X, Z) 


bezeichnet. 


Wir gehen nunmehr zu dem zweiten Schritt des Beweises iiber: Seien 6 
und %* zwei Bereiche des X Z- bzw. X*Z*-Raumes, die zu derselben Klasse 
gehéren, d. h. es gebe ein normiertes Funktionenpaar X*(X, Z), Z* (X, Z) 
das 8 auf 8* abbildet. 

Verpflanzt man die Minimalfunktion u(X,Z) in den X* Z*-Raum 


und multipliziertt man mit der Funktionaldeterminante (d. h. bildet man 


\ 


u[X(X*, Z*), Z(X*, Z*)] rasa) so ist dieser Ausdruck der Minimal- 


funktion u* 


a(x*,z* 
(X*, Z*) von B* gleich. Denn: 


1. Das Funktionselement um den Koordinatenanfangspunkt von 


a(X, Z) 


* *) * * 
u[X(X*, 2"), 2(x*,2*)) SO 


= (1+ GX" + Gy Z*+...) (1+ By X*+ By, Z* +...) 


hat an der 


1+ A, X°+ 4, Z°+... . 


Stelle X=0, Z=0 den Wert 1. 








(3 
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i ' — * ps, 2(X,Z) . 

2. Die Funktion u[{[X(X", Z"), Z(X", Z Nea) erteilt dem In- 
tegral SLLS ix’ Z*)|*dw,.,. den Minimalwert 4* = 4 *5). Denn es ist: 

8 
* 7 * ge, 3(X,Z) 

(98) SfJT|u(x(x*, 2°), 2(x*, 2°) Te 
Nach dem Satz III der Arbeit H gibt es zu jedem Bereich nur eine 
Minimalfunktion u*(X*Z*). Mit anderen Worten: es ist 
u[X(X*, Z*), Z(X*, Z")] 0(X,Z) _ 





(39) 








u*(X*, Z*) a(x*,Z*) 
Das Funktionselement von 
: @) * * ge, 8(X, Z) 
(40) uO [X(X*, 2), B(x", 2°) SOD 


= (X* + apy X°*+ of, X°Z* +...) [1+ By X°+ fy, B+...) 

= (X°+ B,, X°*+ B,, X°Z*+...] 
um den Punkt X*=0, Z*=0 befriedigt die Nebenbedingungen (7), 
Auf Grund der friiher bewiesenen Eindeutigkeit der Lésung der ent- 
sprechenden Variationsaufgabe gibt es eine und nur eine Funktion 
u™*(X* Z*), die dem Integral (5) unter den Nebenbedingungen (7) den 
Minimalwert erteilt. Auf gleiche Weise wie frither schlieBen wir, da8 


(41) ui [X(X*, Z*), Z(X*, Z*)) a(X, Z) = 
u* (x* Z*) a(x*,Z*) 

ist. Aus (39) und (41) folgt, daB fiir zwei Bereiche derselben Klasse 

8 und $* 


(42) 





wo? (x*,Z*)_ wu [X(X*,Z"), Z(X*,Z*)] __ uw (X, Z) 
u*(x*,Z*] u[X(X*,Z*), Z(X*,Z*)} —-u(X, Z) 

ist. Bezeichnen wir mit v*(X*,Z*) den in (42) links stehenden, mit 
v(X,Z) den rechts stehenden Ausdruck, so ist v(X,Z) eine Kovariante, 
d. h. es ist 


(42°) v(X, Z)=v*(X*, Z*). 


Eine zweite Kovariante erhalten wir in w(X, Z) = 





4? ( ' # Z ) 
u(X,Z) ° 

v(X,Z) und w(X, Z) bilden ein normiertes Funktionenpaar. Die 
Funktionaldeterminante irk = ist bestimmt nicht identisch Null. Wir 
haben somit eine Abbildung auf einen Bereich gewonnen, der von der 
Wahl des Ausgangsgebietes § unabhingig ist. Durch v und w wird somit 
der Bereich § auf den Reprisentantenbereich Y abgebildet. 








16) 4 ist eine Invariante fiir alle Bereiche, die zu derselben Klasse gehéren. 





iki = SUS | u (X, Z) "days. 
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Ein Reprisentantenbereich & ist dadurch ausgezeichnet, daB das durch (4) 
gegebene, zu W gehérige Funktionenpaar sich auf v = X, w= Z reduziert. 

Korollar. Hin Reinhardischer Kreisbereich ist ein Reprdsentanten- 
bereich, was man z. B. durch die unmittelbare Ausrechnung der durch (4) 
gegebenen Funktionen ersehen kann. 

Gehért somit der Reinhardtsche Kreisbereich & zur Klasse, so wird 
(4) das Abbildungsfunktionenpaar liefern, das 8 auf & abbildet. Die Ge- 
stalt von & kénnen wir in diesem Falle mit Hilfe der im § 2 der Arbeit H 
angegebenen Formel feststellen. 





§ 2. 
Uber die Approximation der Funktionen von zwei komplexen 
Verinderlichen durch Polynome. 


In der Arbeit ,Zwei Satze iiber Funktionen von zwei komplexen 
Veranderlichen* wurde mit Hilfe des Auswahlprinzips die Existenz eines 
vollstandigen Orthogonalfunktionensystems zu jedem zusammenhangen- 
den Bereich 8 nachgewiesen. Es entsteht das Problem, zu einem gegebenen 
Bereich ein konstruktives Verfahren anzugeben, um ein derartiges System 
zu bilden. 

Ein naturgemaBer Weg dazu besteht im Falle der einfach zusammen- 
hangenden Bereiche darin, daS man den Rungeschen Satz iiber die Ap- 
proximation von analytischen Funktionen durch Polynome**) auf den Fall 
von zwei komplexen Verianderlichen tibertragt. Aus diesem Satz folgt dann 
miihelos die Tatsache, daB das durch die Orthogonalisierung von 


(1) 2 & we eae 


erzeugte System in dem betreffenden Bereiche vollstindig ist. 

Herr Almar hat in seiner Dissertation ,,Sur quelques problémes de 
la théorie des fonctions de deux variables complexes“*’) diesen Satz fiir 
gewisse Klassen von Bereichen nachgewiesen**) und die (unbewiesene) 


*) C. Runge, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta Mathe- 
matica 6 (1884), 8. 229. 

*”) Arkiv for matematik, astronomi och fysik 17 (1922/23), Nr. 7, 8. 1—70. 

**) Herr Almar stiitzt sich dabei auf eine Verallgemeinerung der Mittag-Leffler- 


(nm)= 
schen Darstellung einer Funktion: Ist > = *Z™ das Funktionselement der 


(am) =0 
Funktion f(X,Z) um den Koordinatenanfangspunkt, so 148t sich — wie Herr Almar 
zeigt — f(X,Z) in gewissen Bereichen in der Form 
(nm)= co 
limes 


a>o 


zg? 





Cam s 
Tlite(m+a)]~ 


(nm)=0 


darstellen. 
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Vermutung ausgesprochen, daS dieser Satz in Gebieten, die Herr Almar 
als quasikonvex bezeichnet, richtig ist. 

Im folgenden soll ein Beweis des verallgemeinerten Rungeschen Satzes 
gefiihrt werden, der eine Integraldarstellung der Funktion benutzt und der 
dem Rungeschen Beweis nachgebildet ist. Der Beweis bezieht sich eben- 
falls nur auf gewisse Klassen von Bereichen. (Darunter befinden sich auch 
Bereiche, die von dem Almarschen Beweis nicht erfaBt wurden.) 

Die Integraldarstellung (6) der Funktion, die in gewissen (weiter naher 
definierten) Gebieten gilt, erlaubt aus dem Verlauf der Funktion auf ge- 
wissen (zweidimensionalen) Flachen auf den Wertevorrat der Funktion 
in dem (vierdimensionalen) Gebiete zu schlieBen. AnschlieBend an den 
Beweis werden wir aus dieser Integraldarstellung einige einfache Folgerungen 
ziehen. 

Wir fiihren den Beweis fiir den einfachsten Fall durch, doch laBt 
sich — wie in der FuBnote**) hingewiesen wird — derselbe bedeutend 
verallgemeinern. 

Seien uns zwei analytische Ebenen etwa die Ebene 


(2) Z = konst. = c, 
und 
(3) X + mZ = konst. = c, 


gegeben. Seien ferner B und B’ zwei ebene, einfach zusammenhingende, 
konvexe Bereiche, die von den regularen Kurven C bzw. C’ berandet sind. 
B liege in der Ebene (2), B’ in (3). Es bedeute x“, c, den laufenden 
Punkt von B; 2™,¢, von OC; (c, — mz), 2 von B’; (c,—mz™), 2 
von ©’. $ bedeute einen Bereich des P,, dessen Inneres aus der Ge- 
samtheit aller Punkte X, Z besteht, die die Relationen 


(4) X+imZ=2"+me,, 

(4*) Z=—2 

befriedigen. (© bedeute eine (zweidimensionale) Flache, die aus der Ge- 
samtheit aller Punkte X, Z besteht, die die Gleichungen 

(5) XimZ=2”+4me,, 

(5*) Sean 2 

befriedigen. Wir verstehen unter # einen solchen einfach zusammen- 


hangenden Teilbereich von %, dessen (dreidimensionale ) Berandungsmannig- 
faltigkeit © enthalt. Es gilt nun der 


Satz. Hine im abgeschlossenen Bereiche R regulére Funktion f(X,Z) 
laft sich in jedem ganz im Innern von R gelegenen Teilbereiche R’ von R 
gleichmafig durch Polynome approximieren. 








(6*) 
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Beweis. Nach Poincaré kénnen wir f(X, Z) in $% im der Form 








tae: f(z, 2)de 
(6) X,2)= — gleam =A 
darstellen™*). dr bedeutet darin SS aNaM, wobei 2=2(N, M), 


z=2z(N, M) die Parameterdarstellung der Flache © ist. 
Wir ersetzen in (6) das Integral durch eine endliche Summe 


f (Ze, %) Se 
(7) 222 ~ allX—-a)+m@—a)]" 


Man kann bei einer geniigend feinen Unterteilung der Flache € erreichen, 
daB der Unterschied zwischen (6) und (7) gleichmaBig in jedem ganz im 
Innern von §§ gelegenen Teilbereich $8’ kleiner als eine vorgegebene kleine 
Zahl « wird. 

Wir gehen nunmehr dazu iiber, den einzelnen Summanden 





f (Ze, 2) Ay 
[Z — 2] [(X — 2) + m(Z — x )]} 





durch ein Polynom (in X, Z) in $’ zu approximieren. 
1. Wir wollen zunichst uns iiberlegen, dab (X — z,)+- m(Z — z,) (wo 
2,, 2, ein Punkt von € ist) nirgends im Innern von  verschwindet. Jeder 





*) Vgl. etwa Picard und Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes, Paris 1897, I. Bd., ITI. Kap., § 5, 8. 55. 
Die Formel (6) ist ein Spezialfall der Darstellungen 





_ 1 f@R(X,Z) 0Q(X,Z) @R(X,Z) 8Q(X, Z) f(x,2)dr 
f(X, 2)=-75| aZ >) aan aZ ) Wera=are=spata=a.0 


wo Q und P Polynome sind, die im Koordinatenanfangspunkt eine gewéhnliche Null- 
stelle haben und sonst nirgends im Gebiete verschwinden, bzw. von 


1 7 a ,2)d 
(6%) £(X,2)=— 5 VE sg) 40 4 [fz f(z, 2) de 
v 





(X—2z),(Z—z)]’ 


wo A ein Polynom zweiten Grades ist. 

Mit Hilfe der Darstellungen (6*) und (6**) 148t sich der Rungesche Satz fiir 
eine weitere Reihe von Gebieten beweisen. 

Die Schwierigkeit, die in diesem Beweis auftritt, besteht eigentlich im folgenden: 
Es ist im allgemeinen nicht méglich zu entscheiden, ob auf der Berandung eines 
vorgegebenen Bereiches 8 eine Fliche € existiert, zu der sich ein Polynomenpaar 
Q und FR konstrnieren 148t, mit dessen Hilfe man jede in § regulire Funktion in 
der Form (6*) darstellen kann, und wo die im Nenner stehenden Polynome fiir kein 
(X,Z)=(2,2™) verschwinden. 

Die Konvexitét und die Regularitét von C und C’ sind bei diesen Uberlegungen 
nicht wesentlich. 
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Punkt von © geniigt den Gleichungen (5) und (5*). Die Ebene 
(X — z,) + m(Z —z,)=0 kann man ebenfalls in der Form 
(8) X+mZ=2"+me, 
schreiben. Da zwei parallele Ebenen im Endlichen keinen gemeinsamen 
Punkt haben kénnen, so hat keine der Ebenen (8) einen gemeinsamen 
Punkt mit der Ebene (4), also keinen Punkt, der im Innern von § liegt. 
Ebenso zeigen wir, daB Z— z, nirgends in $8’ verschwindet. 
1 

m (Z — 2) + (X — xp) 
mieren. Wir legen durch den Punkt z= mz,-+2,— me, eine Tangente 
an B. Durch jeden Punkt dieser Tangente legen wir eine analytische 
Ebene 
(9) X + mZ = konst. 
Die Gesamtheit dieser Ebenen liefert einen dreidimensionalen Raum, den 
wir mit 7 bezeichnen. Eine ahnliche Oberlegung wie die unter 1. durch- 
gefiihrte, zeigt, daB 7’ keinen gemeinsamen Punkt mit dem Teilbereich $f’ 
hat. Im Punkte z,,2, errichten wir zu T eine Normale und legen eine 
Hyperkugel, die 7’ in 2z,,z, tangiert und deren Mittelpunkt somit auf 
der Normalen liegt. Der Radius dieser Hyperkugel soll endlich sein, jedoch 
so groB, daB $8’ ganz im Innern dieser Hyperkugel liegt. Da 

. 1 
(10) (X — x) + m(Z — 2) 
im Innern dieser Hyperkugel regular ist, la8t sich (10) in der Hyperkugel 
in eine Potenzreihe entwickeln®). Nehmen wir einen geniigend langen 
Abschnitt der Reihe, so wird der Unterschied zwischen dem Abschnitt 
und (10) gleichmaBig in §’ kleiner wie eine vorgegebene GréBe ¢«. Wir 
haben also (10) durch ein Polynom approximiert; ebenso laBt sich z iu : 
in §’ approximieren, woraus ohne Miihe unser Satz folgt**). 

Es sollen einige weitere Folgerungen aus der Darstellung (6) gezogen 
werden, wobei wir uns auf den Fall m = 0 beschranken. 

Der Absolutwert jeder in R (somit in %) reguliren Funktion f(X, Z) 
wird an keiner Stelle in R gréBer als das Maximum von |/f(X, Z)| auf ©. 
Denn: benutzt man die auf der Seite 443 eingefiihrten Bezeichnungen, so 
ist nach den Satzen der (ebenen) Funktionentheorie: 


| f(a, 2)| < Max. von | f(z, 2)| < Max. von | f(z, 2|. 


2. Wir wollen nunmehr 





durch ein Polynom approxi- 








*) Vgl. dazu F. Hartogs, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
unabhingiger Veranderlicher, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch 
Reihen, welche nach Potenzen einer Verdnderlichen fortschreiten. Math. Annalen 62 
(1905), 8.9 oder W.F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, I. Lieferung, 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1924, 8S. 181. 
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Hat die Berandung von § nur die Flache € mit ® gemeinsam, so 
wird |f(X,Z)| — | sobald weder re noch z identisch verschwinden | 


an jeder Stelle in ® kleiner als das Maximum von |/f(X, Z)| auf © sein. 


Wir werden solche Bereiche mit R*, die Fliche € als die Maximum- - 


flache von §t* bezeichnen. 

Durch eine Abbildung von R* durch ein Paar von Funktionen von 
zwei komplexen Verinderlichen gelangen wir zu einem neuen Bereich, der 
ebenfalls eine Maximumflache besitzt. 

Werden zwet einfach zusammenhdngende Bereiche, die Mazximum- 
flachen besitzen, aufeinander abgebildet, so geht die Maximumflache des 
einen Bereiches in die Maximumflache des anderen iiber. 

Es la8t sich in iiblicher Weise fiir die Bereiche (wie auch fiir die 
durch die analytische Abbildung aus ihnen erzeugte) das Schwarzsche 
Lemma erschlieBen: 

Seien {(X,Z) und ¢(X,Z) zwei in RK reguldre Funktionen, ,es sei 
orn in KR ebenfalls regular. 

Sei M das Maximum von | f(X, Z)|, « das Minimum von | p(X, Z)| 
auf ©. Es ist dann in jedem Punkte von R: 


(11) If(X, Z)|< | p(X, 2). 





ferner 


(Eingegangen am 10. 1. 1929.) 
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Die Methode der Polarfunktionen und Konfigurations- 
konstanten héherer Ordnung im Gebiete der 
Randwertaufgaben der Potentialtheorie’). 


Von 


Ernst Richard Neumann in Marburg. 


Der Nachweis fiir die Anwendbarkeit der Methode des arithmetischen 
Mittels von Carl Neumann zur Lésung der ersten Randwertaufgabe der Potential- 
theorie war bekanntlich zunichst lange Jahre hindurch auf Gebiete beschrankt, 
die von konvexen Flachen o begrenzt werden*). Bei diesem Beweise handelt 
es sich u.a. darum, zu zeigen, daB gewisse nach bestimmtem Verfahren 
sukzessive auf o gebildete Funktionen /’, f”, f’”,... sich einer Konstanten 
nahern. Diesen Nachweis fiihrte C. Neumann in der Weise, daB er die 
Schwankungen A(f“) dieser sukzessiven Funktionen f“ betrachtete und 
fiir sie bei konvexer Flache o die Beziehung bewies: 


(N) A(t™)<4(f*)-¢, also A(f™)<4-ef, 


wo 4=4/(f) die Schwankung der vorgegebenen Randwertfunktion f be- 
deutet, und c, eine der Fliche o eigentiimliche, also nur von den geo- 
metrischen Verhiltnissen abhingige*) positive Konstante, die sogenannte 


*) Ausfiihrlichere Darstellung eines am 15. September 1925 auf der Mathematiker- 
Tagung in Danzig gehaltenen Vortrages. Jahresbericut der Dtsch. Math.-Vereinigung 
$4, 2. Abt., 8. 138—143. 

*) Der Einfachheit halber werde ich mich auf réiwmliche Gebiete beschrinken. — 
Zur Bezeichnungsweise sei bemerkt, daB Innen- und AuBengebiet von o mit 3 bzw. U& 
bezeichnet werden, Punkte innerhalb dieser Gebiete mit i(i) bzw. a(a), Punkte auf 
o selber mit s(%), oder aber sie werden, wenn nétig, je nachdem man sie als Rand- 
punkte von 3 oder & ansieht, noch genauer durch die Doppelindizes is bzw. as an- 
gedeutet. — Wenn Formeln giiltig sind im Gebiete § mit Einschlu8 der inneren 
Randpunkte, so sprechen wir von ihrer Giltigkeit in §-+o (und analog beim AuBen- 
gebiet ). 

*) Das soll nach dem Vorgange von C. Neumann durch die Marke g auch 
iuBerlich angedeutet werden — die also nichts mit den spiter auftretenden Rand- 
werten g, zu tun hat. 
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Konfigurationskonstante ist, die bei konvexen Flachen einen echtgebrochenen 
Wert besitzt, womit dann augenscheinlich der gewiinschte Beweis fiir kon- 
vexe Gebiete im wesentlichen gefiihrt ist‘). 

Erst Poincaré gab den Ansto8 zur Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches 
der Neumannschen Methode, indem er nach dem Vorbilde von H. A. Schwarz 
eigentiimliche Integrale J, (oder J™, wie wir schreiben werden) in den 
Kreis seiner grundlegenden Betrachtungen zog®), die hiniiberleiteten zur 
Theorie der Integralgleichungen, deren man sich heute zu bedienen pflegt, 
um die Allgemeingiiltigkeit der Methode des arithmetischen Mittels zu be- 
weisen. — Zumal hier aber Integralgleichungen mit unstetigen und un- 
symmetrischen Kernen auftreten, bedarf es bei diesem Wege eines ziemlich 
weiten Ausholens, und es diirfte daher auch heute noch ein direkter Be- 
weis fiir die Konvergenz der Methode oder eine Vervollkommnung der 
alteren Beweise, wie diese Arbeit sie bringen will, nicht wertlos sein, zu- 
mal zu hoffen ist, daB diese Vervollkommnungen vielleicht auch wieder 
der Integralgleichungstheorie zugute kommen werden. 

Mit Hilfe der von mir eingefiihrten ,,Polarfunktionen“ habe ich bereits 
friiher*), wenigstens fiir die eine in den Poincaréschen Betrachtungen ent- 
haltene Tatsache, einen verhaltnismaBig einfachen Beweis geliefert, naimlich 
(beim Innengebiet) fiir die Formel: 


(P) abs (W;” — wet) < A,yser-®, 


in der die W™ die aufeinanderfolgenden Neumannschen Potentiale be- 
deuten und A, wieder eine solche nur von den geometrischen Verhiltnissen 
abhangige Konstante ist. — Die Bedeutung dieser Formel besteht darin, 
daB sie gestattet — und darin méchte ich das wesentliche Prinzip der 
Poincaréschen Beweismethode erblicken — aus dem bei weitem leichter zu 
beweisenden Verhalten der Integrale J™ bei wachsendem Index Riick- 
schliisse auch auf das Verhaliten der Glieder linker Hand zu ziehen, aus 
denen sich die Neumannsche Reihe (Lésung fiir das Innengebiet) zu- 
sammensetzt. 


*) Hilbert hat in seinen Vorlesungen Ende der neunziger Jahre den Beweis der 
Relation (N) von der Voraussetzung einer konvexen Begrenzungsfliche befreit (vgl. 
Math. Annalen 55, 8.4), aber immer blieben doch noch die konvexen Flichen die 
wichtigsten und am leichtesten zu charakterisierenden, deren Konfigurationskonstante 
kleiner als 1 ist, so daB die Methode im wesentlichen doch auf konvexe Gebiete be- 
schrinkt blieb. 

5) La méthode de Neumann et le probleme de Dirichlet, Acta mathematica 20, 8. 59. 

*) Zwei kurze Mitteilungen findet man in den Géttinger Nachrichten 1899 (8.291) 
und 1902 (8.242). Wegen der ausfiihrlicheren Darstellung vgl. unten die Angaben 
auf S. 450. 
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Auf dieser Grundlage (P) und dhnlichen Abschitzungen im Gebiete 
der Robinschen Methode aufbauend, gelang es mir dann schon friiher 
(einfacher wie Poincaré) viele der Konvergenzeigenschaften der Neumann- 
schen und vor allem der Robinschen Potentiale herzuleiten. Doch ver- 
zichtete ich dabei auf einen nicht unwesentlichen Vorzug des urspriinglich 
C. Neumannschen Verfahrens, der auch der Poincaréschen Betrachtungs- 
weise eigen war, wenn er hier auch durch Anwendung recht fernliegender 
Hilfsmittel etwas teuer erkauft erscheint. Ich folgerte naimlich in meinen 
alteren Arbeiten die Konvergenz aus dem Verhaliten von Faktoren, welche 
ihrerseits noch abhingen von den vorgeschriebenen Randwerten, nimlich 
der Poincaréschen Integrale (z. B. der J). Dadurch kommt in die Kon- 
vergenzbetrachtungen eine gewisse Unbestimmtheit. Im Gegensatz dazu 
tritt z. B. bei C. Neumann von vornherein der rein geometrische Charakter 
der Konvergenz deutlich zutage, die Konvergenz wird bei ihm aus dem 
Verhalten eines rein geometrischen Faktors, eben der Konfigurations- 
konstanten c,, erschlossen, wahrend die gerade vorgeschriebenen Randwerte 
bei seiner obigen Abschaétzung (N) nur in einem allen Gliedern gemein- 
samen Faktor, namlich der Schwankung 4, auftreten. 


Ich werde nun im folgenden den Konvergenzbeweis auch fiir nicht- 
konvexe Gebiete von vornherein méglichst geometrisch (in diesem Sinne) 
fiihren ohne Heranziehung so fernliegender Hilfsmittel, wie sie ‘Poincaré 
benutzt, lediglich durch konsequenten Ausbau meiner Methode der Polar- 
funktionen, und ich méchte hier nur den Grundgedanken kurz andeuten: 
Bei gegebener Flache o hangen die Glieder W,”’ — W,{“*” der Neumann- 
schen Reihe (fiir das Innengebiet) augenscheinlich ab von den vor- 
geschriebenen Randwerten f, und sodann noch von der Lage des Auf- 
punktes ¢. Die Methode der Polarfunktionen lieferte mir nun eine Ab- 
schatzung dieser Glieder durch das Produkt zweier Faktoren, deren einer 
(J) immer nur von den Randwerten, der andere (|) nur von der Lage 


von t abhing: 
(x+) (w+4+1) 1 (24) (2x) 
abs (W;"*" — W, \sz)Vo V4 


Diese Faktoren |” waren danach also etwa zu bezeichnen als rein 
geometrische Funktionen, namlich Funktionen der Lage eines Punktes, die 
im iibrigen nur von der vorgegebenen Flaiche o abhingen. — Von diesen 
Funktionen stellte sich nun heraus, daB sie (unter ziemlich weiten Voraus- 
setzungen iiber die Flache o) fiir 4>1 stetig bleiben selbst bei beliebiger 
Annéherung von ¢ an o (,stetig in § +0“), und so fiihrte ich denn 
friiher das Maximum von |(, ein, das dann natiirlich eine rein geometrische 
Konstante ist, und gelangte so (fiir 41 und x =n —1) zu der obigen 
Mathematische Annalen. 102. 29 
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Abschitzung (P), wie sie in den Poincaréschen Betrachtungen steckt. — 
Im folgenden werde ich nun von diesem Verfahren abweichen und gerade 
den Index x des zweiten Faktors J festhalten, so daB also die Rand- 
werte f, nur in einem unveranderten Faktor (wie friiher bei (N) in der 
Schwankung 4) auftreten, und werde dann zeigen, daB der rein geo-- 
metrische Faktor \(;;” mit wachsendem Index 4, und zwar gleichmabig 
fiir alle Lagen von ¢ in $+, gegen 0 konvergiert. Indem ich jetzt 
also das Schwergewicht auf den rein geometrischen Faktor lege, beweise 
ich, daB die Einzelglieder der Neumannschen Reihe zur 0 abnehmen. Aber 
auch der Beweis fiir die Konvergenz der ganzen Reihe gliickt mittelst 
rein potentialtheoretischer Uberlegungen, wobei schlieBlich sogar wieder 
eine auBerst enge Beriihrung mit dem urspriinglich C. Neumannschen Ge- 
dankengang mit der Konfigurationskonstanten hervortritt. 

AuBerst einfach folgt aus diesen Betrachtungen dann auch die Kon- 
vergenz der Robinschen Methode zur Lésung der zweiten Randwertaufgabe, 
ja diese Methode ist bei meiner Art des Vorgehens kaum von der Neumann- 
schen zu trennen, die Beziehungen zwischen beiden Methoden spielen im 
folgenden dauernd eine groBe Rolle. — 


Wie aus dem Gesagten hervorgeht, werde ich mich im folgenden viel- 
fach auf meine friiheren Untersuchungen zu berufen haben, die in den 
beiden Jablonowski- Preisschriften Studien iiber die Methoden von 
C. Neumann und G. Robin zur Lésung der beiden Randwertaufgaben 
der Potentialtheorie* und ,,Beitriige zu einzelnen Fragen der héheren 
Potentialtheorie* (bei Teubner 1905 und 1912) niedergelegt sind. Ich 
werde die benutzten Tatsachen aber stets kurz auseinandersetzen, so daB 
das Folgende auch ohne Kenntnis jener Arbeiten verstindlich sein 
diirfte. Wegen der Beweise im einzelnen — meist handelt es sich um 
einfache Anwendungen der Greenschen Satze — werde ich allerdings 
stets nur auf jene Arbeiten verweisen. (Ich zitiere sie kurz als Studien“ 
und ,,Beitraige“.) 


$1. 


Die sukzessiven Neumannschen und Robinschen Potentiale und ihre 
einfachsten Konvergenzeigenschaften. 


Die Grundlage der Methode des arithmetischen Mittels, gleichsam die 
Bausteine, aus denen sich die Neumannsche Lésung der ersten Randwert- 
aufgabe aufbaut, bildet eine Folge von Doppelbelegungspotentialen, zu 
denen man in folgender Weise gelangt: Sind auf der geschlossenen Flache o, 
iiber die wir die Voraussetzung machen, da8 sie iiberall eine bestimmte 
Tangentialebene und auBerdem stetige Biegung und endliche Kriimmung 
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besitzt [Stud.S.2], die stetigen Randwerte f, vorgeschrieben, so ist das 
erste Potential W das einer Doppelbelegung vom Momente a f, also 


Wk leiden Efuttn, (rhe mem, 
wo (do), das bekannte C. Neumannsche Symbol, die positiv oder negativ 
genommene scheinbare GréBe des Elementes do von p aus bedeutet. Die 
Werte dieses Potentiales in Punkten s von o selbst (bekanntlich das arith- 
metische Mittel der inneren und duSeren Randwerte W,, und W,,) be- 
zeichnen wir dann mit f,’ und bilden ein weiteres Potential W’, indem 
wir diese Werte f, an die Stelle der fritheren f, treten lassen, und fahren 
in dieser Weise fort. So kommen wir sukzessive zu dem folgenden Schema 
.Neumannscher Potentiale W“ und Flachenfunktionen f “: 


Pai si- Sl- 


> 


1 
W, =5;J f.(do),, 3 (W;, + W,,) 


W; =5,J &( (do), 1 (Wis + Wee) 


(®,) 


” 
f, > 


rt 


J f(a 
se (do),=f,.", 
za fd 


= iid 3 (Wis + Wer) 


usw. usw. 





Dann ist die (zunachst nur bei konvexer Fliche o als giiltig nach- 
gewiesene) Lésung der ersten Randwertaufgabe’) fiir das Innen- bzw. 
AuBengebiet dargestellt durch die beiden ,.Neumannschen Reihen‘ : 


®; =C+ (W, sa W;) — (W,” ie W;") Hivvsy 


(%,) —- ; » - 
* as — (W+ 7, )— (¥, +W, ym ees 


wenn C eine Konstante bedeutet, der sich, wie man beweisen kann, die 
Funktionen f‘” mit wachsendem n mehr und mehr nahern [vgl. die Ein- 
leitung }. 

Analog geht G. Robin bei der Lésung der zweiten Randwertauf- 
gabe vor. An Stelle der Doppelbelegungspotentiale W treten Poten- 
tiale einfacher Flachenbelegungen, und die Rolle der Randwerte nehmen 
die normalen Ableitungen ein. Bezeichnen wir die urspriinglich (fiir die 
normalen Ableitungen) vorgegebenen Werte mit g,, so erhalten wir 
das folgende Schema ,Robinscher Potentiale V® und Flachenfunk- 
tionen g™ “: 


”) Wegen der naheren Definition vgl. Studien 8. 18. 











452 E. R. Neumann. 

















aed ek, Fl), + (Gr), ] = aah ele. 
(R,) Ve aS ' ales =e +(5 ) |= asso -(do],=g,", 
Va wi al(35),,+ (Fr), Jn asSe s[de},— 
usw 
ee 
wo das Symbol [do], in der Bedeutung von — do steht (wahrend 
1 ‘ 
(d0),— ede war!) — Die Flachenbelegungen, von denen die Poten- 


tiale V, V’, V” usw. herriihren, haben dann samtlich die gleiche Masse: 
ry 1 
(Rs) A fomdo=+ fo,do—m (n =1, 2, 3,...). 


Die Lésungen der zweiten Randwertaufgabe sind dann (wie allerdings 
in voller Allgemeinheit auch erst noch zu beweisen ist) dargestellt durch 
die beiden ,Robinschen Reihen‘ : 


Q,= —(V,+ V/) — (V;" —V;") -... 
(®,) Tl, 


P=—m™ 


’ ” ” IT = Pot. d. tiirl. 
J 3 — (Ve — Ve) — (Va — Va") ~... pitceune vg, opate 


Belegung, vgl. spiiter). 
Dabei sind beim Innengebiet die Werte g, aus bekannten Griinden der 
Beschrinkung m = oJ 9.d0 = 0 unterworfen anzunehmen. — 


Fiir diese Neumannschen und Robinschen Potentiale W” und V™ 
hat nun Poincaré in Anlehnung an H. A. Schwarz merkwiirdige Integral- 
eigenschaften bewiesen: Kombiniert man z. B. irgend zwei Neumannsche 
Doppelbelegungspotentiale W’ und W” in einem Integrale von der Form 


_ | (9p ey , dp dy , dy dy 
(1) (p.vl = { (32 iz t dy dy oz bz 3¢) ar, 
hinerstreckt entwecer tiber das Innen- oder AuBengebiet von o oder auch 
iiber das Totalgebiet T— 3+ U, so hingt der Wert eines solchen Inte- 


grals nie von den Einzelindizes x und 4 ab, sondern nur von ihrer Summe 
x +4 [Stud. 8.75]. Wir setzen daher etwa 


(2n) (W”,w) = J"*", oder auch ausfiihrlicher —J*”(f), 


um anzudeuten, daB diese Integrale J’ noch von den vorgegebenen 
Randwerten f, abhingen. — Dabei sei noch bemerkt, daB die einfachen 
Symbole J stets die iiber das Totalgebiet & hinerstreckten Integrale 
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bedeuten sollen; wo ausnahmsweise einmal Integrale nur iiber das Innen- 
oder AuBengebiet auftreten, soll das durch ein- bzw. zweimalige Uber- 
streichung des J angedeutet werden [Stud. 8. 73]. 

Analog gilt im Gebiete der Robinschen Methode: 
(2r) et vy”) = D Aghia oder auch = L"*(g) 


mit entsprechenden Festsetzungen. 

Alle GréBen J” und L™ mit geradem Index n sind augenscheinlich 
(weil auch darstellbar als Integrale von Quadratsummen) positiv. Dariiber 
hinaus la8t sich aber auch leicht zeigen, daB sie zwei Reihen dauernd 
abnehmender Gréfen bilden 


Jad we aT" > ... we 
LE LVL" >L">... >0 
woraus folgt, daB bei beliebigen Ausgangsfunktionen f bzw. g 
(3’) lim J®” und Jim ™ 


(3) (Stud. 8. 78], 


> ao 


stets existieren. 

Diese Schwarz-Poincaréschen Integraleigenschaften (2) habe ich nun 
friiher in folgender Weise verallgemeinert: Wie wir uns oben z. B. aus den 
Randwerten f, die Reihe der Potentiale W, W’, W” usw. hergeleitet dachten, 
genau so seien jetzt aus anderen (ebenfalls stetigen) Randwerten f, eine 
neue Folge von Potentialen %&, 2%’, 8” usw. abgeleitet. Dann gilt auch 
noch fiir Integrale von der Form [y, y], deren beide Bestandteile aus den 
verschiedenen Reihen der W, W’,W” usw. und der %, %’, 2” usw. ge- 
wonnen sind, die Eigenschaft, nur von der Summe der Indizes der beiden 
Potentiale abzuhangen: 


(4) (Ww, we) = ge", f) und analog (Vv, BM) = m“*( (g, g) 


[Stud. 8. 73]. Auch gelten fiir diese allgemeineren Integrale ebenfalls noch 
gewisse einfache, im Spezialfalle {,—/, (bzw. g,—g,) auch schon von 
Poincaré bewiesene Relationen: 


(5) Kr” — RF —_ he + Rt» und yoy” i —(M**) 4M") 


[Stud. S. 74]. — Diese verallgemeinerten Integrale K” und M™ habe ich 
nun nachtriglich wieder spezialisiert, allerdings nach einer ganz anderen 
Richtung: Ich machte die eine der beiden Randwertfunktionen, f, bei der 
Neumannschen Methode, g, bei der Robinschen, abhingig von der Lage 
eines Punktes (Poles), indem ich z. B. bei innerer Lage dieses Poles (#) 


we 


1 E 
fe = PHe = Ep. bzw. G = %%)2= -—— 


", 
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setzte. Dann werden auch alle Potentiale %”(%™) und Flachen- 
funktionen f{”(g”) abhangig von der Lage dieses Poles ¢ und mit ihnen 
auch die simtlichen Integrale K” und M”. Wir setzen daher 


(6) K(f, Pw) _ Ki (f) bzw. Mg, 71) _ Mii’(g); 

und, was diese Abhangigkeit einmal natiirlich von den Randwerten f, (bzw. g,) 
und sodann eben von der Lage von ¢ anlangt, so stellt sich heraus, daB 
diese Integrale aufs engste zusammenhingen mit den ausgehend von den 


Werten f,(g,) gebildeten Potentialen W” (V), es ergeben sich namlich 
die fundamentalen Formeln: 


(7 i) Kis’ (f) = 4a(W” a Ww" ay M3’(g) pie 4n(V,” + Vir”) 
[Stud. 8. 89], und bei auBerer Lage des Poles (a) ganz entsprechend: 
(7a) Kin (f)=—42(Wor+ W*”), «= MS(g) = — 40 (Ve — V8”). 
Fiir die noch von der Lage eines Poles o abhangigen, den Ausgangs- 
ae 
werten Qo), = a bzw. yio.= ic zugehérigen Potentiale (die wir oben 


an die Stelle der BW” bzw. B™” treten lieBen) wollen wir noch besondere 


Bezeichnungen einfiihren, ebenso fiir die zugehérigen Flaichenfunktionen. 
Es gehéren 


1 , ” , ” “wr 
Zu Pios = FF * Wo), Woo, Wi usw. und Pio)» Pio)» Pio) USW., 
e 
(8) 1 
C— 
E, ’ ” , ” ” 
zu Yios = ar : Veo); Vio» Vio) usw. und Yio)> Yio)» Yio) USW. 
Ss 





Dieses sind die ,,Polarfunktionen“ (Polarpotentiale und polaren Flichen- 
funktionen) der Neumannschen bzw. Robinschen Methode, und die ihnen 
zugehérigen Schwarz-Poincaréschen Integrale J” (q)) bzw. L™ (y)) mégen 
»Polarintegrale“ heiBen und mit 1/7) bzw. A(%) bezeichnet werden, so dab 
also nach (2): 


(8’) Kos" = [Wiss Win] baw. Gs” = [Vi Vio] 

ist. Diese Integrale hingen dann von keinen irgendwie willkiirlich vor- 
geschriebenen Randwerten ab, sondern sind, wenn eine Flache o und die 
Lage eines Poles o gegeben sind, durch fest vorgeschriebene Regeln defi- 


niert. Als nur von geometrischen Verhiltnissen abhiangige GréBen kann 


man sie etwa als rein geometrische Funktionen (der Lage des Poles o) 
bezeichnen. 


Ausfiihrlicher geschrieben lautet z- B. die erste der Gleichungen (71): 
(7’) 4n(Wi"t? — wirt?*) [ ° vi. 
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und hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung [¢, y]"<[9, ¢]-[y, y] 
unter Benutzung der eingefiihrten Bezeichnungen: 


dn- obs (wet) — wer +i) < V(we, wi): (Ww, Ww”) = viz». Jf) , 


und ganz entsprechende Schliisse gestatten auch die iibrigen Formeln (7), 
so daB wir erhalten: 


| wnt) wirttt | sc ~ Vig”. VI® (pf) 
[woe Watt | <7 : = VS V8" (A), 
i Aghia + yirtttn | <i ~ Vag. VL°"(g), 
yar? — yerttn| < 2 VAG. VL9 (g). 


Damit sind die schon in der Einleitung erwihnten Abschitzungen ge- 
wonnen, Abschdtzungen der Glieder der Neumannschen und Robinschen 
Rethen (M,) und (R,) durch Produkte, deren einer Faktor bei gegebener 
Flaiche o immer lediglich von dem Aufpunkt i bzw. a abhdngt, der andere 
allein von den vorgeschriebenen Randwerten f, (bzw. g,). 


In meinen Studien (Abecha. V) habe ich nun bewiesen, daB die geo- 
metrischen Funktionen 15” und A(%” unter den iiber die Flaiche o ge- 
machten Voraussetzungen fiir 4 = 1 (und erst recht dann auch fiir gréBere 
Werte von A) stetig bleiben auch bei Annaherung des Poles o an die 


Flache o, so da8 sich fiir sie endliche obere Grenzen angeben lassen: 








(10) ij<(42A,)” und AQ <(42B,)* (0 beliebig in 3+0 oder U+0). 


Die Konstanten A, und B, hiangen dann nur von den geometrischen Ver- 
haltnissen der Fliche o ab. Thre Einfiihrung in (9) liefert (fiir x =n —1) 
die Abschaitzungen: 


| we se - ws*”| < A, y yea-® = | vy” + yir*™ " < B vyL°"-® 
| wo” 4 wer” | y™ i pier) if g 


und*damit, wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, die Grundlage 
meiner alteren Arbeiten und den Anschlu8 an die Poincaréschen Methoden. 

Jetzt aber wollen wir einen anderen Weg einschlagen, wobei es aller- 
dings zweckmaBig ist, an Stelle der iiber das Totalgebiet T = 3 +'U 
hinerstreckten Integrale (J, K baw. L, M) die iiber die Einzelgebiete § bzw. 
erstreckten, durch ein- bzw. zweimalige Uberstreichung gekennzeichneten 
Integrale in den Vordergrund zu stellen: Es ist allgemein 


K™ + KR” a kK” 
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und andererseits folgt aus (5): 


R™— Fe . Fer 4 R +» = Kt» 
und daher 


pin 1 n FP in 1 n n 
K® = >5(K™ + K**") und K® => (K” — K' rte 
Wenden wir diese Formeln nun auf den Fall an, daB die einen in den 
Integralen K steckenden Potentiale YW [vgl. (4)] die Polarpotentiale W,, 
bzw. W,,.) sind, so folgt nach (7): 
KD (f) — 3x (w” — wet”) Qn wer” ie Ww" or = 2x (w” ant wrt") 
und analog: 


Ken (f) = — 2 (Wa" — Wa"*”) 
oder ausfiihrlicher: 


on (wet ae wirt***) ro [we Ww), 
22(We* 4) le =) ae ae (wi, Ww), 
und daraus wieder nach der Schwarzschen Ungleichung: 


| wit “- wirttt® | < = Vie , VI? (pf) 


(11) 


(12) “4 


ata x 1 FF (2i) TF 2%) 7 
|W; +4) wi vias < x vig” - yy" (f). 


Damit haben wir Formeln von derselben Art wie oben in (9) er- 
halten, nur da8 jetzt Integrale nur iiber das Innengebiet § oder iiber das 
AuBengebiet U auftreten. — Jetzt halten wir aber im Gegensatz zu friiher 
x fest, namlich gleich 2 (die angenommene Stetigkeit der Randwerte /, 
geniigt, die Endlichkeit bereits von J‘Y und J mu verbiirgen, Stud. 8. 73). 
Dann erhalten wir Abschitzungen, in denen die Randwerte f, nur in einem 
bei wachsendem Index (n=-x-+ 2) stets gleichbleibenden Faktor ent- 
halten sind, also Abschitzungen im wesentlichen wieder durch rein geo- 
metrische Funktionen: 


1 WF ~@n-a) 
wi? — wer | < VT. Viger ® 
| wi — wit) | < IY. V78 n— 


Um nun weiterzugehen, kniipfen wir wieder an die Formeln (5) an, 
wenden sie aber jetzt nur auf den von Poincaré allein betrachteten Fall an, 
daB die beiden in jedem der Integrale K steckenden Potentiale [vgl. (4)] 
demselben Systeme angehéren (f,=/,), also an die Stelle unserer all- 
gemeinen Integrale K(f, f) die spezielleren Integrale J™ (f) treten [vgl. (2)] 
und analog L™(g) an Stelle von M”(g,g). — Dann folgt aus jenen 
Formeln (5) leicht: 


(13) 
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9 72%7t) — (JO? 4 Jerrm) al (ye = yerrm) 
9 L2*t) Pa see (Zr ‘£ rr) rm (ic A L°"**) 


Diese Formeln wenden wir nun speziell auf unsere Polarpotentiale an und 
machen noch Gebrauch von der friiher [Stud. 8.121] bewiesenen Tatsache, 
daB entsprechende Polarpotentiale W/{) und V{j) der Neumannschen und 
Robinschen Methode bei innerer Lage des Poles im ganzen Innen- 
gebiete § iibereinstimmen, und da8 daher auch die iiber das Innengebiet hin- 


erstreckten Polarintegrale 1(}) und Aj} gleich sind. Dann folgt sofort: 
(14i) 215" + 15"*”) = (15 — Ty") + (AG — AG"*) 
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(Stud. 8. 77]. 


und, da die GréBen 18” und AS” als positive und mit wachsendem » 
stets abnehmende GréBen sich bestimmten Grenzwerten nahern [vgl. (3)], 
so folgt hieraus das wichtige Resultat: 

(15i) lim 15” = 0, 

und, da alle diese Einzelfunktionen 1,5”, wie schon erwahnt, innerhalb 
+o stetig sind, und die Abnahme gegen 0 nach (3) fiir jedes + monoton 
erfolgt, so ergibt sich weiter nach einem bekannten Dinischen Satze, daS 
diese Konvergenz auch fiir alle Lagen von ¢ im Innengebiet eine gleich- 
mafige ist, ja sogar, daB die Maxima von |i” im Gebiete $+ o eine 
monoton zur 0 abnehmende Reihe von GréSen bilden — und ganz ent- 
sprechende ae fiihren iiber die Formel 


zu dem Resultate, fe pe 
(15a) - lim 18” = 0 


‘> oo 


ist und zwar gleichmaBig im ganzen Gebiete U +o. *) 


*) Man braucht den Beweis zunichst nur fiir ein abgeschlossenes Gebiet zu fiihren, 
etwa wie es begrenzt wird von der Flaiche o und einer o umschlieBenden Hilfs- 
fliche o,, denn fiir die auBerhalb o, gelegenen Punkte a ergibt sich die Richtigkeit 
unserer Behauptung aus der Tatsache, daB das Maximum von Li =A ” im Gebiete 
%, +o, speziell auf o, anzutreffen ist. — Das folgt leicht in felgentier’ Weise (mittelst 
einer Darstellung von T?®”) als Wert eines Potentials nach (11) und Anwendung be- 


(a) 
kannter Sitze iiber Extrema von Potentialen): 


15” = 22 (WS? Wr) <2a(weyt? —wid2)s VTS" 12) (vel. (12), 
also 


(2) 2) 
1g Ss Lt . 


wenn a ein beliebiger Punkt auferhalb o, und s, ein geeignet gewahliter Punkt auf o, 
ist. — Q. e. d. 
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Nach diesen Feststellungen (151) und (15a) liefert uns nun (13) so- I 
gen ( 
fort die Resultate g 
(16) lim (Wf? — Wi"*") = 0 und lim (We”— wet”) —0 
n?>@o n> oo 


und zwar wieder gleichmdafig in den Gebieten § + 6 bzw. U-+-o. 


Da aber nach dem allgemeinen auf S. 451 gegebenen Schema (%,) 
w”—w*” das Potential einer Doppelbelegung vom Momente 


aati — f+*)) ist, und das Moment stets die halbe Differenz der innern 


und auBern Randwerte des Potentials darstellt, so folgt aus (16), daB auch 
lim (1f" — fi"**) — 0 ! 


n->o 


—_ rr) 


ist, und zwar gleichmdfig fiir alle Lagen von s auf o. 


Nun sind aber die Werte 7,” — f,"*” zugleich die inneren Randwerte 
des Potentials W;” — W;"*” und die (negativen) auBeren von W,” + Wi"t” 
[vgl. Schema (%,)], und da unter diesen Randwerten bekanntlich die 
groBten und kleinsten alier Werte anzutreffen sind, so gilt also bei be- 
liebiger Lage von ¢ bzw. a 


(17) lim (W” — W"*”)=0 und lim (We? + Wit”) =0, 
n> @® no 


und zwar wieder gleichmdafig in den Gebieten 3 +0 baw. A+ o. 

Damit ist zunachst der Nachweis erbracht, daB wenigstens die Glieder 
der Neumannschen Reihen (N,) zur 0 abnehmen — und zwar weit ein- 
facher und direkter als ich diesen Beweis noch in meinen Studien [S. 113] 
gefiihrt habe, und vor allem erscheint erst jetzt die Konvergenz lediglich 
bedingt durch rein geometrische GréBen und nicht mehr, wie friiher, ab- 
hangig von den zufallig vorgeschriebenen Randwerten. 

Wir wollen dieses bisher rein qualitative Resultat (17) nun zunichst | 
noch benutzen, um die sich ergebenden Abschdtzungen méglichst einfach 
zu gestalten: Wir wenden es auf die Polarpotentiale an und lassen Pol 
und Aufpunkt zusammenfallen. Dann folgt, daB bei festgehaltenem ¢ oder a 
sicher 

lim (Wi}e— Wii”) =O und lim (Wie + Wasa) = 0 
ist. Nun ergibt sich aber durch Spezialisierung aus (7) [vgl. auch (7’) 
und (8’)}: 


(2 ¥) (2¥+1) (2) (2y) , (2*+1) (2) 
42(Wai — Wai j )= ki) und —4z (Waa a Waa ) =A ia) 


(Stud, S125], dh. gleich den dber den Totalraum T=—3+U hin- 
erstreckten Polarintegralen, also auch diese nahern sich mit wachsendem 
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Index der 0, und zwar, da die Abnahme monoton erfolgt [vgl. (3)], auch 
gleichmafig in allen Punkten von 3-+-6 bew.U-+- a: 
lim 15” =0 und lim 1%” —0. 


Setzen wir also immer noch den gréBten Wert von 1{\"~“ bei beliebiger 
Lage des Poles in § +o oder U-+ oo, das 


(18) Max. I(0)"~” = (4ze,)* (»>8), 


so bilden die e, eine Rethe rein geometrischer, d.h.allein der Flache o 
eigentiimlicher, Konstanten, die mit wachsendem » monoton gegen 0 ab- 
nehmen 


(18’) &2&2& >] .-..—-+0 


und ihre Einfiihrung gestattet dann, den Abschitzungen (9) (fiir x = 2, 
x -+A=n) die folgende Form zu geben: 


17") abs (W;” — et 7V 
abs (w.” + we"*”) — ad 


aus der jetzt besonders deutlich der rein geometrische Charakter der Kon- 
vergenz dieser Glieder gegen 0 ersichtlich ist. 


§ 2. 
Fortsetzung. Insbesondere tiber die Konvergenzeigenschaften der 
Robinschen Potentiale. 


Zu erheblich weitergehenden Resultaten fiihrte mich die Methode der 
Polarfunktionen im Gebiete der Robinschen Methode zur Lésung der zweiten 
Randwertaufgabe [vgl. Stud. 8.114]. Nun gilt es aber noch, unter Bei- 
behaltung des Grundgedankens, die friiher gegebenen Beweise so um- 
zugestalten, daB auch hier der geometrische Charakter der Konvergenz 
deutlich hervortritt. Daher wollen wir uns zunachst nur mit den Polar- 
potentialen VV) der Robinschen Methode [vgl. oben (8)] als rein geo- 
metrischen Funktionen beschaftigen. 

Wir wenden die im Gebiete der Robinschen Potentiale gefundenen 
Abschaitzungen (9) zunachst auf den Fall an, daB 4=—1 ist und die vor- 
geschriebenen Werte 

9,.=%we— Ve (q beliebig = 1, 2, 3,...) 


sind, wo i ein an sich beliebiger, aber zunichst immer fest gedachter 
innerer Punkt sei. Ersetzt man dann noch Ajj, und Ag, durch den zu 
groBen Wert (4B,)° [vgl. (10)], entsprechend dem in meinen Studien 
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eingeschlagenen Wege, so erhilt man unabhiangig von der Lage von i 
oder a: 


(nm) ver ) (n+1) + +1) 
abs (Vins — Var“) + Mar —Var* )) <8,/L** Dy — 7m) 
abs (Vite — Veo’) = (vied (n+1) —Vige*e*)) %) 7 

Da aber nach dem Bildungsgesetz (2r) der GréBen L™ ganz allgemein 

L®°(g —g®) = £9” — 2 Leto 4 parte 

aad (L™” a ye) he (EPrere -! porte) 





also nach (3) und (3’) 
< L®” a L®’t#@ < L®” in lim L®” 


ist, und daher gleichmafig fiir alle positiven q: 
lim L®”(g a g””) ae 0, 
*>0 


so folgt aus den Abschitzungen (19), daB die Ausdriicke links gleichmaBig 
fiir alle Punkte ¢ von $+ 0 bzw. a von &-+o zur 0 konvergieren. In 
Punkten s auf o gehen demnach beide Ausdriicke gegen 0, und daraus 
folgt durch Kombination, da8 auch 

lim (Vir —Ve? *) =( gleichmaBig fir alle s auf o und beliebige positive ¢. 
Da aber unter diesen Randwerten der Potentiale Vi’ — vate die absolut 
gréBten aller Werte vorkommen, so folgt daraus weiter, daB sich die 
Potentiale Vi}, mit geradem und ebenso die mit ungeradem Index gleich- 
mapig im ganzen Raum je einer Konvergenzfunktion ndhern®). Aus 
diesem Sachverhalt ergibt sich dann aber, wie ich in den Studien 8S. 100 
bis 105 gezeigt habe, daB diese beiden Funktionen zunachst tidereinstimmen, 


*) Die Tatsache der Konvergenz an sich folgt leicht auch so: Wenn wir beachten, 
daB bei innerer Lage des Poles die Polarpotentiale der Neumannschen und Robinschen 
Methode im ganzen Innengebiet identisch sind (wi) = vie , Stud. 8.121), so ist 
nach (11) und (12) z.B. fiir gerades x+4=n=2y 


(nm) (n+2) (n) (n+2) 
\Vios— Vine | a | Wis Wii 


1 (ry) () yi (2) 7 (2y) (2y) , 72”) 
=5~[Wi , Wi],S a5 hiy lo” <% (i P +p)” ) 


und da nach (14i) auch 5 5” konvergiert, so folgt die Behauptung durch Anwen- 
dung dieser letzteren Formel auf die Fille n, n+2, n+ 4 usw. und Addition — doch 
ist es mir so nicht gelungen, auch die Gleichmdfigkeit der Konvergenz zu beweisen: 
der Dinische Satz versagt hier, weil die Stetigkeit der Konvergenzwerte von > * 
(d. i. nach (14i) im wesentlichen von levy 1 AG”), wenigstens zunichst, noch nicht 
nachgewiesen ist. 
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dann aber auch, daB sie im Innengebiete $ konstant sein miissen*®), doch 
kénnte der Wert dieser Konstanten nach dem Bisherigen noch von der 
Wahl des Poles i abhaingen. Wir setzen daher zunichst 


lim V3} = Qi. 
n> @ 
Nach dem allgemeinen Reziprozitatsgesetze der Polarpotentiale: 
Vion = Vio (Stud. 8. 123] 


folgt aber, daB C,,,, Cy, ist, also dieser konstante Wert von der spezielleren 
Lage des (inneren) Poles unabhiangig und mithin lediglich von den geo- 
metrischen Verhaltnissen der Flache o abhangig sein mu8. Deshalb setzen wir: 
(20i) lim Vi); = 20, gleichmaBig fir alle i in §+0 bei festem i. 
n?>@ 

Fiir das AuBengebiet kann man entsprechende Betrachtungen anstellen, ja 
hier ist man sogar in der Lage, den Wert der zugehérigen Konvergenz- 
konstanten sogleich zu 0 anzugeben (weil nimlich schon alle einzelnen V() 


als Potentiale von Belegungen mit verschwindender Gesamtmasse den Wert 0 
annehmen miissen). Somit folgt 


(20a) lim V{), =0 gleichmaBig fir alle a in U+o bei festem a. 
n->@ 
Nachtraglich laBt sich nun auch zeigen, daB diese Konvergenzen (20i) 
und (20a) auch in i und a(!) gleichmdfig sind: Zunachst folgt aus (7) 
und (8’) durch Spezialisiernng (g,=y,,,, bzw. 9, = 74),) 
AQ =4a(V+VGI") und Ag) =——4a(V9.—VS%"), 


aja 


und daher weiter nach (20) fiir gerades n=—2», zunichst bei festem 7 
bzw. a: 


(21) lim AG” =162T, und lim Aj” =0. 

Da sich aber diese stetigen Funktionen A{;” und Aj” monoton den an- 
gegebenen stetigen Grenzfunktionen (Konstanten) nahern [vgl. (3)], so 
ist auch diese Konvergenz nach Dini wieder eine gleichmdfige fiir alle 


10) Das erstere, da8 nimlich jene beiden Konvergenzfunktionen gleich sind, folgt, 
zunichst wenigstens fiir das Innengebiet (und daraus dann leicht auch fir den ganzen 
Raum), auch aus dem Hauptresultat von §1. Denn nach (17) ist 


: (2) (2¥+1) (2) (2¥+1) oe +1) _ Ge) 
lim (Vins —-Von ) = aa lim (Wii — Wig”) =O, also: = Ving are) Vii 
— doch zum Beweise der Konstanz kann ich vorliufig die in meinen Studien benutzten 


Satze von der Konstanz des Momentes einer Doppelbelegung [vgl. daselbst 8. 50—51] 
noch nicht entbehren. 
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Lagen von ¢ bzw. a, und wir kénnen wieder eine monoton zur 0 ab- 
nehmende Folge von rein geometrischen GroBen n,, yn, usw. einfihren, 
indem wir allgemein setzen: 


Max. (Aji”""—16af,) in 3+<, 


(22) (42m,)° = der gréBeren der Zahlen ong Air in ; 
+ Nia) 1 To, 


so daB dann also 
(22°) Da A ae 


Nun enthalten aber die an (19) ankniipfenden Betrachtungen (bzw. die 
entsprechenden fiirs AuBengebiet ) in Verbindung mit (21) die Abschatzungen: 


abs (Vi; —20,) <B, YAS"? —162f, und abs V5. <B, PAG", 
und daher ergeben sich die Formeln 

abs ( oe — 
abs Vi) 
aus denen jetzt die Gleichmdfigkeit der in (201) und (20a) angegebenen 
Konvergenzen in t und i bzw. in a und a unmittelbar ersichtlich ist: 


9 
(23) tN <aaByn, 


(20°) lim 


: be =21, gleichmafig fir alle i und i von +0, 
>a 


(n 
n- = 0 » > 8 6 5 @ & tHe. 


Bevor wir dieses Hawptresultat iiber die Polarpotentiale auf die all- 
gemeinen Potentiale der Robinschen Methode iibertragen, wollen wir jetzt 
noch eine fiir das Folgende niitzliche Anwendung machen: Wir bilden die 
Schwarz-Poincaréschen Integrale L’ [vgl. (2r)] fiir den Fall, daB die vor- 
gegebenen Randwerte 

G.™ Tene Fie (¢=0,1,2,8,...) 
sind, wo o und o zwei beliebige gleichartige, d. h. beides innere oder beides 
aiuBere Punkte sind. Dann ergibt sich, da allgemein nach (2r) und (4) 


(2) (\ __ y (2) (2+) (2*+2¢ 
L (Ye) az 7 (0) ) =L (%)) —2M (%)» Yo) + L (Yo) 


a (2y) (2+) (2n+2q) 
=Ma) (2%) — 2M) (%)) + Mee) (7e)) 


ist, mit Riicksicht auf die Formeln (7i) bzw. (7a): 
L(y. — yi? sat 4n|(Vipt+Var 41,) 


(i ()é 
a (2¥+9) (2y+¢+1) :* (2%+2q) (2y+2q+1) 
seal (Ving i Ving 4 ,) ! (Vani + Vivi 4 r,) 


bzw. 


L?"(y,, — it) = — 4a[(VE” — vere") 


(aa {a)a 


= (V (27+@) —") ee cyar*te ~ i he 


(a)a (a)a 


(a)a@ (a)a@ 
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und daraus folgt nach (23), wenn wir bekannte Regeln iiber absolute 
Betrage anwenden: 


(2¥) 
Lv'(y %@) Yo ’) 


L®” — 
(y Y‘@) Ya) 


(24) } <4n-8-408,m, <(4)"- 98m. 

Die GréBen links konvergieren also mit wachsendem » gleichmdpig fiir 
alle Lagen von i und i in 3-+-0 bzw. von a und a in A+ o (unabhingig 
von q) gegen 0. 

Nach diesen Feststellungen wenden wir uns jetzt den allgemeinen 
Robinschen Potentialen V, V’, V” usw. zu, die von beliebigen (stetigen) 
Randwerten g, ausgehend gebildet zu denken sind [vgl. das Schema (,)]. 
Wir bilden mit ihnen das Integral 


M"'(9, 14) — Yo) = Moy (9) —Mo,"?(g) (vg. (4) und (6)). 
Dieses hat nach (71) bzw. (7a) den Wert 
+ 42((Vo” + er) ve (viet® + ait : 


wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Punkte o und 
o innerhalb oder auferhalb o liegen. Die Schwarzsche Ungleichung 


abs M"’(g,q) < VL"(g)- L°*-*(g) "’) liefert uns also unter Riicksicht 
auf (24) die Abschatzungen: 


abs ((V;”” + Vet?) — (VF? + p,Prer®)) ) 


abs (( ws. 38 gH) ba: (Vint ,* yintern)) \s < VL" (g)- ¥ 9B, ns__2: 


Fiir Randpunkte s und 8 auf o, fiir die beide Abschatzungen gleichzeitig 
zutreffen, gilt daher weiter 


(25) abs (V," — Vs"*”) < 3B, VL" (9)-Vnen_-2> 
und wegen des letzten Faktors [vgl. (22’)] thie daher zunichst 





(25’) lim (v,” — yo ®) —( ,gleichmaBig fiir alle s und 3 auf o 

; “ana” (bei beliebigem q). 
Nun liegen aber bei Potentialen von Belegungen der Flache o sowohl der 
gréBte wie der kleinste aller innerhalb oder auf o vorkommenden Werte 
am Rande; daher iibertriagt sich dieses letzte Resultat (25’) sofort von 
Randpunkten auch auf beliebige innere Punkte ¢ und i: 

lim (Vv, -- y") =(0  gleichmaBig fiir alle i und i (bei beliebigem q). 


n> @ 


11) An sich kénnten wir unter gleichzeitiger Erhdhung des zweiten Index den 
ersten auf ( herabsetzen, also L statt L” schreiben, da auch bereits das Integral L(g) 
stets einen bestimmten Sinn hat [Stud. 8.69 u. 73]. Wegen der Anwendungen in § 4 
diirfte aber unser obiges Vorgehen den Vorzug verdienen. 
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Diese Formel ist aber der analytische Ausdruck fiir die Tatsache, daB sich 
die Robinschen Potentiale V” im ganzen Gebiete & +-0 gleichmafig einem 
konstanten Werte ndhern: 

(26i) limV,{”=C _gleichmaBig in 3+. 

Auf das Aufengebiet U kann man aus (25’) nicht ohne weiteres ent- 
sprechende Riickschliisse ziehen. Da miissen wir uns vielmehr auf den 
Fall 3 = s (und spiter a =a) beschranken. Dann allerdings kénnen wir 
die Differenz V,”’ — V,"*® ansehen als die Randwerte des Potentials einer 
Flachenbelegung von der Gesamtmasse 0 [vgl. (9o) 8. 452], und erst bei 
diesen sind wir dann wieder sicher, daB beide Extremwerte (in U-+-o) auf 
dem Rande o liegen, und da8 daher aus (25’) auch 


lim (V,” — ed == _ gleichmABig fiir alle a (bei beliebigem q) 
folgt, oder, daB sich die Potentiale V gleichmafig im ganzen Gebiete 
WU -+o einer testimmten Konvergenzfunktion ndahern: 

(26a) lim V,” = F, gleichmaBig in % +0. 

Von dieser in (26i) und (26a) auftretenden Konvergenzkonstanten C bzw. 
Konvergenzfunktion F, (die wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz 
bei o stetig ineinander iibergehen miissen) lat sich dann leicht beweisen 
[vgl. Stud. 8. 105—112 u. Beitr. 8. 172], daB sie von der Natur der 
urspriinglich vorgeschriebenen Randwerte g, nur insofern abhingen, als 


sie proportional mit der Masse m = a J 9.40 der Robinschen Flachen- 
belegungen sind: 
(26) C=m.-T,, F,=m.-Tl,, 
wahrend der andere Faktor die schon oben eingefiihrte geometrische Kon- 
stante [, bzw. eine rein geometrische, nur von der Natur der Flache o 
abhangige Funktion TT, ist. 

Durch Zusammenfassung der Formeln (25) und (26) ergibt sich dann 
noch beziiglich des Grades der Anndherung: 


abs(V, — m- ‘ <3 7B, VL"(9) Vana» 


(27) (n) 
abs (V," — m-TT 


und von der hier auftretenden Funktion TT,, die bei o stetig in [, iiber- 
geht, laBt sich leicht noch zeigen [vgl. Stud. 8.111], da® sie alle Eigen- 
schaften eines Potentials aufweist. — Es nahern sich also die Potentiale V 
im ganzen Raume 3+ %U einer Funktion, die alle Higenschaften des 
elektrostatischen Potentials besitzt, d.h. des Potentials einer auf o im 
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Gleichgewicht befindlichen elektrischen Ladung von der Masse m — nur 
eben das eine, daB sich diese Funktion wirklich als Potential einer auf o 
ausgebreiteten Belegung darstellen 1a8t — das ergibt sich hier vorlaufig nicht. 

Die Formeln (27) lassen wieder den geometrischen Charakter der Kon- 
vergenz deutlich hervortreten [vgl. (22) ]. 


§ 3. 
Uber die natiirliche Belegung einer geschlossenen Fliche. 

Da8 jene Konvergenzfunktion m-TT, nun tatsichlich das Potential 
einer einfachen Belegung der Flache o ist, oder, was dasselbe ist, da8 sie 
bestimmte normale Ableitungen besitzt, oder auch: da8 nicht nur die 
Potentiale V, V’, V” usw. einer bestimmten Funktion zustreben, sondern 
auch die Dichtigkeiten der aufeinanderfolgenden Robinschen Belegungen, 
oder die Flachenfunktionen g, g’, g” usw. sich einer Grenzfunktion nahern 
— diesen Nachweis habe ich im Anhang zu meinen ,,Beitrigen“ gefiihrt 
(S.172—188) —, dort zwar nur im Gebiete des logarithmischen Potentials 
in der Ebene, doch gelten alle Schliisse fast unverindert auch bei rium- 
lichen Betrachtungen. — Diesen Beweis will ich nun hier nochmals in 
seinen wesentlichen Ziigen auseinandersetzen, ihn dabei aber sogleich wieder 
so modifizieren, daB der geometrische Charakter der Konvergenz deutlich 
erkennbar wird. 

Es handelt sich also darum, aus dem Verhalten der Werte der Po- 
tentiale V, V’, V” usw. selber Riickschliisse zu ziehen auf ihre normalen 
Ableitungen. Zu diesem Zwecke bediene ich mich einer Methode, die man 
zutrefiend etwa als die Methode der beriihrenden Kreise oder, hier im 
Raume, der beriihrenden Kugeln bezeichnen kénnte. Um niamlich an einer 
Stelle s der im wesentlichen willkiirlichen Flache o die normalen Ab- 
leitungen zu untersuchen, denke ich mir zwei die Flache o daselbst auBen 
und innen beriihrende Kugeln konstruiert und untersuche, wie sich die 
radialen Ableitungen der durch thre Werte auf diesen Kugeln (mittelst 
des Poissonschen Integrales) auggedriickten Potentiale V,V', V” usw. bei 
Annaherung an ¢ verhalten. 

Nun aber geniigt bekanntlich allein die Stetigkeit der Potentialwerte 
auf o noch nicht bei jenem Prozesse, die Existenz von Grenzwerten, eben 
der zu untersuchenden normalen Ableitungen, zu verbiirgen; es miissen 
die Werte auf o vielmehr noch verscharften Stetigkeitsbedingungen (ahnlich 
den bekannten Lipschitzschen Bedingungen) geniigen. — Eine solche hin- 
reichende Bedingung ist die folgende: Wenn es sich um die normalen Ab- 
leitungen des Potentials U einer einfachen Flachenbelegung von o 


d , 
u, =| «9 (x stetig auf o) 


Mathematische Annalen. 102. 80 
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in einem Punkte s der Flache o handelt, konstruiere man um die in ¢ 
errichtete Flachennormale einen kleinen Kreiszylinder vom Radius r und 
betrachte die Randwerte von U, die auf der Durchdringungskurve zwischen o 
und diesem Zylinder anzutreffen sind, als Funktion des Azimutes # der 


Zylindermeridianebenen und bilde unter Zugrundelegung dieser Auffassung - 


das ,,peripherische Mittel x fo dé.“ 
(r) 
Dieses wird mit abnehmendem r, da U stetig ist, gegen den Wert U, 
konvergieren. Setzen wir aber voraus, da diese Konvergenz sogar rascher 
als die von r? gegen 0 vor sich geht, daB also eine Beziehung von der 
Form 


abs) 040 ~ul<ar 


(r) j 


besteht**), so sagen wir, die Randwerte von U erfiillten die ,,peripherische 
Bedingung“, und diese ist nach Liapounoff hinreichend fiir die Existenz 
der normalen Ableitungen — ja aber weiter habe ich (eben mittelst der 
Methode der beriihrenden Kugeln) bewiesen, daB sich, wenn diese Be- 
dingung erfiillt ist, die-e normalen Ableitungen abschdtzen lassen durch 
die Schwankung 4(U) der Funktion U **), allerdings nicht durchweg 
durch ihre erste, aber mindesteus durch ihre }-te Potenz. Es gilt dann 
namlich, gleichgiiltig ob wir die normale Ableitung auBen oder innen 
bilden, die Abschatzung 


(1) abs (57) < a, 4(U) +.6,(4 + #,M(x))'-(4(0))* [Beitr.8.178 u.181], 


wo das Symbol I, wie stets im folgenden den absolut gréBten Wert der 
betreffenden Funktion bedeutet. — Diese Formel bringt die an sich so 
einleuchtende Tatsache zum Ausdruck, daS mit zur 0 abnehmender 
Schwankung 4(U) (wenn sich also U im ganzen Raume mehr und mehr 
der 0 nahert), auch die normalen Ableitungen von U sich der 0 nahern. 


Von dieser Formel (1) wollen wir nun die Anwendung auf die Robinschen 
Potentiale V, V’, V” usw. machen. Dann miissen wir zunichst zusehen, 


#2) Es wiirde geniigen, anstatt r¥ 2u schreiben ri+? wenn 4 eine beliebig kleine, 
aber positive GréBe ist. 

18) Zunichst bedeutet 4(U) die Schwankung in einem Gebiete, wie es von der 
Gesamtheit aller benutzten Kugeln erfillt wird, doch kann man hier bei Betrach- 
tungen im Raume auch die Schwankung im Gesamtraume darunter verstehen — wih- 
rend in der Ebene wegen des Verhaltens logarithmischer Potentiale im Unendlichen 
tatsiichlich eine Beschrinkung auf ein kleineres Gebiet beibehalten werden muB [vgl. 
Beitr. 8. 183]. 





a een 
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ob deren Randwerte die peripherische Bedingung erfiillen: Nun stellen die 
| Randwerte V,, V;, V; usw. sukzessiver Robinscher Potentiale aufeinander- 
folgende Neumanunsche Flachenfunktionen dar [Stud. 8. 66], sind also den 
Funktionen f, f’ f” usw. vergleichbar. Von diesen Funktionen ist aber 
bekannt, daB, wenn die erste nur stetig ist, die nachste bereits regular 
stetig“ ist, d. h. die verschirfte (Lipschitzsche) Stetigkeitsbedingung 


| abs (fs, — fy.) =@-VE,, *‘) mit d=b,M(f) 


befriedigt [Stud. 8. 34], und das geniigt dann, fiir die wieder nichst- 
folgende Funktion f” den Nachweis fiir die Erfiillung der peripherischen 
Bedingung zu erbringen: 


abs { sa)” de — fi} < A-of mit A= ed = C, WM (f) [ Beitr. 8. 42}. 


Wir ee demnach die Randwerte von V™ unseren Werten f., 
so daB also die Randwerte von V™*® den Werten f,’ oder den 


Werten U, in unseren obigen Ausfiihrungen entsprechen; dann folgt nach 
Formel (1): 


ray 2) 


abs ( — )<[ a (4cV"*") ee b, (_,(V™) + #2 mme®))] (4 (inte yd 


Da aber aus dem Bildungsgesetz der Potentiale V,V’,V” usw. [vgl. (R,) 
8. 452] leicht Abschatzungen von der Form folgen: 
M(V"*™) < C,- M(gi*”) < Cg, Mg), 
und daher sicher (als Differenz zweier Werte) 
4(V""") < 20,9, M(g™) 


ist, so ergibt sich schlieBlich fiir die normalen Ableitungen die folgende 
Abschatzung: 


abs ( = 5) se, (20,93)' +b, (c, C, + bq) | (M ¢™) baat 


oder bei Zusammenfassung aller geometrischen Konstanten in eine neue'*): 


, *@) abs (7) <0, (mim)! ar", 








14) E., ist dabei die Entfernung der Punkte s, und s,. — An Stelle von JE,, =< et 
hatte man wieder eine beliebige noch niedrigere Potenz E’, verwenden kénnen [vgl. 
Stud. 8. 32 und oben Anmerkung **)). 

*8) Auf die Werte der durch die Marke gekennzeichneten geometrischen Kon- 
stanten kommt es im einzelnen iiberhaupt nicht an, sondern nur eben auf die Fest- 
stellung ihres rein geometrischen Charakters. 


30* 
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und zwar gilt diese Formel, wie schon bemerkt, in gleicher Weise fiir die 
innen wie die auBen gebildete normale Ableitung, dh. nach dem 
Schema (W,) in gleicher Weise fiir g**® —g*® wie fiir gi**+® +-g+* 
und daher auch fiir die halbe Differenz, d.h. fiir ger, und da iiberdies 
die Abschitzung noch von der Wahl ves Punktes ¢ auf o unabhangig ist, 
bleibt sie auch noch fiir den absolut gréBten Wert von g+®* giiltig, so 
da8 wir erhalten: 


(3) M*(ge+) < OF a(V""™) M*(g™). 


Diese Beziehung zwischen den absolut gréBten Werten der verschie- 
denen Robinschen Flachenfunktionen g™ bildet nun die Grundlage der 
weiteren Untersuchung. 

Zunichst folgt beziiglich des Faktors 4(V"*”) nach dem Schlub- 
ergebnis von § 2, daB sich diese Schwankung mehr und mehr der von 
m-TT, d.i. dem Werte |m|-[, nahern mu8, und zwar ergibt sich nach 
(27) 8. 464 genauer 


A(v"*) <|m|-F,+6 7B, VL"(9) Vtense 
<|m|-F,+6 7B VLG) Ving (weil nen S rm ist). 


Nunmebhr fiihren wir noch den absolut gréBten Wert der vorgegebenen 
Randwertfunktion g, 


(4) 


M(g) =v 
ein. Dann ist augenscheinlich 
(5a) |m| <fudo=st-u, 
wenn a, die GréBe der Flache o, ihr Areal, bedeutet. Ferner ist 
L" (9) =[V,V"],=2JS Voge'do (Stud. S. 73] 


und daraus folgt unter Benutzung schon oben eingefiihrter geometrischer 
Konstanten: 


(5b) L"(9) <2 (C,-u) (ap 4) do = 20, o,q5 n°. 

Diese beiden Abschitzungen (5a) und (5b) beriicksichtigen wir in (4), um 

zu erhalten ; 

A(v"*”) < ©, -u (¢, = 5 r, +9, 12C,¢,), 

und Formel (3) nimmt daher die Gestalt an: 

(6) Mé(gin+) < F,-uM* (g™) (S =O, - G,). 
Machen wir nun, um uns zunichst auf gerade Indizes zu beschranken, 

die Annahme, es sei einmal : 


; M(g@*t2)\4 ‘ 1 
M (g?”) => 23,°4: so ist ( aa) < ref =?’ 
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d.h. es nehmen die GréBen W(g®”)) rascher ab als die Glieder einer 


geometrischen Reihe mit dem Quotienten ii; nach einer gewissen Anzahl 
von Schritten mu8 also ein It(g®”) < 2%,-u werden, und dann lehrt (6) 
sofort, daB auch alle folgenden GréBen <2%,-u bleiben. Wenn also 
iiberhaupt einige der GréBen IN(g°”) > 2%,-u werden, so kénnen es nur 
die ersten sein, und diese nehmen dauernd ab, sind also sadmtlich kleiner 
als die allererste, d. h. als Mt(g)—m — oder mit anderen Worten: Die 
Maxima der Funktionen g™ mit geradem Index liegen saimtlich unterhalb 
der gréBeren der beiden Zahlen 2%,-~ und yw, und ebenso die GréBen 
M(g*"*”) unterhalb der gréBeren der Zahlen 2%,-u und M(g’)<q,-u 
— fiir sdmtliche M(g™) gilt daher sicher 

(7) Mig”) <K mw, wenn KL —1+q,+ 2%,. 


Damit ist also zunachst bewiesen, daB sdmiliche Robinschen Fldchen- 
funktionen g™ unterhalb einer endlichen Grenze bleiben. 
Nunmehr wenden wir uns zu dem 


Spezialfall: m=5-[9,d0=0 


und greifen in ihm zur Abschitzung von 4(V“*”) in (3) auf die erste 
Ungleichung (4) zuriick. So erhalten wir 


(3) m*(g"+*) < OF6 YB, VL"(g) Vaasa Bt (9™) 
und weiter nach (5b) und (7): 
m* (g@*+*) < 6D) y2B, C, 5, q, Rye? } Non+2> 
oder schlieBlich das Resultat: 
(8,) M (g™) <2, u } Nan-a (n>2), 


das bei Beriicksichtigung der Eigenschaft (22’) der geometrischen GréB8en 7, 
(S. 462) besagt, daB in dem Falle m=0 die sdmtlichen Funktionen g™ 
gleichmafig gegen 0 konvergieren: 


(9) limg™=0 falls m=0 gleichmaBig fiir alle s auf oc. 
n->o 
Nach dieser Feststellung nehmen wir wieder den 
allgemeinen Fall: m beliebig, 


auf, betrachten als Ausgangsfunktion jetzt aber nicht g selber, sondern 
g—g™ (q beliebig = 1, 2,3,...); dann ist 


af 9,—9)do =0 [vgl. (Ro) S. 452], 
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und es gelten daher fiir die von diesen Werten aus gebildeten Robinschen 
Flachenfunktionen g) — g®*® die oben im Spezialfalle abgeleiteten Resul- 
tate. Nun ist aber nach (7) 


Mg” — g**) SM(g™) + M( gM) < 2K, mw 
und ferner nach (2r) und (3) 8S. 453: 
L"g—9) SL"(g—g) + L"(g+g@) =2L"(g) +2Le¢+*)(g) < 4L"(g). 
Demgema8 kénnen wir jetzt (bei g—g als Ausgangsfunktion) in (3,) 
an Stelle der friiher beim Ubergang zu (8,) als obere Grenzen von It(g™) 
und VL"(g) benutzten Werte (7) und (5b) immer genau das Doppelte 


einriicken, und das liefert dann, wie man leicht iibersieht, anstatt (8,) 
das Resultat 


(8) M (gi — gino) < 22 wVn,_, 

und hieraus folgt dann wieder, deB man durch VergréBerung allein von n 
(unabhingig von q) die Differenzen g—gi*« gleichmaBig fiir alle 
Punkte s von o unter jeden Kleinheitsgrad herabdriicken kann, d. i. aber: 
im Falle m +0 nédhern sich die Funktionen g™ gleichmafig einer be- 
stimmten Konvergenzfunktion, die wir gleich 22m-o setzen: 


(9) lim 9" = 2am-e, gleichmaBig fir alle s auf o. 
n> co 


Dann folgt leicht, eben infolge der GleichmaBigkeit der Konvergenz (durch 
Grenziibergang aus den Formeln (tj) und (26i)): 


[vgl. Beitr. S. 187] 


g 


fo,do=1 und fe =f 


und damit das Resultat, daB o die Dichtigkeit der sogenannten natiir- 
lichen Belegung ist, d.h. einer Belegung von der Gesamtmasse 1, deren 
Potential in $+ o konstant ist. — Zugleich ist damit aber der Beweis 
fiir die Existenz der natiirlichen Belegung erbracht. 

Im Endresultat lassen sich die beiden bisher gesondert behandelten 
Faille m=0 und m +0 leicht folgendermaSen zusammenfassen: 

Die nach dem Schema (R,) 8. 452, ausgehend von beliebigen stetigen 
Randwerten g, sukzessive gebildeten Robinschen Flachenfunktionen g, g’, g” 
usw. nahern sich gleichmafig in allen Punkten s von o den Werten 2xm-o0,, 
lim g” =22m-0, mit m= sz f9.do, 


n->@ 


wenn o die Dichtigkeit der natiirlichen Belegung der Flache o bedeutet. 


Besonders hervorgehoben sei wieder der geometrische Charakter 
der Konvergenz. Sie wird wieder erzwungen durch das Verhalten rein 
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geometrischer Groen, namlich der Zahlen »,,,,, usw., wahrend die 
spezielle Natur der Randwerte g, bei den Abschitzungen (8,) und (8) 
nur zum Ausdruck kommt in einem sich stets gleichbleibendem Faktor, 
hier in wu, dem absolut groBten der Werte g,. 


§ 4. 
Konfigurationskonstanten héherer Ordnung und der schlieBliche 
Konvergenzbeweis fiir die Neumannschen und Robinschen Reihen. 


Beschaftigten wir uns bisher mit den ,,Konvergenzeigenschaften“ der 
Neumannschen und Robinschen Flachenfunktionen und Potentiale [vgl. 
die Schemata (N,) und (R,)], d.h. stellten wir fest, was bei wachsendem 
Index aus den einzelnen Funktionen (oder wenigstens einfachen Verbin- 
dungen von ihnen wie or... eR Ww” fe wit”, wo + wet”) wird, also 
aus den einzelnen Elementen der Neumannschen und Robinschen Reihen 
(M,) und (R,), so soll jetzt die Konvergenz dieser Reihen selbst unter- 
sucht werden — zuniachst der Neumannschen Reihen. 

Unter Benutzung der polaren Flachenfunktionen y/*) [vgl. (8) 8. 454) 
habe ich die Neumannschen Potentiale W’ folgendermaBen darzustellen 
gelehrt: 


(10) We” =5-f f,7im,do (Stud. S. 94]. 

Es ist dies eine Formel, die man als Ausdruck einer Umkehr der 
Integrationsfolge ansehen kann: Wahrend nach der urspriinglichen Definition 
durch das Schema (%,) die Potentiale W” (nm -+-1)-fache Integrale sind, 
bei denen die Ausgangsrandwerte f, unter dem innersten Integrale stehen, 
treten diese Werte hier unter einem einfachen, letzten Integrale auf, wiah- 
rend die iibrigen n Integrationen in dem anderen rein geometrischen Faktor 
unter diesem Integral enthalten sind. 

Diese letzte Formel wenden wir nun zunichst auf den Fall an, da 
der Punkt o nacheinander zwei beliebige innere Lagen (¢ bzw. i) annimmt. 
Dann ist also (wenn wir noch g — 1 statt n schreiben): 


, s - 1 “ 
(111) Wi) — Wi = aft [viga” — vife” J do, 


und entsprechend fiihrt die Anwendung auf zwei auBere Punkte a und a 
zu der Formel 

= - 1 
(11a) We? — We = = [Lr — rie" do. 


Nun aber wollen wir von Betrachtungen im Innen- oder AuBengebiet iiber- 
gehen zu solchen auf der Flache o selbst. Wir lassen daher die beiden 
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Punkte ¢ und a gegen einen Randpunkt s gehen und i und a gegen einen 
anderen 3 und beachten dann einerseits, daB nach dem Schema (,) 


1 = “ 

(Mie + Wa”) = 6 
ist, und setzen andrerseits zur Abkiirzung: 
1 
(12) Z(Mfne + Ygne) = Miho” 
— von n=2 an bleiben die Polarfunktionen y{*) auch bei Anniherung 
des Poles an o stetig, und auch schon fiir n = 0 oder 1 werden sie héch- 
stens integrabel unstetig —, dann ergibt sich durch Kombination von (11i) 
und (lla): 

1 @- 
(118) fe? — Kh = 5, J t.lrg2? — rg2") 40 


s)o 


und, da sich nach dem SchluBresultat von § 3 beide Funktionen y{¢-" 
und y/{¢~») derselben Konvergenzfunktion 2-1-9 nahern [vgl. unten (12’)], 
so ersieht man aus dieser Formel bereits, daB mit wachsendem g die 
Differenzen /,” — f;” gegen 0 gehen werden. Es lieBe sich auch leicht 
zeigen, daB diese Konvergenz sogar gleichmaBig fiir alle Lagen von s und 8 
auf o erfolgt. 

Um aber weiterzugehen, zerlegen wir jetzt die Flache o in zwei Teile 
« und £, indem wir jedes Element do zum Teile « oder aber # rechnen, 
je nachdem in ihm y{¢-" gréBer oder kleiner als y/¢-" ist. Dann folgt 


) 1 a es 1 » " 
(18) f£°—fh* <@ Pars — rg )da+ Kk a ftrgs” — vgn" 148, 
“1 Q 


wenn G und K den gréBten und kleinsten Wert von f bedeuten. 
Nun ist nach bekanntem GauBschen Satz 
(14) S%@ot7=4e und fy, ,do=0  [vgl. (8)8. 454] 


fiir beliebige Lagen von ¢ in $-+-o und von a in H+ o und also wegen 

der Massengleichheit aufeinanderfolgender Robinscher Flachenbelegungen 

[ vgl. (9o)] auch 
| frgsPdomdn, frgdo=0, 

und daraus folgt nach (12): 

(12’) S783" do=22 (fir alle s auf c) 


(s)o 


und demgema8 ist die Summe der in (13) auftretenden Integrale 
J+ f= flrss? — rg ldo —0, 
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oder aber es folgt: 
1 
f- -J - | abs [7{go9 — rig de 


und demnach ergibt sich aus (13) weiter: 
as) AAS (0 HD faetnig— righae 


Der hier neben G — K stehende Faktor ist eine auBer von den geo- 
metrischen Verhiltnissen lediglich von der Lage der Punkte s und 8 auf o 
abhangige GréBe (die man in Analogie mit einer friiher von mir an- 
gewandten Bezeichnungsweise etwa die (ffnungsfunktion g-ter Ordnung 
D(s,8) der Flache o in bezug auf die Pole s und 8 nennen kénnte). — 
Das Maximum dieser GréBe fiir alle méglichen Lagen von s und 8 auf a, 
das jetzt also eine allein von den geometrischen Verhdlinissen abhingige 
Zahl ist, 


(16) of? = Max (7 f abs[y¢-9— yg-9]do) (=MaxD"(e, 8) 
heiBe die ,Konfigurationskonstante q-ter Ordnung der Flache o“. 
Mit ihrer Hilfe kann man dann sogar die gréfte Wertdifferenz von f, 
also die Schwankung 4(f™) abschitzen: 


4(f%) < (@—K)-¢. 


Da nun aber hierbei die Ausgangsfunktion f mit der Schwankung 
4(f) =G—K ganz beliebig (nur stetig) vorausgesetzt war, kénnen wir sie 
auch ersetzen durch eine beliebige spitere Funktion f” und erhalten so: 


(17) 4(f"**) < A(f™)-. 


Die Konfigurationskonstante q-ter Ordnung stellt also die (kleinste) 
obere Grenze fiir den Quotienten zwischen den Schwankungen einer be- 
liebigen der Flaichenfunktionen f,f’,f” usw. und der q-ten folgenden 
dieser Funktionen dar — gerade so wie die urspriingliche C. Neumannsche 
Konfigurationskonstante c, (erster Ordnung, also identisch mit unserem c,) 
die obere Grenze fiir den Quotienten der Schwankungen zweier unmittel- 
bar aufeinanderfolgender solcher Funktionen darstellte [vgl. die Einleitung 
8. 447], so daB also diese Konfigurationskonstanten héherer Ordnung tat- 
saichlich als ganz naturgemiBe Verallgemeinerungen der urspriinglich von 
C. Neumann eingefiihrten Konstanten anzusehen sind. 

Mit diesen héheren Konfigurationskonstanten wollen wir uns nun noch 
niher beschiftigen. Da [[y o—ywoldo =O ist [vgl. (14)], so kénnen 
wir die in § 8 fiir den ,Spezialfall (m—0) angestellten Betrachtungen 
anwenden, wenn wit g = 7q) — yj setzen. Da dann allerdings g und g’ 
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bei Annaherung von ¢ oder i an o nicht mehr beschrinkt bleiben, be- 
trachten wir gleichsam als Ausgangswert erst die Werte gf = y(j,, — yih,, 
so da8 also, wenn wir It (g¢-")) abschitzen wollen, in Formel (8,) n=q—3 
zu setzen ist, und sich daher als Abschaitzung 


M(7g-? — 1$-”) <2, BV go z5) 
ergibt, wenn jetzt 4 den (sicher endlichen) absolut gréBten Wert bedeutet, 
den 7/,,— i), bei beliebigen Lagen von s auf o und der Pole ¢ und i 
in J+ o annimmt. — Eine ganz entsprechende Abschatzung erhalt man 
fiir M(y/¢- — y@-»), nur daB an Stelle der allein noch von den geo- 
metrischen Verhiltnissen der Fliche o abhangigen Zahl u im allgemeinen 
eine andere, “, treten wird. Bezeichnen wir nun noch die gréBere dieser 
beiden Zahlen # und # mit w,, so erhalten wir nach (12) fiir alle be- 
liebigen Lagen von s und 8 auf o die Abschatzung 


' 8 -————— 
M(rF-9 — 1G) < UH, V "92° 
und mit ihrer Hilfe weiter nach (16): 


j 1 *-—— 
(18) oy" < 4a 25 H5% V "eqs (q 


IV 


5). 


Mit dieser Abschitzung ist also nach der Grundeigenschaft (22’) der 
GréBen », das Hauptresultat gewonnen: die héheren Konfigurationskon- 
stanien nehmen mit wachsender Ordnungszahl gegen 0 ab. 


Nach dieser wichtigen Feststellung wenden wir uns zu den eigentlichen 
Konvergenzbeweisen. 


A. Die Neumannschen Reihen. 


Aus unserem letzten Resultat folgt, da8 man in der Reihe der Kon- 
figurationskonstanten cj, c;’, cj” usw. stets nach einer gewissen Anzahl von 
Schritten zu einer solchen Konstanten kommt, die kleiner als 1 ist, 


(19) q existiert, so dap c,” <1. 


Im folgenden wollen wir uns nun g stets in dieser Weise bestimmt und dann 
festgehalten denken (es sei etwa die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft). 
Dann kann man den Beweis fiir die Existenz der Konvergenzkonstanten C 
der Funktionen f, f’, f” usw. sowie fiir die Konvergenz der Neumannschen 
Reihen von Potentialen im wesentlichen nach C. Neumann selbst fiihren**), 








1®) Vgl. die Darstellung dieses Verfahrens z. B. in meiner Arbeit in Math. An- 
nalen 55. 
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der die letztere Frage zuriickfiihrt auf die nach der Konvergenz der fol- 
genden Reihen von Oberflachenjunktionen : 


(t—f’)+(f"— 0") +f" —2£") +..., 
(C-—f+(C-f) +(C—-f) +.... 


Zum Beweise der (gleichmaBigen) Konvergenz dieser Reihen braucht 
man namlieh jetzt immer nur g Glieder zusammenzufassen, um wieder 
auf eine Abschaitzung durch eine geometrische Reihe mit echtgebrochenen 
Quotienten ¢/” zu kommen, oder man kann auch sagen: Die Reihen kon- 


vergieren mindestens ebenso rasch wie eine geometrische Reihe mit dem 


(20) 


Quotienten Vc,” . — Der Beweis ist so leicht zu iibersehen, da8 sich ein 
naheres Eingehen auf ihn eriibrigt. 


Somit ist also der Beweis fiir die Anwendbarkeit der Methode des 
arithmetischen Mittels auf Gebiete, deren Grenzflachen nur sehr allgemeinen 
Bedingungen entsprechen, gefiihrt — ein Beweis, der schlieBlich in engster 
Anlehnung an den urspriinglichen C. Neumannschen Gedankengang mit der 
Konfigurationskonstanten verliuft: C. Neumann fiihrt den Beweis nur fiir 
den Fall, daB seine Konfigurationskonstante (erster Ordnung) kleiner als 1 
ist — wir haben hier bewiesen, daB, auch wenn das nicht der Fall ist, 
doch sicher eine Konfigurationskonstante hdherer Ordnung kleiner als 1 
wird, und daB auch das geniigt, die Konvergenz zu verbiirgen. 

Es fiihren diese Uberlegungen dazu, die geschlossenen Flachen o in 
verschiedene Klassen zu teilen nach der Ordnung der niedrigsten echt- 
gebrochenen Konfigurationskonstanten, und man kénnte dann etwa sagen, 
die Konvergenz der Methode des arithmetischen Mittels fiir diese ver- 
schiedenen Klassen sei von der ersten, zweiten usw. Ordnung. — Unter 
Benutzung dieser Ausdrucksweise lieBe sich dann unser Resultat mit dem 
in der Einleitung erwahnten C. Neumannschen so zusammenfassen: Fiir 
alle geschlossenen konvexen Flachen konvergiert die Methode des arith- 
metischen Mittels von der ersten Ordnung, aber auch fiir jede andere ge- 
schlossene Flache (mit den von uns immer gemachten Hinschrankungen) 
findet Konvergenz von einer endlichen Ordnung statt. 


B. Die Robinschen Reihen. 


Nach einem friiher von mir bewiesenen und schon oben einmal er- 
wahnten Resultate [ Stud. S. 66] bilden die Oberflachenwerte V,, V,’, V,” usw. 
der Robinschen Potentiale eine Folge aufeinanderfolgender Neumannscher 
Flachenfunktionen (wie f,, f,, /,” usw.), und aus der soeben allgemein be- 
wiesenen gleichmaBigen Konvergenz der Reihen (20) folgt also auch die 
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der Reihen 
(V, a V,) <. (V,” ae v,”) ‘ (v.¥ a Vy) + hen? 


, ” ” (falls m= 0 und damit C= mI,=0; 
V.+t¥, +, +¥, +--. vgl. (26’), 8. 464). 


Dies sind eber im wesentlichen die Werte der Robinschen Reihen (§,) 
S. 452, gebildet in Oberflachenpunkten. Da aber bei Potentialen von Flachen- 
belegungen unter den Oberflichenwerten die absolut gréBten aller Werte 
enthalten sind, so folgt aus der Konvergenz der Reihen (21) auch sofort, 
daB die Robinschen Reithen gleichmaBig im ganzen Aufen- und Innen- 
gebiete konvergieren — denn die fiir die Konvergenz der zweiten Reihe (21) 
notwendige Voraussetzung, daB 


m= 5-[9,d0=0 


ist, mu8 bei der zweiten Randwertaufgabe fiir ein Innengebiet bekanntlich 
stets erfiillt sein. 


(21) 


Marburg, den 11. Februar 1929. 


(Eingegangen am 15. 2. 1929.) 


La formule de H. Bruns et la théorie des 
figures planétaires. 
Von 
R. Wavre in Genf. 


1. La formule de Bruns. 


Considérons une masse fluide dont les différentes particules s’attirent 
suivant la loi de Newton, en équilibre relatif dans sa rotation autour d’un 
axe. Soient: w la vitesse angulaire, g la densité, p la pression, U le po- 
tentiel newtonien, oz l’axe de rotation et oz, oy, oz un triédre trirec- 
tangle. L’hydrodynamique fournit les trois équations suivantes, comme on 
le sait, : 

(1) 1 op oe 1 op _ aU, os 1 ap e 


ax as? @ dy oy > on 
Jointes & la condition supplémentaire que la densité croisse de la surface 
vers le centre de l’astre, elles expriment la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'il y ait équilibre relatif. 

Les équations (1) impliquent une relation de la forme 


(2) e= f(p)- 


Soient ® le potentiel du champ de la pesanteur, Q celui de la force 
centrifuge : 


(3) *-Jrut. 

(4) Q=% (x +y"). 

Les trois équations (1) se résument par la relation entre les potentiels 
(5) $=U+Q. 


Si V représente le symbole de Laplace, l’équation (5) implique la relation 
suivante 


(6) Vd —=VU+PQ. 
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La formule de Poisson et l’expression (4) de Q montrent que l’équa- 
tion (6) peut s’écrire 


(6’) VD = 2w*—42io 


ou ¢ représente la constante de l’attraction universelle. Soient g l’intensité 
de la pesanteur et a, 8, y les cosinus directeurs de la direction du fil a 
plomb par rapport aux axes z, y, z. On a, comme on sait, 


i ao a® 
ag = 9%, «=F, = 9B; 


(7) ~~ 
oy 0z 


“G7 
et, on le vérifie facilement, 
Vb — 2 (at + p+ 7%) 49 (248 4) 


\du @y | dz/ 
dn désignant un élément de normale a la surface ® = constante dirigé 
vers le bas. 
Or, on démontre par la géométrie la relation suivante: 
aa, 6, oy _ 


+—+—=—=—¢ 


ez Oy ‘ az 
ot c désigne le double de la courbure moyenne de la surface précédente 
au point z, y, z considéré. Les rayons principaux doivent étre comptés 
positivement vers |’intérieur. 
La relation (6’) s’écrit donc sous la forme élégante 


(8) “9 _ ¢g—2w*—Axio0. 
Cette formule a déja été donnée par Heinrich Bruns dans son livre « Figur 
der Erde» en 1878. Elle n’a été reproduite ni dans le traité d’Helmert, 
ni dans celui de Tisserand, ni méme dans l’encyclopédie. M. Pizetti*) est 
le seul auteur qui la mentionne 4 notre connaissance. Cette formule n’est 
pas assez connue et nous allons voir, dans la suite, quel parti on peut en 
tirer. Les surfaces & go constant sont 4 ® constant et la formule de 
Bruns montre qu’une mesure de l’accroissement de g suivant la verticale 
équivaut & une mesure de la courbure moyenne de la surface d’égale 
densité passant au point ot l’on opére. 

Je Pai étendue 4 des mouvements plus généraux que l’équilibre re- 
latif*) et M. Dive*) la généralisée au cas d’une rotation permanente quel- 
conque. 





1) P. Pizetti, Principii della teoria delle figure dei pianeti, Pisa 1913. 

*) Sur la rotation permanente des planétes, Archives des Sciences physiques et 
naturelles, Genéve 1928. 

*) Comptes rendus des Séances de la Société de physique de Genéve 45, 
No. 11 928. 
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2. Les figures planétaires. 


Nous appellerons stratification la répartition au point de vue stricte- 
ment géométrique des surfaces d’égale densité et densité transformée l’ex- 
pression 
(9) f=2m*—4z2ito. 


Les surfaces d’égale densité seront caractérisées par un paramétre ¢. Les 
quantités 0, f, ® ne dépendent que de ¢. Quoique les lignes de forces du 
champ de la pesanteur forment une multiplicité dépendant de deux para- 
métres, pour simplifier nos formules, nous les représenterons par un seul 6. 
La valeur 6 = 0 représentera une ligne de force particuliére. Un d repré- 
sentera une différentielle relative 4 un déplacement sur une ligne de force 0 
et enfin une parenthése affectée de indice 6 ou des indices 6’, 0’’,... 
signifiera que la quantité entre parenthéses doit étre prise le long des 
lignes 0, 0’,0’,.... 

Posons: “—N (¢,0) et puisque g dérive du potentiel ® on aura 
sur une méme surface ¢ 

(gN )e = (gN ev. 

Dérivons par rapport 4 ¢ les deux membres de cette équation et tenons 
compte de la formule de Bruns, on trouvera, aprés une réduction simple, 


(10) f(t) (B)g —(B) gr 


~ ( (Ader = (Ag 


ou lon a posé, L désignant le logarithme népérien, 





A=N* et B=cN+LN. 


Si 0, 6’, 0” représentent trois lignes de forces distinctes, on devra avoir 


a Diy Bee _ Blo Be 
‘ (A)g —(A)gy (A)g —(A)g 
Cette équation est d’ordre purement géométrique*); c’est une condition né- 


cessaire imposée 4 la stratification. 


En vertu d’un important théoréme de M. Lichtenstein®), les surfaces 
d’égale densité doivent admettre un méme plan de symétrie perpendicu- 
laire & axe. Supposons, en plus, que ces surfaces soient de révolution. 
Soient a(t) et 5(¢) le rayon polaire et le rayon équatorial de la surface t, 
c(t) et c,(t) le double de la courbure moyenne de la surface ¢ au péle 


*) Voir: Commentarii Mathematici Helvetici 1, p.3, 1929. 
5) Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 635. 
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et & Péquateur, et enfin g, la pesanteur sur l’axe polaire. L’équation (10) E 
peut s’écrire sous la forme ( 
P ’ a” b” 
(12) 4xio(t)—2* ar we to -F P 
Gp (t) a b’*a’* . : 
Les accents représentent ici des dérivées par rapport 4 ¢. Cette relation | (: 


est rigoureuse et générale. Supposons maintenant que la stratification soit 
formée d’ellipsoides concentriques et que ¢ représente le rayon polaire de 
ces ellipsoides. 

Posons «= 6—a. Pour des ellipsoides peu aplatis les courbures sont: 


i =F (1-24) 


et l’équation (12) s’écrit pour une telle stratification 


s/h a Fo 
9, (#) sat s* @’ ae 


(13) t= 








(14) 


Si m* est trés petit, ¢, e’, e” le sont aussi; on peut négliger w* dans le 
premier membre et calculer gp(t) dans l’hypothése d’une stratification sphé- 
rique. Si D(t) désigne la densité moyenne de la matiére intérieure & la 
couche ¢ on trouve facilement 





4nig(t) 38 D 
(15) a. . 
et Péquation (14) s’écrit sous la forme suivante: 


2 D’ 2 2 Fw k 
(38) hey el i ae oa 


Enfin, en introduisant l’aplatissement e — - = 2=8 on trouve, aprés un 


calcul tout élémentaire, l’équation de Clairaut qui lie l’aplatissement des 
couches 4 la densité moyenne: 


(17) e"D +2e'D+7eD'+Se'D=0. 


emf -—™ fF 


Représentons maintenant par c, le double de la courbure moyenne 
des surfaces & 9 constant, et soit c, la méme quantité pour les surfaces 
& U constant, surfaces équipotentielles pour le champ de Newton. 

Sur l’axe polaire, la formule de Bruns nous donne: 


d , 
<1 +09 =42i9— 20? 


ao —_— Ss -—_™ Ff, OG 


et Péquation de Poisson s’écrit au méme point 


d ; ‘ 
3f + epg =A4xi¢. 
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En les soustrayant membre 4 membre, on trouve: 


(18) =e = Cy — Cy. 


Puisque les surfaces sont de révolution, on a plus simplement: 


w* 1 1 
(19) 7 & & 
les R étant les rayons de courbure des méridiennes. Les surfaces étant 
de nouveau supposées ellipsoidales et de faible aplatissement, c, variera 
entre deux limites qui correspondent: 1° au cas d’une concentration de 
toute la masse au centre et 2° au cas d’une répartition homogéne. 
On trouve pour ces deux circonstances 





1°: ==; ae. 3 ie Se 
vu ¢? 


tandis que l’on a toujours 


1 1 e 
Y tod Raed © 


on déduit alors de léquation (19) les inégalités 


4 w*t 1 w*t 4 w*t 
sea iG S28 9G S855 


qui constituent elles aussi un important théoréme de Clairaut. 





A Vextérieur de lastre 9 = 0 et la formule (14) donne en négligeant 

les termes du second ordre 
4e+ 2te’—t?e”=—0. 

Cette équation linéaire admet la solution 
(20) e=w"A(t*+xt~*) 
A et x étant deux constantes. Nous allons voir que 4 est lié 4 la masse 
totale de la planéte et x & ses moments d’inertie. 

Soit S une surface de niveau extérieure 4 l’astre. En intégrant les 


deux membres de la formule (6’) 4 V’intérieur de S, on trouve, aprés usage 
dune identité de Green, Péquation de Poincaré 


(21) Sf qdS=42iM—20'T 


ot M est la masse totale de l’astre et 7 le volume total intérieur 4 S. 
Désignons alors par @ la latitude d’un point de S ov la pesanteur est g 
et par g, la pesanteur au péle de 8. On a 


g q ‘ 
In “Tye catty ~ Soll — 5 cms") 
ry 


Mathematische Annalep, 102. 
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et d’autre part 
4 


T=,nxt*, dS=(t+.ecos6)*dz, 


d= étant l’élément de la sphére unité. 


En portant ces expressions dans la formule (21), on trouvera aprés - 


intégration, et en remplagant « par sa valeur (20) 


im 2 “a Bil il 
“—s —_o't=gol1+2w°d(xt *— 5°). 


Puis mettons en évidence la partie principale de g, 
iM 
(22) 90 =~ +9, 
dans léquation précédente, ce qui donne 
~ Go, = 24 MAxt-*+ 2 t(1—2¢MA). 


Le coefficient de ¢ doit étre nul car g ne peut pas croitre avec ¢; on a donc 


et 
24) Jo,1 =—xt‘. 
Les deux relations déduites de (20) 
(25) = =o (t? + xt"), 
(26) e’ = wd (4t* — xt”) 
donnent par addition 

a P 5 w*t* 
(27) t+ "39 
ou 

& ,__ 5 w%t 


C’est une relation de Clairaut qui s’écrit encore, en introduisant la 
pesanteur g, sur l’équateur de S, et laplatissement lui-méme e, 
- 5 w*t 
29 a-—8 . ==. 
= abe 29 
Soient A,B,C les moments d’inertie de la masse par rapport aux 
axes z,y,z. On aura: 


C= Sffo(x*+y*)aT 
les autres expressions se déduisent de celle-la par permutation des lettres 
A, B,C; x,y,z. La densité o satisfait 4 la relation 





4nig=2m*—V®. 





——————S a... 





ao fy a= 6 OOS 
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Cette valeur introduite dans C donne aprés usage de lidentité de Green 


(30) 4nd O=4 fff (Os—%)dT+Jfg(x*+y*)dS+20°f f f(x*+ y*) aT. 
La soustraction de deux formules semblables donne: 
(31) 424(C—A)=Jffg(x*—2*)dS+20° fff (x*—2*)aT. 
Cette relation montre que C — A ne dépend que de la surface S, de la 
vitesse angulaire et des valeurs de g sur S. Elle convient quels que soient 
aplatissement et la vitesse angulaire. Elle s’écrit encore, en désignant 
par 7” le volume compris entre S et une sphére centrée a l’origine et de 
méme pdle que S, 

4ni(C—A)= ff g(x? —2*)dS+2o0° fff (a*—2*)dT7’. 
En négligeant les termes du second ordre comme nous l’avons fait pré- 
cédemment, on trouve simplement 

4ni(C—A)= ff g(x*—2*)d8. 


Enfin, en remplagant g et dS par leurs valeurs on trouvera, facilement, 


(é t* (M 

(32) O-A=3;(q—%): 
ou 

(38) C—A=Sio'x. 


C’est la relation cherchée liant x aux moments d’inertie. Enfin, en tirant 
x de la formule (20) on trouve la relation de d’Alembert: 
aa — 29,44 @*t 
(34) C—A=7,-1 (e— =). 
Les relations (29)... (34) sont vraies 4 l’extérieur de l’astre. 

On voit ayec quelle rapidité la formule de Bruns permet d’obtenir 
les résultats classiques de la théorie des figures planétaires. 


(Eingegangen am 22. 4. 1929.) 








Bemerkungen zu meiner Arbeit ,0ber die Summen 
zufilliger GréBen«'). 
Von 
A. Kolmogoroff in Moskau. 


Den Zweck dieser Bemerkungen bilden einerseits einige Berichtigungen 
und Prazisierungen (§§ 1 und 2), andererseits die Untersuchung eines wich- 
tigen Spezialfalls des Gesetzes der groBen Zahlen (§ 3). 


§ 1. 


Herrn V. W. Niemytzki verdanke ich den Hinweis, daB im Beweis des 
Satzes IV der oben erwaihnten Abhandlung ich die falsche Formel 


‘ 1 
Sie(t) >= 5D 
benutzte. In der Tat ist leicht zu beweisen, daB 


1 1 7 1 
S(t) =g Dit] Sz VD) =_D 
gilt, also die genau inverse Ungleichung. 
Nun will ich die Saétze IV, V und VI durch folgende ersetzen: 
Satz IV*. He see M<D. Dann ist 
/ D 1 
B(|6l23) = iw 
_ Satz V*. 





1 M*+4R* 
B(\e|2>R) 255 [1-—]- 
Die Satze VII bis XI bleiben ungeandert, da wir den Satz VI nur 
bei dem Beweis des Satzes VIII benutzten, wo man ihn durch den neuen 
Satz V* ersetzen kann. 


*) Math. Annalen 99 (1928), S. 309. 
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A. Kolmogoroff. Summen zufilliger GréBen. 
Beweis des Satzes IV*. Wir bezeichnen mit e den Fall 
D 
|s|=> a 
und mit @ den entgegengesetzten Fall. Wenn 
|D(s)| 22D 
ist, so haben wir 


D*> S(t") >3(2D—F) SP BE@)D*, 
#(@) <5, 


womit unser Satz bewiesen ist. Wenn 
|D(s)|< 2D 
ist, setzen wir 
tm = [SmD <|t|<3(m+1)D, |e 27]. 
Wegen des Satzes II haben wir 
BW(e,)<—., 


— gem 


Sen (28) SE 25 D*, 
und da im Fall 


die Ungleichungen 

|t}<15D, |s|<20D 
erfiillt sind, haben wir auch 

Se (8*) < We) 400 D*. 
Da fiir den Fall é 

% (8*) <$ 7D" 
gilt, so haben wir endlich 
D*€3(8*) S (Set Ge + FS) (0*) 


<j D* + 400D* B (e) +2 a 25D*<* D*+ 400D*B(e), 
1 
W (e) => 7600 ? 
w. z. b. w. 


Beweis des Satzes V*. Wenn M>D oder R>3D gilt, ist unser 
Satz richtig, da in diesen Fallen die rechte Seite der Ungleichung negativ 
ist. Wenn aber M< D und R<3D gilt, so erhalten wir leicht unseren 
Satz aus dem Satz IV*. 
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§ 2. 
Bei dem Beweis des Satzes VIII meiner oben zitierten Abhandlung 
benutzte ich die Formel 


(16) SF B(|ye.—fxl m,n) +0. 
k=1 


Fiir den strengen Beweis dieser Formel ist folgender Satz nétig: 


Satz VI*. Hs set e,,e,,..-,e, eine Folge unabhdngiger Hreignisse 
und u ein willkiirliches Ereignis, fiir welche 


Bi (uyau, BWle,+e+...+e,) Su 
gilt. Dann ist 


Bs 
- “U~. 


B(u)S 


Beweis des Satzes VI*. Wenn es ein solches k gibt, daB 
B (e,) 


IV 
eo] 


u 
gilt, so haben wir 
W(u) Sj W/e,) We, (u) S| 


womit unser Satz bewiesen ist. 
Wenn aber fiir alle k 


3M 
1 
BW (e,)< gu 
gilt, so gibt es gewiB ein solches k, daB 
5 US Ble +e+...+e)<S ou 


ist. Bezeichnen wir nun mit f,; den Fall 


f= tet... +e_, 


und mit jf, den entgegengesetzten Fall. Da die Ereignisse f, und e, gegen- 


seitig unabhingig sind, erhalten wir fiir i < k 
B.,(f,) = Bf) < Bh) <zu 
B, (uf) 25%, 


W(ujje,) > 5 uBW(e,), 


B(u) > FB(uje) > pu FB) > puB,) 2 hw’, 


w. z. b. w. 





d 











- a 





Summen zufilliger GréBen. 


Beweis der Forme! (16). Es sei 


u =(\o,—4,|2>3), 








= (|Yne—faxl [™,7); 
> Ynit fat 
i= ( —4, 23h. 
Es ist offenbar 
W,(u) > 5- 


Fiir geniigend groBe n haben wir, unter der Voraussetzung der Stabilitat 
der Mittelwerte, 


B(u) <7 
und folglich 
B (fh) <3: 
Wenn e¢, erfiillt und f, nicht erfiillt ist, so ist u erfiillt. Folglich haben wir 
We, (f,) + BW, (u) S1. 


Aber da e, und f, gegenseitig unabhangig sind, so gilt fiir geniigend groBe n 
1 
B., (fe) = Bh) Sa> 
1 

B.,(u)S>5- 

Wegen des Satzes VI* erhalten wir 
1 
W(u) j 5 W* (ey + cyt... + ema), 
und da Y(u) gegen Null konvergiert, so gilt auch 
W (e,+e,+...+ em) +9, 

Mn 

> B (e,) — 0, 

k=1 


w. z. b. w. 


§ 3. 
Wir wollen nun einen besonderen Fall des Gesetzes der groBen Zahlen 
untersuchen, namlich den, wo alle unabhangigen GréBen 


yee 
dieselbe Verteilung 


Bly < x) = F(z) 
haben. In diesem Fall gilt: 
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Satz XII. Fir die Stabilitdt der Mittelwerte unabhdngiger GréBen 
mit einer festen Verteilung ist die Bedingung 
nB(|y|>n)—0 
notwendig und hinreichend. 
Zum Beweis, da8 diese Bedingung hinreichend ist, setzen wir 


Yuu Yq» Wenn |y,| Sm, 

In, = 9, wenn ly, | >. 
Es ist leicht einzusehen, daB, wenn unsere Bedingung erfiillt ist, das 
System {7,,} mit {y,} aquivalent ist, und dab 


n n 
+ > D (tae) SD D(H) + 0 
b=1 k=1 
gilt. Folglich sind wegen des Satzes VIII die Mittelwerte stabil. 
Sind andererseits die Mittelwerte stabil, so gilt, wie wir bewiesen 
haben, die Formel (16). In unserem Falle verwandelt sich (16) in 


n%B(|y--f|>nn)—0, 
wo f eine Konstante ist. Aus dieser Formel folgt die zu beweisende Be- 
dingung unmittelbar. 


Wenn unsere GréBen y, eine bestimmte mathematische Erwartung 
+o 


f 2d F(z) 


-—@ 


haben, so ist die Bedingung XII erfiillt, da in diesem Fall 


Jf |x| d F(x) <0, 


nB(lyl>n)<( J+J) |2|ar(z) 0 


gilt. Man kénnte zeigen, da8 die Stabilitat in diesem Falle normal sein 
wird. So haben wir 

Satz XIII. Fiir die normale Stabilitdt der Mittelwerte unabhangiger 
GréBen mit fester Verteilung ist die Existenz der mathematischen Er- 
wartung notwendig und hinreichend*). 

Der letzte Satz ist schon friiher von A. Khintchine bewiesen worden’*). 


*) Die Notwendigkeit ist trivial und hangt damit zusammen, daB die Definition 
der normalen Stabilitét nur im Falle der Existenz der mathematischen Erwartung 
einen Sinn hat. 

%) Comptes Rendus 188, 8. 477. 


(Eingegangen am 8. 2. 1929.) 
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Uber gewisse Differential- und allgemeinere Gleichungen, 
deren Lisungen fastperiodisch sind. 


I. Teil. Der Existenzsatz. 
Von 


8. Bochner in Miinchen. 


Inhaltsverzeichnis. 
§ 1. Formulierung der Satze. 
§ 2. Vorbereitendes. 
§ 3. Die einfachste Gleichung. 
§ 4. Die homogene Gleichung. 
§ 5. Beweis des Existenzsatzes. 
§ 6. Ein weiterer Satz. 


§ 1. 
Formulierung der Sitze. 
Die Herren H. Bohr und O. Neugebauer’) haben die Differentialgleichung 
(— co <42< +00) 
(1) y (x) +a,y°~? (xz) +... +a,y(x) = f(z) 


mit konstanten Koeffizienten a, und fastperiodischer rechter Seite f(2) *) 
daraufhin untersucht, inwiefern sie Lésungen besitzt, die wiederum fast- 
periodisch sind. In Anschlu8 hieran hat Herr A. Walther*) dieselbe Frage 








1) Uber lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und fast- 
periodischer rechter Seite, Géttinger Nachrichten (1926), 8. 8—49. 

*) Unter einer fastperiodischen Funktion verstehen wir eine im allgemeinen 
komplexwertige Funktion, welche im urspriinglichen Bohrschen Sinne (also gleich- 
maBig stetig und) fastperiodisch ist. 

®) Uber lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten und fast- 
periodischer rechter Seite, Géttinger Nachrichten (1927), 8. 196—216. 

Mathematische Annalen. 102. 82 
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fiir die Differenzengleichung 
(2) y(x+-sw)+a,y(x+(e—1)o) 


+-a,y(z+(s— 2)m)+...+a,y(x) = f(z) 
erortert. 


Das Ziel der vorliegenden Note ist es, die Ergebnisse aus diesen ~ 


Arbeiten in einheitlicher Fassupg neu darzustellen und zu vertiefen. 

Um die Tragweite unserer Behandlungsweise hervortreten zu lassen, 
werden wir unserer Diskussion eine recht allgemeine Differenzen-Differential- 
gleichung zugrunde legen, welche die Gleichungen (1) und (2) als Spezial- 
fille enthalt, aber ihrerseits durch die Ansitze in den genannten Arbeiten 
nicht mehr erfaBt werden kénnte. Und was die Resultate anbetrifft, so 
bemerken wir, daB in den zitierten Arbeiten im wesentlichen nur der Be- 
schrinktheitssatz (vgl. weiter unten) gewonnen wird, und da unser Existenz- 
satz auch fiir die Spezialfaille (1) und (2) iiber die vorliegenden Teil- 
ergebnisse erheblich hinausgeht. 


1. Die von uns betrachtete Gleichung lautet 


(3) L(y) =f(2), 
wobei 
(3) L(y)= 5 Sa, (z+ ,). 


Hierin bezeichnen: r und s irgendwelche nicht-negative ganze Zahlen, 
die a,, irgendwelche (auch teilweise verschwindende) komplexe Zahlen, 
die 6, irgendwelche reelle Zahlen (und nicht, wie in (2), nur solche, welche 
ganzzahlige Multipla eines gemeinsamen Faktors w sind), und f(x) irgend- 
eine fastperiodische Funktion 


(4) f(x)~ Sa, e****. 
Sonderfialle der allgemeinen Gleichung, die im folgenden eine Rolle spielen 
werden, sind: a) der Fall r= 0, also 


(5) L(y) = S4a,y(z+4,), 
o=0 
und b) fiir r>1 der Fall des dominierenden Differentialquotienten 
r-1 8 
(6) L(y) =y%(z)+ 3 Sa,,y (x +4). 
e=0 o= 


Wir bemerken, daB im Falle b) die Voraussetzung des weiter unten 
formulierten Existenzsatzes immer erfiillt ist. 


2. Beschranktheitssatz. Jede Lésung der Gleichung (3), welche 
mitsamt thren r ersten Ableitungen beschrankt und gleichmafig stetig ist, 
ist mitsamt thren r ersten Ableitungen fastperiodisch. 





de 
ni 











Differentialgleichungen mit fastperiodischen Lésungen. 491 


Eine Diskussion und der Beweis dieses Satzes werden den Inhalt des 
zweiten Teiles dieser Arbeit bilden. 


3. Existenzsatz. Von der linken Seite der Gleichung (3) se 
vorausgesetzt, dap es eine Zahl » >0 gibt, derart, daB fiir alle 1 aus 
—wo<i< +oo 

| 2 ma 
(7) | Sa,, ef%e4| >. 


1= 


i) 


Demzufolge (vgl.§ 4,5) hat die Funktion 


r B 

. 4 ee idod 

(8) G(a)=_E Sa,,(sd)ee' 
o= =Q@0 


=O «4 
héchstens endlich viele reelle Nullstellen 
(9) ye ee Ms 


deren Vielfachheiten wir mit 


bezeichnen. 


a) Damit bet einer gegebenen Funktion (4) eine Lésung unserer 
Gleichung vorhanden ist, welche mitsamt ihren r ersten Ableitungen fast- 
periodisch ist, ist notwendig und hinreichend, dap es fiir jedes » aus 
l1<v<k etne fastperiodische Funktion gibt, deren l,-te Ableitung mit 
e~'4»2 f(x) tibereinstimmt. Eine solche Lésung ist im wesentlichen ein- 
deutig. Sie hat, sofern sie existiert, die Fourierrethe 


: 
(10) y(z)~ DG~*(d,) ar, e* + SC, etre, 
v=1 
wobei die C, willkiirliche Konstanten sind. 
b) Hat insbesondere, unter der Voraussetzung (7), G(A) tiberhaupt 
keine reelle Nullstelle, so gibt es fiir jedes f(x) genau eine Lésung, welche 
mitsamt thren r ersten Ableitungen fastperiodisch ist, namlich: 


(11) y(x)~ SG@~*(d,) ay, et. 


§ 2. 
Vorbereitendes. 
1. Gegeben sei eine Funktion I"(A), welche fiir jeden reellen Wert 


der Variablen 4 einen (komplexen) endlichen oder unendlichen Wert an- 
nimmt. Eine vorliegende Fourierreihe (4) sei so beschaffen‘), daB die 2, 


° ° e ° . . ° ° + ¥ 
*) Unter einer Fourierreihe verstehen wir eine trigonometrische Reihe > a, ".. 
welche die Fourierreihe einer fastperiodischen Funktion ist. 


328 
















492 8. Bochner. 





keine Unendlichkeitsstellen von J"(4) sind, und daB die Reihe 

(12) 2 T(4,) a, ef" 

wiederum eine Fourierreihe ist. Dann werden wir J"(/) einen Multiplikator 
der Reihe (4) bzw. der entsprechenden Funktion f(x) nennen. Die zu (12) 
gehérige Funktion werden wir /,,(z) schreiben. 

2. Die Summe von endlich vielen Multiplikatoren von f(z) ist wiederum 
ein Multiplikator von f(z). 

3. Zwei Funktionen I’, (4) und I, (4), welche fiir die Exponenten /, 
von (4) gleiche Werte haben, sind entweder alle beide Multiplikatoren von (4) 
oder keine von beiden. Wir nennen sie ,,aquivalent“ in bezug auf (4). 

4. Es gibt Funktionen I"(4), die in bezug auf jede fastperiodische 
Funktion Multiplikatoren sind. Wir nennen sie Multiplikatoren (schlechthin ). 
Von dieser Art ist y(4)—e***, (6 reell): f(z) = f(x +4). Das Produkt 
I, (A) I, (A) zweier Multiplikatoren I',(4) und I, (A) ist, wie man sofort 
feststellt, wiederum ein Multiplikator. 

5. Einen Multiplikator bildet jede Funktion I'(4), welche stetig diffe- 
renzierbar ist, und auBerhalb eines geniigend groBen Intervalles verschwindet, 


(13) r(a4)=0 fir |aj>e. 


Bevor wir dies kurz beweisen, ziehen wir hieraus die Folgerung, dab jede 
Funktion I°*(4), welche in einem abgeschlossenen Intervall 


(14) e<isp 


stetig differenzierbar ist, fiir jede (fastperiodische) Funktion, deren Exponenten 
in (14) liegen, einen Multiplikator darstellt. Denn man kann I"*(2) auBerhalb 
von (14) zu einer stetig differenzierbaren Funktion J°(A) erganzen, welche 
auBerhalb eines passenden (gréBeren ) Intervalls verschwindet. In bezug auf 
Funktionen, deren Exponenten in (14) liegen, sind aber (4) und I”*(2) 
aquivalent (vgl. 3.). 


Nun zum Beweis. Wir setzen mit der Hilfsfunktion 
+@ 
(15) K(2)=3, fe iear(, 
den Ausdruck an 
+00 + 
(16) F(x) =f f(t)K(t—x)dt=f f(t+ 2) K(t)dt. 


Die Existenz des uneigentlichen Integrals (16), durch welches F(x) gegeben 
ist, wird dadurch gewahrleistet, daB fiir die durch ( 15) definierte Funktion K (x) 
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das Integral 


+o 
(17) S| K(2)\dz 


einen endlichen Wert hat’). Von der Funktion F(x) ist unschwer ein- 


5) Dies beruht auf dem folgenden wichtigen Satz von Plancherel iiber Fouriersche 
Transformierte (wegen der einfachsten Beweise vgl. E. C. Titchmarsh, Hankel Trans- 
forms, Proc. Cambridge Philos. Soc. 21 (1923), S. 463—478 und F. Riesz, Sur la formule 
d@inversion de Fourier, Acta Szeged 3 (1927), S. 235—241). Es sei irgendeine 
Funktion @(4) gegeben, welche auf jedem endlichen Intervall nach Lebesgue meBbar 
ist, und fiir welche dariiber hinaus das Lebesguesche Integral 


+0 


(18) Sie (ay ltaa 


einen endlichen Wert hat. Dann wird durch das Integral 
+ 0 
1 : 
19) — = —tai 

(id) H(z) x} °  (A)da 

—-@o 
eine Funktion von x erzeugt, welche ihrerseits gleichfalls meBbar ist und ein end- 
liches Integral 


+a 


(20) S| A(a)\'dx 

besitzt. Es besteht die zu (18) reziproke Beziehung 
‘ b aA 

(21) g(A)=Set** A(t) dt. 


Die Integrale (19) bzw. (21) brauchen nicht im gewéhnlichen Lebesgueschen Sinne 
als uneigentliche Integrale zu existieren. Sie sind aber gem&B einer allgemeineren, 
den vorliegenden Verhiltnissen angepaBten Definition vorhanden, durch welche jedoch 
die resultierenden Funktionen H(z) bzw. »(4) nur abgesehen von einer Punktmenge 
vom Lebesgueschen MaBe Null festgelegt sind. Wenn aber etwa in (19) die vor- 
gegebene Funktion y(/) stetig ist und die dann resultierende Funktion H(x) im 
Intervall — oo <x<-+ oo absolut integrierbar ist, so ist die reziproke Beziehung (21) 
im gewdhnlichen Sinne und auBerdem fir alle Punkte 4 giiltig. 

Es liege nunmehr eine differenzierbare Funktion J°(2) vor, welche mitsamt ihrer 
Ableitung I’’(2) ein endliches Integral (18) besitzt. Die Funktionen (15) und 


+o 
(22) K(2)= 2 [etraa 


stehen dann, auf Grund einer zulissigen partiellen Integration von (22), in der 
Beziehung 


K(2)=K, (2). 


(Fortsetzung der FuBnote *) auf n&chster Seite.) 
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zusehen, daB sie fastperiodisch ist, und daB 
(23) F (x)= f,(x).°) 

6. Wegen (13) hat f,(a2), wie auch f(z) beschaffen sein mag, be- 
schriankte Exponenten, und hat demnach nach einem allgemeinen Satz 
unbegrenzt viele fastperiodische Ableitungen. Das erkennt man auch an 
der Darstellung (16). Denn K(2) ist beliebig oft differenzierbar, 

an 


- fet (— sat r(ayaa (og = 1, 2, 3, ...), 


— co 


K® (x) = 


und K’’(a) besitzt, aus demselben Grunde wie fiir K(2z) das Integral (17) 
einen endlichen Wert hat, ein endliches Integral 


S| K@(x)\dz. 


Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 


\fx(2)dei's {4 dz J | K,(x)|*dz 
1 a? i 
1 


und analog 


-1 
rr; \2 1 =! 
| J K(x) dx) SJ — de J | K,(x) |*dz, 
|—o@ z* —o 


und auf Grund dessen existiert das Integral (17). 
*) Auf Grund von (21) ist fiir irgendein 4 


+o 
I (ajaze’** = f {a,e*"*”) Kit) det; 
—o 


also besteht die Relation (23) fir eine ,Einzelschwingung“ a; e'**, und hieraus folyt 
sofort, daB sie fiir irgendein Exponentialpolynom p(x) besteht. Eine allgemeine fast- 
periodische Funktion f(z) kann man gleichmaBig durch eine Folge von Exponential- 
polynomen 

9, (2), Be (2), ---» Pa (2), «-- 


approximieren. Wie aus der Beziehung 
\fr(x)—pp(z)| SJ | f(2+t)—p(xt+e)|-|K(t)\ de 
<= Ob.Gr. |f(&—p(é)|-J\K(e)\ de 
—-wci<+om 

zu ersehen ist, ist dann die Folge p, ,.(x) gleichmaBig gegen /,,(z) konvergent. Da 
die Fourierreihe von p, (x) aus der von p,(z) durch Multiplikation mit J’(/) her- 
vorgeht, und da, wegen der gleichmaBigen Konvergenz, die Fourierreihen von p, (x) 
bzw. p, »(<) mit wachsendem n Glied fiir Glied’in die Fourierreihen von f(x) bzw. f(x) 
lubergehen, entsteht auch die Fourierreihe von /,,(x) aus der Fourierreihe von f(z) 
durch Multiplikation mit J°(A). 
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Hieraus schlieBt man, daB das erste Integral in (16) beliebig oft nach x 
differenziert werden kann, und daB die Relation besteht 


+o 


(24) fi? (x) =(—1)* f r(t) KK (t — x) dt. 
Weiterhin gilt’) 
hm K(z)=0 fiir |r|— co, 
und analog 
lim K® (z)=0 fiir |2|—-0o (eo=1,2,8,...). 


Wenn nunmehr f(z) r fastperiodische (und daher beschrankte) Ableitungen 
besitzt, kann man (24), fir 9 =1,2,...,r, schrittweise durch partielle 
Integration umformen zu 


Ao (x) = ff (t)K(t— 2) dt =f f(t +2) K(t)dt; 


oder anders geschrieben 


a?) a d® f(x)) os 
— {fr(2)} ={ dxe Se (o@=1,2,...,9). 





oo 


7. Allgemeiner als in 5. ist eine Funktion I'(4) bereits dann ein 


Multiplikator, wenn sie etwa eine stetige Ableitung hat, und wenn in bezug 
+o 


auf das Verhalten im Unendlicher. nur vorausgesetzt wird, daB f |I'(a)|Pda 


und fl I’’(4)|* dd endlich sind*), was z.B. immer dann erfiillt ist, wenn 


fiir |4|—+ 00 
P(a) =O(\a|-*) 
I’ (4) =0(|a|7*). 





(25) 


8. Gegeben seien vier Konstanten «,, «,, «,,«,, fiir welche 
(26) “<a <a, <a. 
Men kann ohne weiteres eine stetig differenzierbare Funktion /‘(A) kon- 
struieren, welche auBerhalb des Intervalls «, <2< «, verschwindet, und 
in @, SA<a@, den Wert 1 hat. Nach 5. ist eine solche Funktion ein 
Multiplikator. 

9. Von einer fastperiodischen Funktion (4) setzen wir voraus, daB sie 
fiir passende Konstante o,, fiir welche (26) erfiillt ist, zwei Liicken («,, «,) 
und («,, «,) aufweist, dh. da8 keiner ihrer Exponenten in die Intervalle 


?) Dies ist, vgl. (13) und (15), der bekannte Riemannsche Satz iiber die Ab- 
nahme der Fourierkoeffizienten einer beliebigen Funktion gegen Null. 
*) Vgl. *) und °). 
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a@,<iAca, und «, [iA <a, hineinfallt. Dann ist die Teilreihe 


tA, 
Py a,,, e* nt 
Sin Sa, 


der Fourierreihe (4) wiederum eine Fourierreihe. Denn sie entsteht aus (4) 
durch Multiplikation mit der Funktion ["(4) aus 8. 


g 3. 
Die einfachste Gleichung. 
Dies ist die Differentialgleichung 


y (x) = f(z), 


y(z)=J---fr(é) ae; 
sie bezieht sich auf mehrfache Differentiation bzw. mehrfache Integration 
fastperiodischer Funktionen. Hierzu wollen wir in diesem Paragraphen 
einige Pemerkungen zusammenstellen. 

1. Wenn die Exponenten einer fastperiodischen Funktion beschrinkt 
sind, so besitzt die Funktion unendlich viele Ableitungen, und sie sind 
alle fastperiodisch. 

2. Ist die Ableitung von (4) vorhanden und fastperiodisch, so ent- 
steht ihre Fourierreihe durch Multiplikation mit #1, 


f’ (x) Pe Dil, a, etAnz . 


3. Ist das Integral von (4) fastperiodisch, so entsteht es durch 
»Division* mit 7A, 


d. h. 


S (dé ~ O,+.D(Gd,) 2a, ef*2, 


Wir nennen es ,normiert“, wenn die willkiirliche additive Konstante C, 
den Wert Null hat, 


J £(§)d& ~ 3 (d,)~* ayy eta, 
Damit die Division mit #4 ausfiihrbar sein soll, mu8 in erster Linie a, 
verschwinden. Aber das reicht nicht aus. Es kénnen noch die ,,kleinen“ 1, 
stéren. Wenn es aber ein 7 >0 gibt, so daB |4,|>7 fiir alle n, so ist 
das Integral fastperiodisch*). Induktiv findet man: Falls |4,| >> 0, so 





*) Vgl. des Verfassers: Properties of Fourier Series of almost periodic Fonctions, 
Proc. London Math. Soc. (2) 26 (1927), S 483—452, insbesondere 8S. 442ff.; oder 
J. Favard, Sur les fonctions harmoniques presque périodiques, Journal de Mathéma- 
tiques (9) 6 (1927), S. 229—336, insbesondere 8. 309 ff. 
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ist das beliebig oft iterierte (bei jedem Schritt normierte) Integral von (4) 
wieder fastperiodisch, 
fe Jf) de ~ 3 (64, % ai, efme. 

e 


4. Hieraus folgt: Wenn es fiir zwei Fourierreihen 


f(z) —_ > %, ef ine, 
g (x) ~ 3 bj, em? 
ein Intervall A—a<igA+f8 (A beliebig, a>0,8>0) gibt, so daB 
fiir alle 4, aus diesem Intervall a, — b,,, so ist die Reihe 
(27) >» {t(4,— A)} °° (ai, — by) eftn* 
fiir positives ganzes g eine Fourierreihe. Denn sie entsteht aus 
h(x) ~ 3 (aa, — bi, ) ef ** 
durch die sukzessiven Bildungen 
e~*42 h(x) ~ 3 (a, — b,, ) ef@n-4)2, 
he (x) = [---Je-#48h(E) dé ~ S{6(d,— A)} ° (ai, — diy) eft“, 
e@ 
e$42 he (x) ~ (27), 
von denen nach 3. auch die mittlere die Fastperiodizitat besitzt. 
5. Die Reihe (4) habe fiir passendes ganzzahliges r>.0 den Di- 
visor (#A)”, 
F(z) ~ 3 (64,)~" ay, ef*. 
Dann sind das 1-te, 2-te, ..., r-te Integral von f(z), in passender Nor- 
mierung, wieder fastperiodisch. Um das einzusehen, betrachte man irgendein 
(a) gemaB § 2, 8, mit a,< 0<a,, bilde die Funktionen /,(z) = f,(zx) 
und F,(z)=Fr(x), und setze 
f(z)= f(z) + f(z), 
F(z) = F,(x) + F,(2). 
Nach 1. ist F,(x) beliebig oft differenzierbar, nach 2. ist 
F."(2) = f,(2), 
also hat f,(2) r fastperiodische Integrale; nach 3. besitzt f,(2) unbegrenzt 
viele fastperiodische Integrale; also besitzt f(2) fastperiodische Integrale 
bis zur r-ten Ordnung. 


6. Wenn man die Rollen von f(z) und F(x) vertauscht und 2. be- 
riicksichtigt, erhalt man foigendes. Damit die Funktion (4) den Multipli- 
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kator (¢4)" besitzt, ist notwendig und hinreichend, daB sie fastperiodische 
Ableitungen bis zur r-ten Ordnung hat. 


Aus eimem Satz von Esclangon folgt, daB eine beschrankte Fun‘- 
tion g(x) (—coo<2<+ 00), welche ein beschrinktes r-tes Integral 


besitzt, auch ein beschranktes 1-tes, 2-tes,...,(r— 1)-tes Integral besitzt. © 


In Verbindung mit dem Satz, daB ein beschrinktes Integral einer fast- 
periodischen Funktion selber fastperiodisch ist, schlieBen wir hieraus (mit 
Bohr und Neugebauer loc. cit. 8.14), daB eine fastperiodische Funktion, 
welche ein fastperiodisches r-tes Integral hat, auch ein fastperiodisches 
1-tes, 2-tes,...,(r—1)-tes Integral besitzt. 

7. Nunmehr kénnen wir folgende Behauptung aussprechen. Es sei A 
eine reelle Zahl und r eine natiirliche Zahl. Damit zugleich mit der Reihe (4) 
auch die Reihe 


{i (a,—A)}"" ay, ef? 
eine Fourierreihe ist, ist notwendig und hinreichend, daB die Funktion 


e~t 42 F(z) 


ein fastperiodisches r-tes Integral besitzt. 


§ 4. 
Die homogene Gleichung. 


1. Eine (unbestimmte) fastperiodische Lésung y(x) von (3) werden 
wir in der Gestalt 


(28) y(z) ~ SAi, ets 


ansetzen und voraussetzen, daB in (4) und (28) die Fourierexponenten die 
gleichen sind, weil man zwei ganz beliebige Fourierreihen durch Einschalten 
verschwindender Fourierterme auf gleiche Exponenten bringen kann. Falls 
die r ersten Abieitungen von (28) fastperiodisch sind, so ist fiir beliebiges 
reelles 6, und fir loo<r 


| y'0 (2 +8,) ~ 3(Ed,)* eae Ay, oH2, 
und daher 
(29) L(y) ~ 3G (4,) Ai, et, 


wo G(A) durch (8) definiert ist. Wenn (3) eine mit den r ersten Ab- 
leitungen fastperiodische Lésung (28) besitzen soll, so mu8 fiir alle n die 
Relation 


(30) G (A,) Ai, = @ 
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bestehen, d. h. es muB G (A) ein Divisor von (4) sein. Daher spielen die 
(reellen) Nullstellen von @(A) eine wichtige Rolle. Da @(A) eine ganze 
Funktion der komplexen Veranderlichen / ist, hat sie héchstens abzahlibar 
viele reelle Nullstellen 


(31) Bei: Mae May 95% 
und es ist jim |A,| = oo. Die Vielfachheiten der Nullstellen seien 
(31,) b.» os &> - 


Damit die Gleichung (30) erfiillt sein kann, darf in (4) kein Exponent 
wesentlich (d. h. mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten ) vorkommen, 
der einer Zahl aus (31) gleicht. 


2. Sind alle a,,—0, ist also die Gleichung (3) homogen, so sind 
genau alle diejenigen mitsamt den ersten r Ableitungen fastperiodischen 
Funktionen Lésungen, deren Exponenten der Folge (31) entnommen sind. 
Ist die Folge (31) leer, so gibt es dann iiberhaupt keine solche Lésung. 


3. In einer Lésung (28) der inhomogenen Gleichung (3) kénnen Ex- 
ponenten vorkommen, die Werte aus der Folge (31) annehmen. Wenn es 
eine Lésung gibt, in der kein Exponent A, wesentlich vorkommt, wollen 
wir sie die reine Lésung nennen. Gibt es iiberhaupt eine Lésung (28), 
und ist die Folge (31) endlich, so gibt es die reine Lésung. Man erhilt 
sie, wenn man von der Funktion (28) das Exponentialpolynom 


(32) » As,e* 
abzieht. 


4. Es sei dahingestellt, ob dies auch im Falle einer unendlichen Folge (31) 
zutrifit, d.h. ob die mit den Fourierkoeffizienten A, einer Lésung (28) gebildete 
Reihe (32) wiederum eine Fourierreihe ist. Fiir die Gleichung (2) ist dies 
nach Walther loc. cit. zutreffend. Es trifft auch fiir die allgemeine Gleichung (3) 
immer dann zu, wenn die wesentlichen Exponenten von (28) unterhalb 
einer festen Schranke liegen, |4,|< 7. Weil namlich die A, isoliert sind, 
kann man nach § 2,9. von der Funktion y(a) die Reihe 

ZS Aj, et 
lanl Sn 
als Fourierreihe abtrennen; und diese Fourierreihe reprasentiert eine Funktion, 
die fastperiodische Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzt, vgl. § 3, 1. 
Also ist die Reihe 
DS Ayet*= SS Ageisrz 
l4n| 20 |4y|20 
und demnach auch die Gesamtreihe (32) eine fastperiodische Funktion, 
welche zugleich mit (28) fastperiodische Ableitungen bis zur r-ten Ordnung 
aufweist. 
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5. Im Falle (7) ist die Folge (31) endlich, weil dann, wegen | e***| —1, 
die Funktion G(A) auBerhalb eines angebbaren beschrankten Intervalls 
von Null verschieden ist. 


§ 5. 
Beweis des Existenzsatzes. 
1. Im vorliegenden Paragraphen werden wir nur den Absatz b) des 


Existenzsatzes beweisen. Der Beweis ad a) wird sich dann im Verlauf des 
nachsten Paragraphen ergeben. 


2. Wir behandeln zuerst den Spezialfall (5), also 
s 
(33) G (4) =9(d) = Saye ete, 
o=0 


Nach (30) kommt, wegen G(4) +0, als Lésung nur eine einzige fastperio- 
dische Funktion in Frage, niamlich eine eventuelle Funktion mit der 
Fourierreihe 


Zo" (dy) aig eh. 

Und wie man leicht einsieht, lauft unser Satz auf die Behauptung hinaus, daB 
y(4) =97* (4) 

ein Multiplikator (§ 2. 4.) ist. Da g(4) ein Exponentialpolynom, also eine 

fastperiodische Funktion ist, so ist wegen (7) auch y(A) als Funktion der 

reellen Variablen 4 eine fastperiodische Funktion, 

(34) y(4)~ Sy, e'nr’. 

Diese Funktion besitzt nun eine fiir unsern jetzigen Zusammenhang wich- 


tige Eigenschaft: ihre Fourierreihe ist absolut konvergent’®). Jede Partial- 
summe 


N 
y(N) = y (N34) = D7, ef? 
v=0 


ist nach § 2,4. und § 2, 2. ein Multiplikator: 


N N 
fran (2) = Dr Sai, C8 net O — 27% + #,). 
= n = 


v=0 
Wegen der Konvergenz von S\y,| ist der in x gleichmaBige Limes 
v=0 
‘gy 
lim 2S y,f(2+ p,) 


N=oam v=0 





10) Wegen des Beweises vgl. des Verfassers: Beitrag zur absoluten Konvergenz 
fastperiodischer Fourierreihen, Jahresbericht d. Deutsch. Mathematiker-Vereinigung 
(im Druck). 
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vorhanden, ist als solcher fiir eine fastperiodische Funktion f(x) wiederum 
fastperiodisch, und seine Fourierreihe betrigt (nach der Regel iiber die 
formale Konvergenz von Fourierreihen ) 


& jim (Ni; A,) a, e=* = Sy (d,) ay, et, 


Also ist, was zu beweisen war, y(A) ein Multiplikator der willkiirlich vor- 
gegebenen fastperiodischen Funktion f(z). 


3. Nunmehr behandeln wir den Spezialfall (6), also 
r—-1 8 
(35) G (4) =9, (4) = (64) +S S (6A) etter, 


e=0 a=0 
Von den Funktionen 


(36) (4 4)® gz* (a) (e=0,1,..:, r—1) 


verifiziert man leicht, daB sie den Bedingungen (25) geniigen, also nach 
§ 2, 7. Multiplikatoren sind. Nach § 2, 4. und § 2, 2. ist auch 


~ 


-1 
1 —gz'(a) 3) S'(éa)?® ef8et = (8.4)" gz4 (A) 


e=0 o=0 


ein Multiplikator. Es existiert daher die fastperiodische Funktion 
293° (A,,) a, gue, 
und wegen § 3, 6. sind die r ersten Ableitungen vorhanden und fastperio- 
disch. Es ist dies die im Satz behauptete Lésung. 
4. Fiir die allgemeinste Funktion @(A), welche den Voraussetzungen 
im Absatz b) des Existenzsatzes geniigt, sind wiederum die Funktionen 
(¢4)°@-*(a) (o=0,1,...,.r—1), 


weil sie den Bedingungen (25) geniigen, Multiplikatoren; also ist es auch 
die Funktion 


r-1 8 
(36, ) 1—G@*(4) 5 DS (éA)? ete, 
e=0 o=0 
Sie hat den Wert 
(36,) g(4)-(¢4)"@~* (a), 


wo g(A) wie in (33), mit Koeffizienten a,, statt a,,, definiert ist. Wir 
benutzen nunmehr das Resultat aus 2., daB g-'(4) ein Multiplikator ist, 
und daB daher, vgl. § 2, 4., auch 


(6a) @7* (A) 


von dieser Beschaffenheit ist. Jetzt schlie8t man wie in 3. 





S. Bochner. 





§ 6. 
Ein weiterer Satz. 


1.Satz. Es liege die allgemeinste Gletchung (3) vor und die dazu- 
gehorige Funktion G(i) habe die (endlich oder unendlich vielen) Null- 
stellen (31) mit den Vielfachheiten (31,). 

a) Damit es eine Lésung (28) von (3) geben kann, welche mitsamt 
thren r ersten Ableitungen fastperiodisch ist, ist notwendig, dap fir 
jedes v eine fastperiodische Funktion existiert, deren l,-te Ableitung mit 
e-'4>2 f(x) tibereinstimmt. 

b) Falls die wesentlichen Fourierexponenten von f(x) beschranki sind, 
ist diese Bedingung auch hinreichend, und die Lésung lautet 
(37) y(x)~ SG" (A, jay, ef** + SY Ay, ef sez, 
wobei der zweite Summand eine beliebige mitsamt den r ersten Ablettungen 
fastperiodische Funktion bedeutet, deren Exponenten der Folge (31) ent- 
nommen sind. 

2. Beweis ad a). Jeder Nullstelle A, ordnen wir Zahlen «,, «,, «,, «, 
mit der Bedingung (26) zu, derart, daB A, ins Intervall e, <4< «a, fallt 
und das Intervall «, <i<«, keine von A, verschiedene Zahl aus (31) 
enthalt; und wir konstruieren irgendeinen Multiplikator, wir nennen ihn 
I’.(4), gemaB § 2, 8. mit den vorliegenden Zahlen a. 

Die zwischen der Funktion y(x) und f(z) bestehende Relation (3) 
iibertragt sich nunmehr, auf Grund von § 2, 6., fiir jedes » auf die Funktionen 


(38) y, (2) ~ ST, (ay) Ar, ef# 
und 
(39) f,(2)~ ST.(A,) a, e*'**, 
namlich 
(40) L(y,) = f(z). 

Nach Einfiihrung der Abkiirzungen 
41) Af’ =T,(4)A, und = aj;”?=T,(A)a; 
lautet (40) folgendermafen: 
(41,) = G(4,) Am e** = Sal e***. 
Die Funktion 
(42) G, (4) = {i(4 — A,)}--@ (a) 


ist tiberall stetig differenzierbar, daher ist sie, da die Exponenten von y, (x) 
beschrankt sind, auf Grund von § 2, 5. ein Multiplikator von y,(xz). Da- 








~ no tee C= ied 


éA ao —_—_ — 
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her existiert die Fourierreihe 

> G,(4,) Ax” e*"**. 
Die Relation (41,) besagt, daB das Produkt dieser Fourierreihe mit 
(43) {i(4— A,)}" 
die Fourierreihe von f,(z) ergibt, daB also (43) ein Divisor von f(x) ist. 
Zugleich mit f,(x) besitzt aber, auf Grund von § 3,4. auch f(z) selbst 
den Divisor (43). Der Beweis von a) ergibt sich nunmehr aus § 3, 7. 


3. Es sei jetzt vorausgesetzt, daB fiir ein festes » die Funktion e~*4»? f(x) 
ein 1,-tes fastperiodisches Integral besitzt. Durch Kombination von § 3, 7. 
und § 3, 4. erhalten wir, daB die Reihe 


(44) Dd {i(a4, —A,)}~" af eftaz 


eine Fourierreihe ist. Ihre wesentlichen Exponenten liegen in einem abge- 
schlossenen Intervall, in welchem G,(4) von Null verschieden ist; daher 
kann man, vgl. § 2, 5., die Reihe (44) mit G,(4) dividieren. Die resultie- 
rende Reihe lautet, wenn wir A, = G~‘(A)a, setzen, 


(45) y, (4%) ~ DA *) pthy ® 
und die so herausspringende Funktion y,(2) ist, wie man sofort verifiziert, 
eine (mitsamt allen Ableitungen) fastperiodische Lésung von (40). 


4. Beweis ad b). Die wesentlichen Exponenten von f(x) mégen im 
Intervall 


(46) —nsiAst+y 

gelegen sein. Wir betrachten diejenigen Zahlen aus (31), welche in das 
Intervall (46) fallen, und nehmen an, daB es etwa die Zahlen A,, Aq, ..., A, 
sind. Wir setzen nunmehr 

(47) r,(4) = 1 —T, (4) —T, (4) — ... —T, (A) 


und ziehen die Definitionen (38), (39) und (41) auch fiir den Wert »=0 
heran. Die Exponenten von f,(x) sind wegen (46) beschrinkt und zwar 
auf endlich viele beschrankte abgeschlossene Intervalle verteilt, innerhalb 
welcher @(4) von Null verschieden ist. Also existiert die Funktion 


Yo (2) ~ SG" (A, as etme; 
sie befriedigt die Gleichung (40) fiir »=0. Da nun 
f(a) = fy(@) + f(2) +... +h, (*) 


ist, so ist 


k 
y (x) is 29, (2) de: SG" (4,)au, etAn® 
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eine Funktion von beschrankten Exponenten, welche der Gleichung (3) ge- 
niigt. DaB die allgemeine Lésung die Gestalt (37) hat, folgt nunmehr nach 
§ 4, 2. 

5. Beweis zum Absatza) des Existenzsatzes. 

DaB die Bedingung notwendig ist, ist bereits in 3. bewiesen worden. 
Es sei nunmehr umgekehrt bekannt, daB fiir jede Zahl aus (9) die 
Funktion e~*4+* f(z) ein fastperiodisches |,-tes Integral besitzt. Wir bilden 
wiederum wie in 2. und gemaB (47) die Funktionen I'\(4), OS »< k, 
und betrachten wiederum die Gleichungen (40). Fiir » +0 erhalten wir 
wiederum die Lésungen (45). Fiir »—0 beriicksichtigen wir, daB die 
wesentlichen Exponenten von f,(z) in endlich viele abgeschlossene Inter- 
valle fallen (von denen zwei unendlich sind), so da8 in diesen Intervallen 
G(4) von Null verschieden ist. In den komplementiren offenen Inter- 
vallen, welche an Zahl endlich und jedes beschrinkt sind, denken wir 
uns @(A) irgendwie zu einer stetig differenzierbaren Funktion @,(A) ab- 
geindert, welche nirgends verschwindet. Die Funktion G>*() ist in bezug 
auf f,(z) der urspriinglichen Funktion G~*(4) aquivalent (§ 2, 3.). Auf 
diese Funktior iibertragen sich aber sehr leicht**) die Uberlegungen aus 
§ 5,4. und ergeben eine mitsamt den r ersten Ableitungen fastperiodische 
Lésung 

Yo(x) ~ S'Go (an) aig ef# 

der Gleichung (40) fiir » 0. Jetzt schlie®t man mu Ende, wie in 4. 





) Man muB jetzt g(4) durch die Gleichung 
(36, ) = (36,) 


definieren. 


(Eingegangen am 16.3. 1929.) 








Uber das monotone Polynom, welches die minimale 
Abweichung von Null hat, wenn die Werte seiner ersten 
Ableitungen gegeben sind. 


Von 


W. Bietka und J. Geronimus in Charkow. 


Wir wollen das folgende Problem behandeln: 


Man soll in dem Intervall (— 1, +-1) die minimale Abweichung von 
Null des Polynoms héchstens n-ten Grades 


y, (2) = A,xz"+A,2"~*+... + A, 


finden, welches in diesem Intervall monoton wachsend ist, wenn die Werte 
seiner k ersten Ableitungen in einem Punkte |\n|<1—e gegeben sind: 


y(n) =a, sigdidgire 


wobet « eine beliebig kleine, aber von n unabhdngige Zahl bedeutet. 


I. Kapitel. 
§ 1. 


Wir wollen mit einem leichteren Problem beginnen: 


Man soll das Minimum des Integrals 
; 9 
S= Sq(x) Ri (x)dx 
-1 


finden, wo q(x) ein gegebenes Polynom l|-ten Grades ist, welches keine 
Wurzel in dem Intervali —1<2<1 hat; R,,(x) ist ein Polynom m-ten 
Grades. Die Werte dieses Polynoms und seiner r ersten Ableitungen in 
einem Punkte |n|<1—e sind gegeben: 


Rye (n) =, (§=0,1,2,...,r). 


Mathematische Annalen. 102. 33 
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Um dieses Problem zu lésen, wollen wir 
m : 
R,(z) = Dc, P, (zx) 


s=0 


setzen, wo die Polynome P,(z) normiert und orthogonal sind, d. h. 


! ; 0 fir s+ >p, 
( ) = 
S4a(z)P, x) P,(x)dx * i: t=s. 
Es soll nun 
(1) 8 = ac 
s=0 
unter den Nebenbedingungen 
Sc Ph? (n) = b; (¢=0,1,2,...,1r) 
s=0 
zum Minimum gemacht werden. 
Dann erhalten wir die Gleichungen 
r . 
(2) 2c, = A, P;” (n) (e=0,1,2,..., m), 
i=0 
und hieraus folgt 
3) 28 = DS A,5,. 
i=0 


Weiter multiplizieren wir die Gleichungen (2) mit P,’ (7), summieren und 
erhalten 


r 


4) 26,= S4,4;; (j= 0,1, 2,..., 9), 
t=0 
wo 


a; ; = SP” (9) P (n) 


s=0 
ist. 
Nach (3) und (4) finden wir 
iS B& 2, b. 
by Bq Ayo +++ Bo 
b, a, a, se ha OO 
b, a. a,, ave a,, 
und endlich 
(4") 8=y S(—1)'*5b,b,%, 
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wo 
Ben Big +> Ke 
Qo, Gi, «ss a, 
a= 
Qo, a,, Pas a,, 


ist und A; j die Unterdeterminante dieser Determinante ist, welche dem 
Element a,; entspricht. 





§ 2. 
Jetzt soll 
(9) aj = & Pa (n) Ps”(n) 
gefunden werden. Die Formel 
) Pa+1(z) Pe —P,, Pass 1 
(6) SPi(2 (x) P.(y) =¢,, 2+ x p= (x) Pnas(y) ) 
wo 
ng “i bs wm shia “ 
Cm = Fim)? (Pm (2) = dy” 2™ + da +... +a"), 
‘m+1 


benutzend, erhalten wir nach é-maliger Differentiation von (6) in bezug 
auf x folgendes: 


a Pi (a)rt 
E82) P(y)—enf Pay) 3 (—1y {HO 


r=0 =-F 
PE" (2) 91 
ins 3-1) Ct 
und indem wir alsdann diesen Ausdruck j-mal in bezug auf y differenzieren, 
erhalten wir 


- , ; pé- 4 pu db \(r+2) 
phate. (}) Pas? oz areas 


s=0 r=0 l=0 


Setzen wir z=y-+t# und entwickeln alsdann alle egos die von z 
abhangig sind, in eine Taylorreihe und setzen schlieBlich ¢ 0, so finden 


*) Vgl. Darboux, Approximation des fonctions de trés grands nombres, Journal 
de Mathématiques pures et appliquées (3) 4 (1878), p. 413. 
33* 
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wir, daB unsere Summe den Wert 


- (i) (j) 
Py (9) Ps (n) 


s=0 


j 
= cm 3, 4(3) (P8 ”(n) PST? (n) — POT? (n) PEt : mo y i+ 


l=0 


hat; es ist aber 


1 
' Ne : 1 
Py 1" () = x1) . fe 'ae fa—2)'2'dzx 
r=0 r= 4 é 0 
; ; itd! 
= Bi ‘+ l > l + 1 ) (‘a4ia 1)! 
und wir erhalten endlich 
1) SP! (0) P2(n) 
o=0 


j 


17! 7 + j i+1+ P' (t+ ) 
= Cm —! es ya ') (PS . (m) P&T” ( (n)— Pes: (9) Fo" (»)] 


itj+iyt & \ j-1 
tt! i+ 7+1) (p) (t+7+1 t+)+1—p) 
Om zit iy & | Pp ) (Pm (n) Pui” (m) — Pi (n) Pm ()}. 
. p=0 


§ 3. 

Wir wollen die asymptotische Form von (7) finden, indem wir an- 
nehmen, dap m ins Unendliche wachst (i und j bleiben endlich). 

Die Polynome R, (x), welche die Bedingungen der Orthogonalitit 


1 


iF =) R. (2) R, (x) da = (m +n) 
—zx* 
-1 


erfiillen, lassen die asymptotischen Ausdriicke 


cos (m @ +y) 


( [2 
R,(2)~ /Emeese 
zu, WO p= arccosx und yw eine Funktion ist, die von p(x) abhangt’*). 
Setzt man 
q(z) = 2, n = COS (In| <1 —e), 
yi—z? | 


*) S. Bernstein, Sur quelques propriétés asymptotiques de la meilleure approxi- 
mation, Comptes Rendus 186, p. 840. — Sur les polynomes orthogonaux, ibidem 
188, p. 361. 
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so erhalt man 


(cos p) ~ ~f2as ees ee 

P at 
¥q(cos@) sing 

Alsdann ist 

V2 cos (mp +y+p- =) 


P,?’ (cos p) ~ ——-—__—,.m 
}z q (cos ¢) sin » (— sin g) 





und 
P,?' (cos p) Paii**~” (cos p) — PP), (cos p) Pi§****-” (cos p) 


pares p J) 008 (m+ Doty t(i+i+1—p)- 7] 


2 
= 4 — 1)'+ 4+ (cosy) (sin g)'t3+* 


r J [ . P . 
cos | (m4 ety try |cos[mety+(iti+1—p) | ; 
=! L ae 2. i+ jr 


(— 1)'+4** ¢ (cos @) ( (sin p)‘+4+# 





mf 


Sa l)p+2y+(t+j+1) Zz lt [e+G+i+NZ-pa| 


(— 1)**+4+* ¢ (cos p) (sin py) ‘+/+? 


cos | [(e@m+1) 9+ 2y+(++j-4 eee eee 


rw 1)**+4+* 4 (cos p) (sin p)!+4 +? 


2 i+ j+1 





i+ j+2 


"= q (cos @) (sin @) 





mi +i+1(_1)+I+P gin tit) | 2 m'+4+4(— 1)'+5 cost t) ‘ 
-—--- - = ——_ — —(—1l). 
2q (cos ~) (sin p)*t/+! xq (cos p) (sin p)'t+3+4 
Dann ist 


2 m'+5+4(_1) 4 cos) y. (-—1)? 


a; ; SP" () Pn) ~ itp! ai) er 


8=0 ©m (Fj +1)! 4(cos 9) (sin g )'44+! 


9 ntti i+j tt) 
slit Clem te Serta) «ay 
7G F7+iyt aq (cos ¢) (sin g)**?*! —* 7, 
Man findet leicht, daB 
, t+j+1 . 
(—1)?(°T 2") =¢(p) —f(p —1) 
ist, wo 


f(p) = (—1)?(**”) 


P 
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ist. Sodann ist 


+1) (3 Pelt es ey? —1)? =1+f(j) — f@) =(-1)' (5) 
und 


2¢m (—1)'*4 cos 5? a-m'tstt 





“45 ~ 52g (008 9) (sing)"*7** (+541) 
Die Szegésche Formel*) benutzend finden wir leicht, daB c,, ~ 3 ist. 
Also endlich 


(—1)‘*/ cos - tole. mitsi+t 





8 = / 
) “43 ~ rq (008 @) (sin g)"*7** (i+ j+1) 
§ 4. 
Es soll nun Ay gefunden werden, wo a die aus a,; gebildete Deter- 
minante und A,, die Unterdeterminante dieser Determinante ist, welche dem 


Element a; ,; entspricht. 
Man kann leicht finden, da8 


a (— 1)'+J. mitsi+i d 


Ai; “9 q (cos q) (ain g)!t4+# Dy 





ost 1. 


ist, wo d die aus d,,= He gebildete Determinante und D,; die ent- 


sprechende Unterdeterminante ist. 
Nun betrachten wir das System der linearen Gleichungen: 


t—s 
’ cos —— x ~ ‘ 
2 fiir t + j e,=0, 
(9 x — =e t 
2 7 éteer bel e,=1. 
Dann ist 
2, = (—1)'4? De, 
Es sei 
s 
y, = (—1)* 2; 
dann ist 
Seri (—1)"e, # = 1 (mod 2). 


*) G. Szegé6, Uber die Entwickelung einer analytischen Funktion nach den 
Polynomen eines Orthogonalsystems, Math. Annalen 82 (1920), 8S. 207. 
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Alsdann ist 
ete 
=e (—1)/t5tds. Sy 
Y; ’ ) 5 





— - Nghe yee : i a 
wo d die aus d;;= WGaj+) gebildete Determinante und D,; die ent- 
sprechende Unterdeterminante ist. 
Dann ist 
—1)its+8s Bu _ (_yyitsedt, Dy 
J 

und 

Di; 2 Bh, 

=e ae (—1)'§ .—=. 

* head oat) hs 
Bs 2 ae 
Die Werte von 7 sind *) 
D. (v+i+1)(¥+j4+1) PM (0) PY (0) (vy =r fir i=j=r 
Lf = _________—. Tahoe: (mod 2), 
d itp! (@+9+1) y=r—1 fir i’=j=r—-1 


wo P(x) das Legendresche Polynom ist. Fiir i =j—1 (mod 2) ist 
D,, =. Also haben wir 


a i (»+i+1)(¥+5+1) PP 0) PY) (0) 


rt ijt G44), 


“- 


und endlich 
i-j 


(10) § ~2q(cosq) py ae bby (y 464-1) (»+-j-+1) PB (0) BY (0) 


ind ju $! j! (i+j+1) m i+J+1 








- arieed 5 Soe ee, (vt i+]! (o+- 5+)! 
oh 3°" i=0 j=0 snes (+8 (ti, w+ 9\, ("3 tat 1 
a (a)! (ar)! 5!) Git 


Wenn alle Zahlen b; von einer und derselben Ordnung sind, so ist 





ab2q(cosy)sing (»+1)!* 

(11) 8 = eye 
5): 

wo v=T, wenn r gerade, und 


y=r—l1, wenn r ungerade ist. 


‘) J. Geronimus, Uber die minimale mittlere quadratische Abweichung des 
Polynoms von Null im gegebenen Inte:vall (Russisch), Communications de la 
Société Mathématique de Kharkow (4) 2 (1928), 8. 32. 











W. Bietka und J. Geronimus. 
Wenn J ~ B,b,m‘, wo B; endliche Zahlen sind, so ist 


12) g sttg(core) 3 § y _(sin p)'*7** B By (v+it+)) t(r+j+))! 
on SO BES ease (ZF (258s (CD) (*54), 
j+1) 2)! a)! zy}! 
wo v= fir t=)j=r(mod 2), 


y=r—l fir t=j=r—1(mod 2). 


Il. Kapitel. 
§ 5. 
Jetzt wollen wir zum monotonen Polynom zuriickkehren. Es ist klar, 
daB es folgende Form hat 


z 
y,(z) = fut(x)q(z)(l1—2z)*(1+2)"dx (a, f@=0,1), 
1 


wo q(x) keine Wurzel fir —1<2<1 hat. 
Man kann beweisen, daB q(x) héchstens (k —1)-ten Grades ist, wenn k 
gerade, und k-ten Grades, wenn k ungerade ist. 
Ist k gerade, so laBt sich ein Polynom konstruieren 
z 
y(x) = fu®(x)(1—2z)*(1 +2x)*(x—y]* dz; 
-1 


dann erfiillt, wenn g(2) vom Grade > k ist, das Polynom 


R, (2) =y, (x) —A¥Z (x) = Sur (x)(1—a)*(1+-2)* [q(x)—A(x—n)*] dx 


alle Bedingungen unseres Problems, wenn 4 so klein gewahit ist, daB 
q(x)—A(x—n)*>0 fir —1<¢2<1; 
aber fiir 4 > 0 ist 
R, (1) < y, (1). 


Folglich ist g(x) héchstens (k—1)-ten Grades. Ist k ungerade, so kon- 
struiert man das Polynom auf folgende Weise 


z 
z(x) = fut(2x)| 1—2z)*(1+2)*[2z—n]}*** dz 
-1 
und man beweist, daB g(x) héchstens k-ten Grades ist. 
Demnach kénnen wir 


Y,(2) = fq(x) u?(x) dx 
oo} ° 


seizen, wo der Grad von q(x) endlich ist. 
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Es sei 
q(x) = (x—a,) (w#—a,)...(2—«,). 


q’(n) _ 1 
q(n) p> NG, 


s=1 


Dann haben wir 











lq’ | 
Wir sehen, daB bres eine endliche Zahl ist oder sogar, wenn alle Wurzeln «,; 


unendlich groB sind, gegen Null strebt. 
Ebenso haben wir 





q’(n)_ fvinV_ wt 
qin) = Lala) = (n—«) 


usw. So sehen wir, daB fiir s > 0 
lim { = # WM _9 (¢ =1,2,38,...,&; m—-cc). 


Wenn jedoch einige Wurzeln den Wert +1 haben, z B. «,=1, so 


haben wir 
er 


y — a e 





, 


wo « eine kleine positive Konstante ist, die von n unabhangig ist. Des- 
halb haben 
a(n) a(n) g(a) 
q(n)’ g(a)? “°°? qm) 
eine obere Grenze, die von nm unabhangig ist. 
Hiernach la8t sich unsere Aufgabe in folgender Weise auf die in 
§$ 1 —4 geléste zuriickfiihren. Wir wissen, daB 


q(y)u*(7) =a,, © (a(x) u?(x)] =@,, (#=1,2,3,...,.&—1) 
dx‘ t=)) 

ist. Nehmen wir an, daB alle gegebenen Ableitungen a, einer und der- 

selben Ordnung sind und daB a, +0 ist. Dann haben wir 


v 


8 ° 
6,.,= » (5) a" ®(») > (5) uP (0) wit?) (1) 





i=0 p=0 
und 
aie ) : . (p) \i-p) 
(13) oa y (4) q*~°() r4(5) 5 (9) , © te) 
1 & t/  q(m) & \\e/ u() u(n) J 
Wenn wir 


u(n) = b, 
setzen, so kann man leicht ersehen, daB wir imstande sind aus diesen 


Gleichungen alle b, aufzufinden, und dap alle diese Ableitungen einer 
und derselben Ordnung sind. 











W. Biretka und J. Geronimus. 

Zum Beispiel . 
q(y)u*(y) = q(n) bs =a,, 

q’() u*(y) + 2q(y) u(y) u’(n) = b3q’(y) + 2b,b,9q(n) = ay, 


woraus 





% gh Hm) ohm _ a(n) 
a bo ' a(n)’ o &% 4g(n) 
Ferner ist 
u*(n)q”(n) + 4u(m)u’(m)Q’(m) + 2q(m) u(m) u” (my) + 2q(m)u’*(n) 
= bq" (n) + 46,6, 9'(n) +2 b,b6,q() + 2b29(n) =a, 


a@,__‘q”(n) b, a'(n) , obs b, \* 
- +4 +27+2(f), 


1 








a, q(”) bo a(n) 
woraus 
gee %  —9"(n) og B'(m) (me oa'(n)\ sd fm g’(n)\* 
BS on Ge oe Beat os GR ae ee Sl oe 2 ; 
~ by 4, q(”) q(n) a a(a)) a(z aa) na 
Es soll nun das Integral 
1 
L=Jfq(x)u*(x)dz 
~1 
unter den Nebenbedingungen 
u(y) = 0b; (¢=0,1,2,...,4—1) 


(wenn alle 6, einer und derselben Ordnung sind) zum Minimum gemacht 
werden. 
Die Formel (11) benutzend, erhalten wir 


b: i °° aq(e ) ‘ y+l1)! P 
L, ~ E60 GDOADS (v + 1)°[P, (0)]* = 2"? 0} sin if fa | 
2)" 
wo »=k—1, wenn k ungerade ist, und v= k — 2 fiir gerades k. Endlich 
im Falle, wo die gegebenen Ableitungen einer und derselben Ordnung sind, 
ist die minimale gesuchte Abweichung von Null durch die Formel 











(14) aad denne fei) 
n ¥ hdl 1 
2°(5)! 
gegeben, weil 
: q (cosy) by = a, 
ist. 
Wenn k =1, »=0, so finden wir, daB 
(15) L~ *=ame 
ist *). 


5) Vgl. W. Bretka and J. Geronimus, On a monotonic polynomial having the 
minimal deflection from zero, Téhoku Mathematical Journal 30 (1929), Nr. 3, 4, S. 389. 
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§ 6. 
Nun wollen wir den Fall betrachten, wo die Ordnung der gegebenen 
Ableitungen in geometrischer Progression wdchst. 
Alsdann ist 


a;,, ~ tla,a,m', 


wo «, endliche Zahlen sind. Wir erhalten aus (13) 


10) aagme SC) A E(t) 


Wir wollen zeigen, dag 


Ow by B,m' 
ist. Wir sehen, daB 
a _ g'(n) b 
1 7. q(n) +3 by 
ist, also 
a ~ by B,m, 
weil 
os am 
ist. Wir wollen beweisen, daB, wenn 
b ‘ 
it~ 5B, m' (¢ =1, 2, 3,...,8—1) 
tst, 80 
b, b - 
oo ob, m 
ist. 


Aus (16) finden wir, daB 


stem = Si1(2) Sf 3A, 0,_gm'h + 3e(2) eh 


ist. Die zweite Summe ist gleich 


s-1 
as +a! 5 B,B,_»m*, 


also ist 
b, . 
“al ‘fons b, B,m 
und 
a-1 
(17) 28,=«,— 28,B,_»- 


Diese Formel gestattet alle B zu berechnen. 
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Es soll nun das Integral 
1 
L= faq(x) u*(x)dzx 
=f 


unter den Nebenbedingungen 


u(y) = 6; (¢=0,1,2,...,k—1), 


b; j 
a: Sand b, B,m 


a! 
ist, zum Minimum gemacht werden. 
Aus der Formel (12) erhalten wir 
k-1 k-1 
(18 L~ 2% y y (sin g)' IF" BBs (w+ 8+ 1)1(r- j+1)! 
rr". = jae ° (i+j+1)("")! (” a foe 1(” 


\ @ 





wo t =j(mod2) 
und »=k—1, wenn k ungerade ist, 
und » = k — 2 fiir gerades k. 


Die Werte von f kénnen aus den Gleichungen (17) berechnet werden. 


Charkow (Ukraine). 


(Eingegangen am 30. 3. 1929.) 





i 
' 














Zusatz zum vorangehenden Artikel der Herren W. Breéka 
und J. Geronimus iiber monotone Polynome 
minimaler Abweichung. 


Von 
Serge Bernstein in Charkow. 


Im vorangehenden Artikel stellen die Herren Bretka und Geronimus 
eine interessante asymptotische Formel (14) fest, welche man auf folgende 
Weise darstellen kann: 


M~ 2% J(rt! P seen fiir k ungerade 
- a” (z)!° \»=k—2 fiir k gerade ) 


indem man L=2M, y =~ einfihrt. 


Diese Formel gibt den maximalen Modul M im Intervall (—1, +1) 
des monotonen Polynoms, dessen Grad n gegen Unendlich strebt, wenn 
der Koeffizient a, von x und auch die von n unabhiangigen Werte der 
Koeffizienten von x* (i = 2, 3, 4,..., &) vorgelegt sind, wo k eine gegebene 
endliche Zahl ist. 

Die Zahl & geht in diese Formel ganz einfach ein und hat keinen 
EinfluB auf die GréBenordnung von M; die gegebenen Werte der iibrigen 
Koeffizienten spielen dabei keine Rolle. 


Wir haben noch keine analoge Formel fiir den allgemeinen Fall, wenn 
das Polynom auch nicht-monoton sein kann. Jedoch kann man es fiir 
wahrscheinlich halten, daB auch in diesem Falle eine Formel von dem- 
selben Charakter gilt. Man kénnte dafiir einen vollstandigen Beweis durch 
Anwendung der Methode erhalten, welche ich gebraucht habe zum Beweis 
der Formeln 
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‘ 


M~- _ (1 gerade) 
ar-*(5)! 


(jo,|+ V1+ 02 \nt 
n-1 (t—1\ 
il 
fir die minimale Abweichung von Null in dem Intervall (—1, +1) des 
beliebigen Polynoms 
y (z) = 2*+ 0,2"~"*+ 0,2""*+...+6,2""'+...+4,, 
WO 6,,%,,..-,6, bestimmte, von m unabhiangige Werte haben ‘*). 

Die Formeln, die den Formeln (I) fiir das monotone Polynom analog 
sind und welche die Formeln der Herren Bfetka und Geronimus fiir den 
Fall erginzen, wo die (/-+1) ersten Koeffizienten vorgelegt sind, lassen 
sich folgenderma8en darstellen: 





(I) 





(2 ungerade) 











at 
(l gerade), 
2*(5)! 
a 
2 
(II) M~ 2D, Jol 
a"(-)! bedi 
ws (2 ungerade). 
2 
unr, leet 





Die Formel (II) war fiir 10 schon von Tchebycheff gegeben 
worden*) und wurde fiir 1 —1 unlangst von Herrn Geronimus bewiesen*). 
Der Beweis der allgemeinen Formel (IJ), den ich fiir ein beliebiges ] ge- 
funden habe, ist noch nicht veréffentlicht worden. 

Es ist interessant hinzuzufiigen, daB die Formeln, die den einfachen 
Formeln von W. Markoff‘) analog sind (welche die minimale Abweichung 


*) S. Bernstein, Lecgons sur les propriétés extrémales et la meilleure approxi- 
mation des fonctions analytiques d’une variable réelle, p. 24. 

*) Tchebycheff, Sur les fonctions qui différent le moins possible de zéro, Journal 
des Mathématiques pures et appliquées, (2) 19 (1874), p. 319—346. 

*) J. Geronimus, Sur le polynome multiplement monotone qui s’écarte le moins 
de zéro dont les deux premiers coefficients sont donnés, Comptes Rendus de !’Aca- 
démie des Sciences de 1’U.R.8.8. (1928), p. 485. 

*) W. Markoff, Ober Polynome, die in einem gegebenen Intervalle miglichst 
wenig von Null abweichen, Math. Annalen 77 (1916), 8. 213—258. 
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von Null des beliebigen Polynoms n-ten Grades geben, wenn der Koeffizient 
von «* [k <n] gegeben ist), fiir monotone Polynome bis jetzt noch nicht 
bekannt sind. 
Herr Geronimus hat nur folgende Formel festgestellt: 
Wenn der Koeffizient o, von x"~' (wenn n ins Unendliche strebt 
und / endlich ist) gegeben ist: 
M~ x|o,|¥! (»=[3])”. 


grt. nn’! 





5) J. Gueronimus, Sur le polynome multiplement monotone qui s’écarte le moins 
de zéro dont un coefficient est donné, Bulletin de l’Académie des Sciences de !’U.R.8.S. 
(1929), Classe des Sciences Physico-Mathématiques, No. 4, p. 389. 


(Eingegangen am 30. 3. 1929.) 











Zum Hilbertschen Nullstellensatz. 
Von 
J. L. Rabinowitsch in Moskau. 


Satz. Verschwindet das Polynom f(x,, x,,..., x,,) in allen Nullstellen 


— im algebraisch abgeschlossenen Kérper — eines Polynomideals a, so 
gibt es eine Potenz f° von f, die zu a gehért. 
Beweis. Es sei a = (f,, f,---, f,), wo f, die Variablen z,,..., x, ent- 


halten. zx, sei eine Hilfsvariable. Wir bilden das Ideal 4=(f,, f,...,f,,%f—1). 
Da der Voraussetzung nach f= 0 ist, sobald alle f, verschwinden, so hat 
das Ideal @ keine Nullstellen. 

Folglich mu8 @ mit dem Einheitsideal zusammenfallen. (Vgl. etwa 
bei K. Hentzelt, ,, Eigentliche Eliminationstheorie“, §6, Math. Annalen 88 *).) 
Ist also 1 = SF, (2x, Z,,---,%,) f; + F,:(2,f—1) und setzen wir in dieser 

ist 


Identitat x, = +; so ergibt sich: 


i=r 
1 > 
1= > F, (+. Yr z,) f; = =. 
i=1 
Folglich ist f° =0(a), w.z. b. w. 


*) Folgt auch schon aus der Kroneckerschen Eliminationstheorie. 


(Eingegangen am 8. 5. 1929.) 























Bemerkung zum Hilbertschen Irreduzibilititssatz. 


Von 
Karl Dérge in Kéln. 


Der Hilbertsche Irreduzibilitatssatz*) besagt das Folgende: f(z, t) sei 
ein Polynom von 2 und ¢ mit rationalen Koeffizienten. Ist dann f als 
Polynom der beiden Verinderlichen z, ¢ im natiirlichen Rationalitate- 
bereich P irreduzibel*), so kann man ¢ als ganze rationale Zah! so spe- 
zialisieren, daB f, dann als Polynom von z allein, auch in P irreduzibel 
wird. Genauer besagt der Satz, daB man ¢ auf unbeschrinkt viele Weisen 
in dieser Art spezialisieren kann. 

Aus dem in der Abhandlung von André Weil, Acta mathematica Bd. 52, 
S. 315 mitgeteilten Satze folgt, wie mir der Entdecker desselben freund- 
licherweise mitgeteilt hat, das auBerordentlich weitgehende allgemeine Re- 
sultat: Ein Polynom f(z, ¢) mit rationalen Koeffizienten zerfallt héchstens 
dann {fiir unendlich viele ganzzahlige Werte ¢, wenn es méglich ist, fiir ¢ 
einen Ausdruck in einer neuen Unbestimmten u 

t=c_.u"+e_.,,0 "**+...Fe+¢,u+...F¢,u™ 4) 
zu finden, so da8 wu in ¢t wirklich vorkommt und nach der Substitution f 
als rationale Funktion von x und u in P identisch zerfallt. 

Ich behandle hier den Spezialfall, daB in dem nach z geordneten 
Polynom der héchste und letzte Koeffizient a, und a, nicht von ¢ ab- 
hangen, ¢ also nur in den itibrigen Koeffizienten a,,...,@,_, steckt. Ich 
beweise dann — unter der selbstverstindlichen Voraussetzung des H. I.-S. —, 
indem ich den H. I.-8. wesentlich benutze: f kann héchstens dann fiir un- 
endlich viele — sogar rationale — ¢ in P zerfallen, wenn ein durch n 


1) Im folgenden abgekiirzt als H.I.-S. Der Satz ist von Hilbert in Crelles Jour- 
nal 110 bewiesen. 

*) Diese Voraussetzung nenne ich in Zukunft ,die Voraussetzung des H. I.-8.“, 

%) Die c brauchen nicht rational zu sein. 
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allein — es wird a,+ 0 vorausgesetzt, so daB nm der genaue Grad ist — v 
einfach zu charakterisierendes Polynom 4 (a,,a,,...,a,) identisch in : 
verschwindet. Es zeigt sich an Beispielen, daB diese Bedingung nicht ganz I 


fortgelassen werden kann. 

Dann behandle ich im zweiten Teil den noch weiter spezialisierten Fall, 
in dem f(z, ¢) so entsteht, da8 man in dem Ausdruck a,2"+-a,2"~*+...+a, 
einen Koeffizienten, etwa a,, durch ¢ ersetzt, wahrend alle iibrigen Ko- 
effizienten a feste rationale Zahlen bedeuten. Dann ergibt sich z. B.: Sind 
y und n teilerfremd, a4,+0, a,+0, dann wird f(z,t) héchstens fiir 
endlich viele rationale Werte ¢ in P reduzibel, wahrend es, wenn n und » 
nicht teilerfremd sind, immer ein Gegenbeispiel gibt. Es kann daraus auch 
gefolgert werden, daS man durch Ungleichungen zwischen den Koeffizienten 
@, @,,---,@, in mannigfacher Weise die Irreduzibilitét des Polynoms 


ww 


Sac erzwingen kann. Sind n und » nicht teilerfremd, so wird ferner 


v=0 


gezeigt, daB die Anzahl der ganzzahligen ¢ unterhalb S, fiir welche f in 
P zerfallt, kleiner als konst. /S ist, wo wieder der Exponent ; von S — 
jedenfalls fiir gerade n,» — nicht verkleinert werden kann. 


~~ me ee kr cet ee OUmwUlC(<ia CUM. CUO 


I. 


f(z) = Sa,x*-’ (a, +0) 


v=0 1 


sei ein Polynom mit Koeffizienten aus irgendeinem Kérper K. Dieses heiBe 
in K halbreduzibel, wenn es sich schreiben l48t in der Form 


(b, 2*+b,2*-*+...+ ,)(eg2'+¢,2'°°*+...+6,) (k>0, l>0) 
derart, daB die auBeren Koeffizienten der beiden Faktoren, also die vier Zahlen ‘ 
bo, b,, Co, &%, | 


zu K gehéren. Aus dem Zerfallen eines Polynoms f in K folgt dann das 
Halbzerfallen von f in K, aber nicht immer umgekehrt. Die n Wurzeln 
von f bezeichne man mit 

a 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Halbzerfallen von f 
in K ist dann offenbar diese: Es gibt 9 Wurzeln x, 0<o<n, deren 
Produkt 2, Za, --. Tae in K rational ist. 
Man bilde das Produkt 
IT (#0, Xa, «++ Zag — 9) 
mit einer neuen Unbestimmten 6, multipliziert iiber alle (*) Kombinationen 
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von je g der nm Wurzeln x. Man erhalt dann ein wohlbestimmtes Poly- 


nom F,(6) von 6 und “| ...,< mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
a, ay 
Dann setze man 
n—1 
F(é) = IF,(9). 


Auf diese Weise ist jedem Polynom f ein bestimmtes Polynom F(é) der 
neuen Unbestimmten 6 zugeordnet, und die Bedingung fiir das Halbzerfallen 
von f in K ist offenbar die: F(6) = 0 soll eine Wurzel 5 in K haben. 

Statt des Kérpers K behandle man nun den natiirlichen Rationalitats- 
bereich P. Die Koeffizienten a des Polynoms f(z) sind dann rationale 
Zahlen. Durch Multiplikation mit dem Generalnenner der a erreicht man, 
daB dieselben ganze rationale Zahlen sind. Dann denke man sich die 
auBeren Koeffizienten a, und a, fest vorgegeben, die iibrigen Koeffizienten 
@,, @,,---, @,_, Vveranderlich. Die Wurzeln 6 der Gleichung F(d)=0 
sind dann die Produkte 2, %,... 2%, (9<@<n). Wird ein solches 
Produkt rational, so ist es jedenfalls nur endlich vieler rationaler Werte 
fahig, weil bei reduzierten Darstellungen sein Zahler durch die Teiler von 
a,,, sein Nenner durch die Teiler von a, auf endlich viele Werte beschrinkt 
ist. Man fixiere nun irgendeine Vorschrift, die zu jedem Paar von Zahlen 
a,,4@,, endlich viele rationale Zahlen 


db, dz, eoey dbs 


bestimmt von der Art, daB unter ihnen alle etwaigen rationalen Wurzeln 6 
von F(é)=0 enthalten sind. Bei vorgegebenen a, und a, ist 


IDF (3,) = B (dy, dy, «+5 @,_) 


dann ein Polynom von a,, @,,..., @,_,, welches durch n, a, und a, ein- 
deutig bestimmt ist, und die Bedingung fiir das Halbzerfallen von f(z) bei 
fest vorgegebenem a, und a, ist 


R(a,,a,,-.--,@,_,)=9, 
also eine algebraische Bedingung fiir a,,a,,...,a,_,. *) 
*) Etwas allgemeiner ergibt sich folgendes: Man schreibe die Primzahlzerlegungen 
von a, und a, vor: 
a = po per... per, aa=ghgh...gh. 
Die Bedingung fiir das Halbzerfallen von f(x) ist dann das Verschwinden eines durch 


NM, &,,.+-+-, Gr, B,,..., By eindeutig bestimmten Polynoms 
R(a,, ay, oop On -1> Pi» eee Pr> “> sinadhe. qs) 
ae ae eee ee 


34* 
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2. Diese Bedingung R = 0 des Halbzerfallens ist nach dem Friiheren 
fiir das Zerfallen des Polynoms f(z) notwendig. Sie ist aber, wenn man 
von im folgenden zu charakterisierenden Ausnahmefillen absieht, auch fiir 
das Zerfallen hinreichend. Um dies zu zeigen, betrachte man neben dem 
Polynom f(z) aus dem beliebigen Kérper K fiir 0 << o<m das Polynom 


f(x) = ao? [J (x — Za, Za, +++ Zag) 
dessen Wurzeln alle ad Produkte von je g Wurzeln x sind. N, bestimme 


man etwa als kleinstmégliche ganze Zahl, fiir welche die Koeffizienten 
von f, ganze rationale Funktionen von a,,a@,,...,a@, werden. Man erhilt 
dann die Polynome f, (x), f,(z), .--, f,_,(%). Es ist offenbar f, (2) = f(z). 
Die Diskriminante von f,(z) sei 4,. Ferner sei °) 

4A=A,4,...4 


A ist dann ein durch n eindeutig bestimmtes Polynom 


m—i* 


4 (a,, @,,-.., @,)- 


f(z) soll nun ein spezielles Polynom heiBen, wenn 4 verschwindet. Ist 
ein Polynom nicht ein spezielles, so folgt, wenn es halb zerfallt, daB es 
zerfallt. Zerfallt es nimlich halb, so ist ein Produkt 2,,%.,...%, in K 
rational, es habe den Wert m. Wegen 4 +0 ist dann die Gleichung 
La, La, +++ Tag — m = 0 

intransitiv, folglich f in K reduzibel. 

3. Wir beweisen nach dieser Vorbereitung den 

Satz 1. f(az,t) sei ein Polynom der beiden Verinderlichen x,¢ mit 


ganzen rationalen Koeffizienten, welches den Voraussetzungen des H. I.-S. 
geniigt. Geordnet nach Potenzen von x hat dann f(z,t) die Form 


Sa,x"-*. Man setze nun speziell voraus, dab a, und a, nicht von ¢t 


‘abhingen, daB also dieses nur in den Koeffizienten @,,-+-,@,_, steckt. 
SchlieBlich mége das zu f, aufgefaBt als Polynom allein von x, gehérende 
Diskriminantenprodukt 4 nicht identisch in ¢ verschwinden. Dann gibt es 
nur endlich viele rationale Zahlen +, die, statt t in f(x,t) eingesetzt, 
dieses als Polynom von x in P reduzibel machen. 

Beim Beweise setzen wir den H.1I.-S. voraus. Dann schlieBen wir so: 
Nach 1. gehdrt zu f(z, t), aufgefaBt als Polynom von z, ein bestimmtes Polynom 


R(a,, aq, ...,@,_,) = R*(t) 
und nach 2. ein bestimmtes Diskriminantenprodukt 
A (ao, @,, ss) @,) = 4*(#). 





°) Es geniigt auch, hier 4= 4, 4,...4,_, zu setzen. 
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Nach Voraussetzung verschwindet 4*(t) nicht identisch. Es hat daher nur 
endlich viele Nullstellen. Die etwaigen rationalen Nullstellen nenne man Tf. 
Die t sind dann unter den rationalen Zahlen 1 alle, welche, in f statt ¢ 
eingesetzt, dieses zu einem speziellen Polynom — der Verinderlichen x — 
machen. Fiir ein rationales +, das nicht ein 7 ist, folgt also aus dem 
Halbzerfallen von f das Zerfallen in P. Daher kann R*(t) nicht identisch 
verschwinden. Denn dann wire f fiir jedes rationale + auBer den endlich 
vielen 7 in P reduzibel, was dem H. I.-S. widerspricht. Daher hat R*(t) 
nur endlich viele Nullstellen. D.h. aber: f zerfallt nur fiir endlich viele 
rationale Zahlen zt halb, also zerfallt es erst recht nur fiir endlich viele 
rationale Zahlen 1 in P, w. z. b. w. 

Handelt es sich um mehrere Parameter ¢, so ergibt sich ein ent- 
sprechender Satz. Durch bekannte, von Kronecker herriihrende Verfahren 
kann man ferner entsprechende Sitze fiir mehrere Verinderliche x und fiir 
beliebige algebraische Zahlkérper zuriickfiihren auf den Fall einer Ver- 
ainderlichen und den Kérper P. 


IT. 
4. Es gilt offenbar der folgende 


Hilfssatz. f(x) = Za, a2"-* sei ein Polynom aus dem nicht nur 


endlich viele Elemente eutiabienden Kérper K, a,+0. Ist f(x +h) als 
Polynom von x fiir hinreichend viele®) in K rationale Zahlen h halbredu- 
zibel, so ist f(x) in K reduzibel. 


Es mu8 dann nimlich wenigstens eine Kombination von Wurzeln 
®a,» Lays +++) Ta, (O<Q<m) von f(x) geben derart, daB der Ausdruck 


(2a, +h) (%a, +h)... (ay + h) 


fiir mehr als g Zahlen A aus K in K rational wird. Dann aber gehéren 
die elementarsymmetrischen Funktionen von %q,,..., %, zu K und dann 
zerfallt f in K. 


n 
Ferner ist es im folgenden bequem, statt mit Polynomen S’a,2"~’ 
v=0 


mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten aus K zu operieren, sie auf eine 
Form zu bringen, in welcher der héchste Koeffizient a, den Wert 1 hat. 
Dazu multipliziere man f(z) in bekannter Weise mit aj’, setze dann 


a,x =x’ und schreibe schlieBlich statt der neuen Veranderlichen x’ wieder 


n 
a. Auf diese Weise entspricht dem ganzzahligen Polynom f(x) = 5'a,2"~" 
v=0 


*) Die Anzahl kann allein durch n charakterisiert werden. Es geniigt z. B., sie 
gleich 2"-n zu nehmen. 
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eindeutig das normierte ganzzahlige Polynom /*(z) = By a;*x"-*, wo jetzt 
v= 

aber a; =1, a, =a)~‘a, ist. Offenbar zerfallt f (2) dann und nur dann 

in K halb, wenn f*(z) in K halb zerfallt. 

Nun betrachte man die Polynome, die aus dem Ausdruck 
a,2"+a,2""*+...+4, dadurch entstehen, daB man statt eines Ko- 
effizienten’) a, (vy +0) die Verinderliche ¢ schreibt, wahrend die tibrigen 
Koeffizienten feste ganze rationale Zahlen sind, jedoch a,+0, a, +0. 
Das so entstehende Polynom von z 


f, (2, t) =a,2*+...+4,_,2*-°t! + t2*-"+a,,,28-"-1+4...44, 


hat dann in P(t) ganzzahlige Koeffizienten. Ferner ist, wie man leicht 
erkennt, f,(2,¢) in P(t) irreduzibel. Nach dem Hilfssatz gibt es nun 
eine ganze rationale Zahl h, derart, daB 


f, (2 + ho, t) =F, (x, t) 


als Polynom von x in P(t) nicht halbreduzibel ist. Zu diesem Polynom 
f,(x,t) gehért ferner eindeutig ein normiertes Polynom /,"(z,t) mit 
ganzen Koeffizienten in P(t), so daB dieses in P(t) nicht halbreduzibel 
ist. Es gilt dann: f,(2,¢) zerfallt fiir diejenigen rationalen Zahlen ¢ in P, 
fiir welche /,"(z,t) in P zerfallt, und nur fiir diese. Man schreibe 
7." (x,t) in der Form Sate’, was mdglich ist, da es ja noch den 


v=) 


Grad n hat. Offenbar ist dann 
a, =ay f (ho). 

Nun sei S eine ganze positive Zahl und man spezialisiere ¢ in /, (2, ¢) 
und f,"(z,t) der Reihe nach auf die Zahlen 1,2,...,8. Man erhilt 
dann S Polynome f,(z,1) (t=1,2,...,8) und S Polynome /,"(z, r) 
(r=1,2,...,8) in P. Unser Ziel ist es, zu untersuchen, wie viele der so 
erhaltenen Polynome f,(z, 1) oder, was dasselbe ist, der f,"(z, 1) in P zer- 
fallen. Fiir die Zahlen a,, die jetzt als absolute Glieder in /,*(x,r) auf- 
treten, erhilt man, da f(h,) ein linearer Ausdruck von ¢ ist, offenbar die 
Abschitzung *) 

ay < 0,8. 
Setzt man daher C, = VC,, 80 ergibt sich: Wenn eines der S Polynome 
f." (x,t) in P in zwei — wie man ohne Einschrankung annehmen darf, 


*) Den Fall y = 0 erreicht man, indem man » = n setzt und dann das reziproke 
Polynom nimmt. ‘ 

*) C, und die folgenden Konstanten C,,... lassen sich allein durch n, » und 
Gy, @,,..-,@y~1,@y414,-.-,@, bestimmen. Sie sind also insbesondere von S unabhangig. 








~a 2&2 2a & Jd 
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normierte — Faktoren zerfallt, so mu8 das absolute Glied wenigstens eines 
der beiden Faktoren, welches wegen der Normierung von f,” von selbst 
eine ganze Zahl ist, < C, VS sein. 

Nach 1. gehért nun zu f,"(2,¢) ein bestimmtes Polynom F(6). Fir 


6 setzt man hier der Reihe nach 1, 2,..., [0,¥8], —1,—2,...,— [0,78] 
und bilde dann das Produkt JJ F(6). Dies ist ein Polynom 
O(a, 6,5, 4h sO. aD 


von #. Der Grad in ¢ kann mit Hilfe der Anzahl der Faktoren des Pro- 
duktes J7 nach oben abgeschitzt werden und ist daher kleiner als C,)S. 
® kann ferner nicht identisch verschwinden, weil daraus folgen wiirde, 
daB f,"(x,t) in P(t) halb zerfallt, was ja nicht der Fall war. Daher hat 
® héchstens C,/S Nullstellen ¢, und das hei®t: Unter den S Polynomen 


f, (x, Tt) (c= 1, 2,..., 8) 
sind héchstens C,yS reduzibel. 
In ganz entsprechender Weise erhalt man dieselbe Abschitzung fiir 
die reduziblen unter den Polynomen f,(z,1) [tr =—1, —2,..., — 8]. 
Aus diesen beiden Resultaten ergibt sich schlieBlich: 


Satz 2. Die Anzahl der reduziblen unter den 2S + 1 Polynomen 
f, (%, 7) (—Sst3s8) 

ist < 0,8. °) 

Zusatz: Offenbar gilt, wie jetzt nachtriglich folgt, Satz 2 auch, wenn 
man die Koeffizienten a,,...,@,_,,@,,,,---,@, nur als rational voraussetzt. 

Durch Multiplikation mit ihrem Generalnenner, etwa c, geht dann 
f,(z,t) tiber in aj2"+...+craz*-"+...+a,. Setzt man cr=—r’, so 
wird, wenn t von —S bis +S variiert, rt’ zwischen —cS und +cS8 
liegen. Die Anzahl derjenigen dieser 1’, also auch der 1, fiir welche /f, (x, 1) 
in P zerfallt, ist dann < C,/c VS = 0,78. 

5. Wie nach Satz 1 zu erwarten ist, liBt sich dies Ergebnis noch 
weiter verschirfen. Man kann nimlich folgenden Satz beweisen: 

Satz 3. Man bilde f,(z,t) fir O0<»<n, a,+0,a,+0. Dieses 
zerfallt héchstens dann fiir unendlich viele rationale Werte t in Faktoren 


der Grade o und o, wenn o und o Vielfache von a sind, unter d den 


G.G.T. von n und » verstanden'®), Sind also z.B. n und » teilerfremd, 
so zerfallt f,(2,t) héchstens fiir endlich viele rationale Zahlen t. 


*) Dies ist eine wesentliche Verscharfung der Abschatzung, die ich in dieser 
Zeitschrift 95, 8. 254 angegeben habe. 

10) Der Satz, fir y= 0 und » =n ausgesprochen, ist offenbar selbstverstandlich. 
Er besagt dann nichts. 
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Soll f(a, ¢) fiir unendlich viele rationale. in Faktoren der Grade 0, o 
zerfallen, so muS die Gleichung F,(6)=0 bei verinderlichem ¢ durch 
eine rationale Zahl 4 gelést werden, es muB also f(x, ¢) im Kérper P(t) 
in Faktoren der Grade 0,0 halb zerfallen. Um den Satz zu be- 


weisen, kommt es also allein darauf an, zu zeigen, dab, wenn f(z,t) im 
Kérper P(t) in zwei Faktoren der Grade 0, o halbzerfallt, 9 und o 





Vielfache von + sind. Statt von f geniigt es, dies von dem normierten 


Polynom f, zu zeigen. Die algebraische Funktion x von t, welche durch 
die Gleichung f,"(x,t) = 0 definiert wird, zerfallt in n Zweige. Jeder der 
n Zweige wird fiir hinreichend groBe ¢ durch eine nach oben abbrechende 
1 

Laurentreihe einer Wurzel t¢ dargestellt. In unserem Falle miissen, wie 

us 4 
man leicht sieht, n — » Zweige als héchste Potenz ¢"-” und v Zweige t ” 
enthalten. Soll nun f,” in P(t) in zwei Faktoren der Grade @ und o halb 
zerfallen, so diirfen diese Faktoren als normiert angenommen werden. Dann 
miissen ihre absoluten Glieder ganze Elemente aus P(t) sein. Die Wurzeln 
des Faktors o-ten Grades verteilen sich auf 0 Zweige der algebraischen 

1 

Funktion, es seien dies x Zweige, deren Laurentreihe mit ¢"~”, und A Zweige, 





1 
deren Laurentreihe mit ¢ * beginnt. Das absolute Glied des Faktors o-ten 
Grades ist dann eine Laurentreihe einer Wurzel von t, welche den héchsten 
Exponenten 


» A 





m—v 
hat. Das absolute Glied des andern Faktors beginnt mit dem héchsten 
Exponenten 
7 A\ 
“7 (; —_ — a ry . 


da das Produkt der beiden absoluten Glieder a, ist. Da die beiden abso- 
luten Glieder Elemente aus P(t) sein sollten, andererseits wegen der Nor- 
mierung der Faktoren von selbst ganze Elemente, also Polynome von ¢ 


sind, folgt 





x a n—y 


—>=0, also j= > Ist d der G.G.T von n und », 





a—y 


also auch der G.G.T. von n—~y und », so folgt jetzt: x ist Vielfaches 


von ~—", etwa —— 
= 
Ss = d 


auch o Vielfaches von — w. z. b. w. 

Zusatz zu Satz 3. Ganz wie im Zusatz zu Satz 2 folgt jetzt wieder 
nachtriglich, da8 Satz 3 auch dann gilt; wenn man nur verlangt, daB die 
Koeffizienten a,, ..., .., @, Tationale Zahlen sind. 





l. Dann ist i=l, also x +A=o und damit 


v-—1? 44> ss 
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Einem Teil dieses Satzes wollen wir noch eine etwas andere Formu- 


lierung geben. Die Koeffizienten von f(x) = Sa, 2™-” seien wieder ganze 


v==0 

rationale Zahlen, a,+0, a, +0. Statt mit f operieren wir nun mit /*. 
Auf Grund der Betrachtung von 1. gehért dann zu f* ein bestimmtes 
Polynom F(éd). Als Wurzeln von F(6)=0 kommen nun nur ganze 
rationale Zahlen in Betracht, die ihrer absoluten GréBe nach durch a, 
und a, nach oben beschrinkt sind. Die Koeffizienten der Glieder von 
R(a,,a@,,.-.,@,_,) sind daher jetzt ganze rationale Zahlen, deren Betrag 
durch a, und a, nach oben beschrinkt ist. Nun sei » zu n teilerfremd. 
Wenn dann fiir irgendein System fester ganzer Zahlen a,, a,,...,4,_,, 
@,,,,---,@, das Polynom R die Verinderliche a, nicht mehr enthilt, so 
kann fiir dieses Wertsystem R, wie aus dem Beweise von Satz 3 folgt, 
nicht verschwinden, also f(x) fiir keinen einzigen Wert a, reduzibel werden. 
Fiir jedes andere System a,,...,@,_,,@,,,,---,@, aber mu8 in R die 
Verinderliche a, wirklich auftreten. Der Koeffizient der héchsten auftreten- 
den Potenz von a, ist dem Betrage nach mindestens 1. Daraus folgt 

Satz 4. f(z)= Yaz" habe ganze rationale Koeffizienten. 


v=0 


a,+0,a, +0. » und n seien teilerfremd. Dann lassen sich allein durch 
n und v zwei ganze positive Zahlen K und M so bestimmen, da folgendes 
gilt: 8 sei das Maximum der absoluten Betrdge |a,|,...,|a,_,|,|@,,,|,--»|a@,|. 
Ist dann 
|a,| > K-S™, 

so ist —R+0, also — f(x) in P trreduzibel. Es laBt sich also durch 
Ungleichungen, die fiir die Koeffizienten vorgeschrieben werden, die Irre- 
duzibilitét von f(x) erzwingen. AuBer nach der angegebenen lassen sich 
auf noch mannigfache andere Weise aus der Tatsache, da8 das Polynom R 
verschwinden mu8, Ungleichungen ableiten, aus denen die Irreduzibilitat 
von f(a) folgt. 

6. Wir wollen schlieBlich an Beispielen uns iiber die Schirfe der be- 
wiesenen Satze einige Klarheit verschaffern. Sind mn und » irgendwelche 
vorgegebene, nicht teilerfremde Zahlen, so kann man in P Polynome 
f,(z, t) angeben, die fiir unendlich viele — sogar ganze — rationale Werte ¢ 
zerfallen. Sei namlich d der G.G.T. von n und vy, n=dn'’,»=dy’. Man 
wahle dann irgendein Polynom g(x) vom Grade n’, dessen Koeffizienten 
feste ganze rationale Zahlen sind bis auf den »-ten Koeffizienten. An dessen 
Stelle setze man Ve . Das absolute Glied von y,_,(2) mége nicht ver- 
schwinden. y’(x), »”(x),...,9~” (x) mégen aus p(x) hervorgehen, indem 
man statt Ve die d —1 algebraisch konjugierten Ausdriicke « es einsetzt, 
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unter « die von 1 verschiedenen d-ten Einheitswurzeln verstanden. 
9 (2)-' (2)... 4"? (2) = @(2) — Saa*” 
vr=0 


ist dann ein Polynom n-ten Grades im Kérper P(s). Jetzt sind alle 
Koeffizienten in ®(z) bis auf den »-ten, a,, feste ganze rationale Zahlen. 
a, laBt sich in der Form schreiben s+ r = t, unter r eine ganze rationale 
Zahl verstanden. ®(z) ist dann ein Polynom, wie wir es oben als /, (z, ¢) 
bezeichnet haben, das bei festen a,,...,@,_,,@,,4,-++)@,, @ +0, a, +0 
fiir unendlich viele rationale Zahlen ¢ in P reduzibel wird, namlich fir 
alle Zahlen t, fiir welche t —-r =e eine d-te Potenz einer rationalen Zahl 
ist. Das Beispiel zeigt, daB in dem Zusatz zu Satz 3 die Bedingung, da& 
n und » teilerfremd sind, nicht fortgelassen werden kann. Daraus folgt 
weiter, da8 in Satz 1 die Bedingung: 4(a,,...,a@,) soll nicht identisch in 
t verschwinden, nicht ganz fortgelassen werden kann. 

SchlieBlich sei noch ein Beispiel bez. des Satzes 2 angegeben. Es seien 
nm und » als gerade Zahlen vorgegeben, n >», n =2n',»=2y’. p(x) sei 
ein Polynom n’-ten Grades mit festen ganzen rationalen Koeffizienten 
@j, ..., @—y, O43, ---,@_. An Stelle von a’ setze man Ys. g’(zx) entatehe 
aus p(x), indem man fiir 7s setzt —ys. ®(x)— (x) (x) ist dann 
ein Polynom Sax, und es sind a,,...,@,_,,@,,,,---,@, von @ unab- 


hangig a, +0, a, +0,a,—s8s-+r=t, wo r eine ganze rationale Zahl ist. 
Also hat ®(2z) die Form eines f,(z,¢). Die Anzahl der reduziblen unter 
den f,(z,t) (—S<+t<S8) ist dann im wesentlichen — d. h. bis auf 
héchstens endlich viele, deren Anzahl nicht von S abhingt — 2 18, da 
wir dann und nur dann ein reduzibles Polynom erhalten, wenn t — r = 8 
eine Quadratzahl ist. Das zeigt, dab bei geraden n und » die Abschitzung 
des Satzes 2 im Exponenten von S nicht verschirft werden kann. 


(Eingegangen am 18. 3. 1929.) 
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Einleitung. 


In den letzten fiinfzig Jahren hat die Loslésung der Analysis vom 
MutterschoB der Geometrie ihr Ende gefunden. Die Trennung des Be- 
grifis der Zahl von demjenigen der mefbaren Grdfe (Lange einer Strecke), 
die noch P. Du Bois-Reymond"') fiir absurd hielt, hat dabei betrichtliche 
Wehen verursacht. Die Schwierigkeiten, die zu iiberwinden waren, spiegeln 
sich vielleicht am sichtbarsten in den Umstinden, die die Einfiihrung der 
Zahl in die Geometrie unabhangig vom MaBbegriff, also, modern gesprochen, 
ohne Benutzung von Kongruenzaxiomen bereitet hat; oder anders ausge- 
driickt: die die Begriindung der projektiven Geometrie auf Grund der ihr 
eigentiimlichen projektiven Axiome allein verursacht hat. Es gibt wohl 
kaum einen mathematischen Satz, iiber den so viel geschrieben worden ist, 
wie iiber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie*). 


1) Allgemeine Funktionentheorie, Tiibingen 1882. — Vgl auch Reye, Geometrie 
der Lage I, 1, 4. Aufl. (1898), 8.8: ,Auf die héhere Analysis, dieses m&chtige Werk- 
zeug der modernen Mathematik, miissen wir schon deshalb verzichten, weil wir das 
MaB nicht benutzen.“ 

*) Vgl. Hélder, Math. Annalen 65 (1908), 8. 161ff. Die (100 Seiten umfassende) 
Arbeit Hélders ttber die ,Geometrie der projektiven Geraden“ gibt wohl einen voll- 
standigen Uberblick tiber die frithere Literatur. Dabei zeigt sich die Starke Hélders 


im Blick fir die Schwichen seiner Vorginger, seine Schwiche im Mangel an Blick 
fir ihre Starken. 
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Wir wollen im folgenden zeigen, daB diese Schwierigkeiten nicht nur 
in der Natur der Sache begriindet sind. Dabei folgen wir einem Gedanken 
von F. Lindemann*), dessen groBe Tragweite allerdings weiterhin nur 
D. Hilbert‘) erkannt zu haben scheint, der sich den Lindemannschen (e- 
danken ausdriicklich zu eigen gemacht und mehrfach verwandt hat’). 


I. 
Axiome des offenen projektiven Kontinuums. 


Wir legen das folgende aus sieben ,,linearen“ (einschlieBlich dem Stetig- 
keitsaxiom ), zwei ,ebenen* und einem ,,raumlichen“* Axiom bestehende 
System zugrunde, das sich ohne Miihe auf Raume von beliebig vielen Di- 
mensionen ausdehnen |aBt: 

Das Element der Punktgeometrie ist der Punkt. 

I, 1. Es gibt wenigstens zwei voneinander verschiedene Punkte. 

I, 2. Zwet voneinander verschiedene Punkte bestimmen eine Menge 
von Punkten, die wir g- Linie nennen. 

I, 3. Irgendzwei voneinander verschiedene Punkte einer und derselben 
g-Linie bestimmen diese g- Linie. 

I,4. Wenn A, B,C Punkte einer g-Linie sind und B zwischen A 
und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A. 


1,5. Wenn A und C zwei voneinander verschiedene Punkte einer 
g-Linie sind, so gibt es stets wenigstens einen Punkt B, der zwischen A 
und C liegt, und wenigstens einen Punkt D, so daB C zwischen A und 
D liegt. 


I, 6. Unter irgend drei voneinander verschiedenen Punkten einer g- 
Linie gibt es stets einen und nur einen, der zwischen den beiden anderen liegt. 

Erklarung. Wir betrachten auf einer g-Linie zwei voneinander ver- 
schiedene Punkte A und B; wir nennen das System der beiden Punkte A 
und B eine Strecke und bezeichnen sie mit AB oder BA. Die Punkte 
zwischen A und B heiBen Punkte der Strecke AB oder auch innerhalb 
AB gelegen; die Punkte A und B heiBen Endpunkte der Strecke AB. 
Alle iibrigen Punkte der g-Linie heiBen auferhalb der Strecke AB ge- 
legen. 








8) Clebsch-Lindemanu, Vorles. tiber Geometrie 2 (1891), Teil I, 8. 433ff. 

*) Grundlagen der Geometrie, Anhang I, 8.113 der 6. Aufl. 

5) Was wohl deshalb so wenig bekannt ist, weil fast immer von den Grundlagen 
der Geometrie Hilberts gesprochen und nur selten beachtet wird, da8 Hilbert ver- 
schiedene Einginge in die Grundlagen gezeigt hat, keineswegs nur einen solchen, bei 
dem die Stetigkeitsforderungen den SchluBstein des Axiomensystems bilden. 
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I,7. (Stetigkeitsaxiom®).) Jedem Punkte einer Strecke entspricht 
eine reelle Zahl eines Intervalls und umgekehrt. 


Die Zuordnung der Zahlen zu den Punkten der Strecke, d.i. die 
Numerierung der Punkte, erfolgt alsdann auf Grund der Axiome des 
»Zwischen“, wobei noch vielfach-unendlich viele Méglichkeiten bestehen. 
Die primitivste stetige Skala (zum Unterschiede von den projektiven und 
metrischen ) erhalt man, wenn man den Endpunkten A und B der Strecke 
AB die (reellen) Zahlen « und f zuordnet, wobei etwa « < f sei, einem 
beliebigen Punkte C zwischen A und B aber eine beliebige Zahl y, « << y < f usw. 


1,8. Es gibt wenigstens drei nicht auf einer und derselben g-Linie 
gelegene Punkte. 


1,9. Wenn A, B,C irgend drei nicht in einer und derselben g-Linie 
gelegene Punkte sind, D ein Punkt der Strecke 
BC und E ein Punkt der Strecke AD ist, ¢ 
dann gibt es einen der Strecke AB ange- 
hérigen Punkt F derart, dap E auf der 
Strecke CF liegt’). 

Erklarung. Die Menge der Punkte, die 
durch drei nicht auf einer und derselben 
g-Linie liegende Punkte A,B,C vermége den 4 - A 
Punkten ihrer Verbindungsstrecken oder g- 
Linien und denjenigen der Verbindungsstrecken 
oder g-Linien der Punkte dieser bestimmt ist, hei®t Dreteck oder E- Flache 
( Ebene) . 


1,10. Es gibt wenigstens vier nicht in einer und derselben E- Flache 
gelegene Punkte. 





Fig. 1. 


Tetraeder und Raum, Simplex und Raum von mehr als drei Dimen- 
stonen werden ebenso erklart wie Dreieck und E-Flache. 


Wollen wir uns auf ein dreidimensionales Kontinuum beschrinken, so 
brauchen wir noch ein Schlufaxiom: 


®) Die auf die Vorstellung der Iteration gegriindete analysis infinitorum der pro- 
jektiven Geometrie (unbegrenzt fortsetzbare Vierseitskonstruktioner) ist keine andere 
als die auf die Vorstellung der natiirlichen Zahlenreihe gegriindete analysis infinitorum 
der reellen Zahlen. — Vgl. Weyl, Das Kontinuum, Leipzig 1918, S. 72f. Auch wenn 
man den Standpunkt Weyls nicht einnimmt (Fréchet, v. Kerékjarté) liegt fir uns 
kein Grund vor, jene analysis noch einmal im geometrischen oder mengentheoreti- 
schen Gewande zu begriinden. 

*) Peano, Sui fondamenti di geometria, Rivista di matematica 4 (1894), p. 65. 
E. H. Moore, Trans. of the Amer. Math. Soc. 8 (1902), p. 147. F. Schur, Grundlagen 
der Geometrie (1909), S. 7 ff. 
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1,11. AuBerhalb eines Raumes gibt es keinen Punkt. 

Andernfalls 148t sich unser Axiomensystem ohne weiteres auf Raume 
von beliebig vielen Dimensionen ausdehnen. In jedem Falle kénnen wir 
noch ein Vollstandigkettsaxiom hinzufiigen: 

1,12. Die Elemente der Geometrie bilden ein System von Dingen, 
das bei Aufrechterhaltung sdmtlicher genannten Axiome keiner Erweite- 
rung mehr fahig ist*). 

Dieses hat dann allerdings einen vdllig anderen Charakter als bei 
Hilbert, wo es mit dem ,,Archimedischen Axiom“ zusammen die Forderung 
der Stetigkeit ausmacht, die wir in I,7 gestellt haben. Es hat bei uns 
vielmehr den Zweck, unter allen zulassigen (,,nirgends-konkaven“, offenen) 
Kontinuen das umfassendste auszusondern. 

Betrachten wir z. B. als Punkte unserer Geometrie, die Punkte der 
Kugelhaube 

X*+¥°4+2Z°=2, Z>1 
(X,Y, Z rechtwinklige kartesische Koordinaten im Euklidischen Raum), 
als g-Linien die GroBkreise der Kugel, soweit sie auf der Kugelhaube ver- 
laufen, so erfiillen diese Punkte und g-Linien simtliche Axiome I, 1—10. 
Das Vollsténdigkeitsaziom 1,12 aber ist nicht erfiillt. 
Die Punkte und g-Linien der offenen Halbkugel 
X*+Y°+Z°=2, Z>0 
indessen erfiillen — bei Beschrankung auf ein zweidimensionales Kontinuum — 
auch das Vollstandigkeitsaxiom. 

Hieraus erkennt man leicht, daB das Hilbertsche Parallelenaxiom: Es 
sei a eine beliebige g-Linie und A ein Punkt auferhalb a: dann gibt es 
in der durch a und A bestimmien E-Flache héchstens eine g-Linie (und 
dann eine und nur eine), dite durch A lauft und a nicht schneidet, auf 
Grund unserer Axiome I, 1—12 ein beweisbarer Satz ist. (Hierin ist wohl 
auch der Grund zu suchen, warum das Hilbertsche Parallelenaxiom nur in 
der ersten Auflage der ,,Grundlagen“ vor den Kongruenzaxiomen gestanden 
hat.) In der Tat ist das Hilbertsche Parallelenaxiom dem Euklidischen 
nur deshalb aquivalent, weil die Axiome des ,,Zwischen“, die Euklid fremd 
waren, insbesondere Hilberts II, 3 (unser I, 6) in Verbindung mit Hilberts 
erstem Kongruenzaxiom (III, 1) vom Streckenabtragen die unendliche 
Idinge der g-Limie fordern (die Euklid erst im Parallelenaxiom voraus- 
setzt) und damit die elliptische Geometrie (auch im offenen Kontinuum) 
ausschlieBen °). 


*) Hilbert, Grundlagen, § 8. 
*) Siehe hieriber mein demndchst im Verlag der , Akademischen Verlagsgesellschaft“ 
in Leipzig erscheinendes Biichlein: Einfihrung in die Nicht-Euklidische Geometrie. 





os 


ood me SS os. 


= Oo. a 








Begriindung der projektivern Geometrie. 535 


IL. 
Die Beweismittel. 


1. Wir diirfen hier als bekannt voraussetzen®), daB man auf Grund 
unserer Axiome I, 1—6, 8—10, also ohne Benutzung des Stetigkeitsaxioms 
I,7 den folgenden Satz vom 4.harmonischen Punkte beweisen kann: 

a) Sind A, B, C drei voneinander verschiedene Punkte einer g - Linie g 
derart, daB B zwischen A und C liegt, so gibt es auf g zu C in bezug 
auf A und B einen und nur einen 4. harmonischen Punki D. Dabei 
heiBen nach v. Staudt*®) vier Punkte A, B,C, D einer und derselben g- 
Linie harmonisch, wenn A und B Schnittpunkte der Gegenseitenpaare eines 
eigentlichen Vierecks sind und C und D auf den Diagonalen dieses Vier- 
ecks liegen. D liegt dann notwendig zwischen A und B. 

Wir diirfen hier ferner den folgenden leicht auf Grund derselben 
Axiome elementar beweisbaren Satz iiber harmonische Strahlen voraus- 
setzen**): 

b) Werden die g-Linien a,b,c,d, die vier hormonische Punkte 
A, B,C, D einer g-Linie g aus einem Punkte 8 auBerhalb g projizieren, 
von einer beliebigen weiteren g-Linie g, in vier Punkten A, B, C, D, ge- 
achnitten derart, daB S nicht zwischen A und A,, B und B,, C und C,, 
D und D, liegt, 20 sind auch A, B,O,D, vier harmonische Punkte. Die 
g-Linien abcd heiBen (deshalb) harmonische Strahlen. 

2. Bezeichnet man mit Pringsheim**) als Systembruch mit der Basis b 
(6 positiv ganz > 2) einen Ausdruck von der Form 

@ | 4% a, 
It Tet toe 
wo g eine ganze Zahl, auch die Null, vorstellen kann und die a ,,Ziffern“ 
der Zahlenwerte 0,1, 2,...,b—1 bedeuten, so gilt der (uns aus der 
Dezimalzahl-Theorie gelaufige) grundlegende Satz: 

Jede reelle Zahl kann durch einen und nur einen unbegrenzt fortsetz- 

baren Systembruch**) mit vorgeschriebener Basis b 


1°) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847. 
™) Im allgemeinen zerstért Projektion das ,Zwischen“. — Wir brauchen die 
S&tze a) und b) nur in dieser engen Form. 
4%) Vorlesungen itiber Zahlen- und Funktionenlehre 1, 1 (1916), 8. 111 ff. 
1*) Allenfalls mit der eingliedrigen Periode b—1; 
fir b=10 ist zB. }=0,5=0,4999... und 
fir b= 2 ist $=0,1=0,0111.... 
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dargestellt werden, und umgekehrt stellt jeder solche Systembruch eine und 
nur eine reelle Zahi dar. 


Es ist also 
0,<0S0,+— (fiir jedes » 0, 1, 2,...). 


Damit haben wir die Beweismittel zusammengestellt. 


IIT. 
Uber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 


1. Seien wieder X, Y, Z gewohnliche rechtwinklige kartesische Ko- 
ordinaten im Euklidischen Raum. Alsdann stellen die Gleichungen und 
Ungleichungen 

x +1 (0<a<b<c; X>0, Y>0, Z>0) 
einen Oktanten eines dreiachsigen Ellipsoids dar. Die inneren Punkte 
dieses Oktanten (X>0, Y>0, Z>0) betrachten wir als Punkte einer 
Geometrie, die geoditischen (kiirzesten) Linien des Ellipsoid-Oktanten als 
ihre g-Linien. Das System dieser Punkte und g-Linien geniigt unseren 
simtlichen Axiomen I, 1—9. Dem ,rdumlichen“ Axiom I, 10 indessen 
geniigt es, nach einem bekannten Satze von Beltrami**), nicht, d.h. ein 
den Azxiomen 1, 1—9 gentigendes System von Punkten und g-Linien kann 
im allgemeinen nicht als Teil eines entsprechenden rdumlichen Systems 
von Punkten und g-Linien aujgefaBt werden. 

Wir wollen zeigen, daB eine den Azxiomen I, 1—7 geniigende g-Linie 
immer als Teil eines rdumlichen Systems betrachtet werden kann, oder mit 
anderen Worten, daB eine allgemeine stetige Skala (Abschnitt I dieser 
Arbeit) immer als projektive Skala aufgefaBt werden kann, 

Die drei Punkte, in denen die positiven Koordinatenachsen unser 
Ellipsoid durchstoBen, bezeichnen wir mit X, Y und O. Wir numerieren 
die Randpunkte unseres Ellipsoid-Oktanten auf OX und OY, d.h. wir 
stellen zwei beliebige stetige Skalen OX und OY her, indem wir dem 
Punkte O den Wert Null, den Punkten X und Y je den Wert co m- 
weisen und irgendeinem Punkte zwischen O und X bzw. O und Y den 
Wert x baw. y O< 4r< co, 0<y<oo, usw. Alsdann sind sowohl die 


*) Annali di matematica 7 (1865), S. 187. 
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Punkte z auf OX zwischen O und X als auch die Punkte y auf OY 
zwischen O und Y den positiven Zahlen zwischen 0 und oo eindeutig um- 


kehrbar zugeordnet. Die g-Linien, welche 
die Punkte der X-Achse aus Y projizieren, 
wahlen wir als Koordinatenlinien z = konst., 
diejenigen, welche die Punkte der Y-Achse 
aus X projizieren, als Koordinatenlinien 
y = konst. 

Durch jeden Punkt im Innern des 
Ellipsoid-Oktanten geht eine und nur eine 
Koordinatenlinie des einen und des anderen 
Systems. 





Fig. 2. 





Wir bezeichnen die Punktmengen im Innern des Ellipsoid-Oktanten, 

deren Koordinaten eine Gleichung von der Form 
Az+By+C=0 

erfiillen, als y-Linien. Alsdann geniigen die Punkte des Ellipsoid-Oktanten 

und seine y-Linien unseren simtlichen Axiomen I, 1—10. Und wir kénnten, 


wenn wir uns paradox ausdriicken wollten, sagen, wir hitten die projektive 
Geometrie mit alleiniger Benutzung linearer und ebener projektiver Axiome 


begriindet. 


Indessen sind nur die Koordinatenlinien 


z==konst. und y= konst. 


zugleich g- und y-Linien. Hatten wir nur eine Skala direkt hergestellt, 
etwa die auf der X-Achse, und diese dann zunichst aus Y auf eine be- 


liebige g-Linie g durch O projiziert, die 
so gewonnene Skala wiederum aus X auf 
die Y-Achse, so wire auch die y-Linie 
y=2 
mit einer g-Linie identisch, weitere 
y-Linien indessen nicht. Hieran wiirde 
sich auch dann noch nichts andern, wenn 
a=b=c>0, d.h. unser Ellipsoid eine 
Kugel ware, obwohl dann die g-Linien 


z; 


Y, 





Ze 


Fig. 3. 


des Kugel-Oktanten (und seine Punkte) unseren simtlichen Axiomen I, 
1—10 geniigen, so da8 sowohl fiir die y-Linien als auch fiir die g-Linien 
des Kugel-Oktanten die Sitze der ebenen projektiven Geometrie (im offenen 


Kontinuum) giiltig waren. 


Vier Punkte der X-Achse, die in bezug auf die y-Linien harmonisch 
sind, sind es in bezug auf die g-Linien (im allgemeinen) nicht. Hine Los- 


Mathematische Annalen. 102. 
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léisung der projektiven Geometrie der Geraden von der Ebene hat also 
keinen geometrischen Sinn’). 

2. Wir ersehen daraus weiter, daB man, um den Fundamentalsatz der 
projektiven Geometrie auf Grund unserer Axiome I, 1—10 zu _ erweisen, 
die Koordinaten nicht willkiirlich einfiithren darf. Dies hat vielmehr so zu 
geschehen — und das ist der in der Einleitung erwaihnte Lindemannsche 
Gedanke —, daB das System der y-Linien mit dem System der g-Linien 
zusammenfallt. Kann man das zeigen, so ist damit auch der Fundamental- 
satz der projektiven Geometrie erwiesen, sowie die Giiltigkeit des Pascal- 
schen Satzes**) (im offenen Kontinuum) usw. 


Notwendige Voraussetzung ist demnach, daB vier Punkte einer Ko- 
ordinatenachse, die in bezug auf die g-Linien harmonisch sind, auch in 
bezug auf die y-Linien harmonisch liegen. Hieraus erklart es sich, dab 
man eine im v. Staudtschen geometrischen Sinne projektive Skala im 
Gegensatz zur sietigen (im Hélderschen Sinne projektiven) Skala nur mit 
Hilfe von Vierseits-Konstruktionen herstellen kann, indem man drei Punkten 
A, B, C beliebige Zahlen z,, x,, x, zuweist, dem vierten harmonischen 
Punkt D hingegen diejenige Zahl x, die sich aus der Gleichung 


(ABCD) = (2,727,272) =—1 


ergibt, wo (x, 2,2,2,) das Doppelverhdltnis der Elemente zx, x, x, x, 


15) Hélder (a. a. O., S. 248) nennt cine ein-eindeutige Bezichung zwischen den 
simtlichen Punkten einer Geraden g und den simtlichen Punkten einer Geraden g’ 
(die Geraden kénnen auch koinzidieren) projektiv, wenn die Bedingung erfillt ist, 
da8 vier harmonischen Punkten von g stets vier harmonische Punkte von g’ ent- 
sprechen und umgekehrt. Holder konstatiert ausdriicklich die Ubereinstimmung seiner 
Definition der Projektivitét mit derjenigen v. Staudts und fiigt hinzu, daB die De- 
finition durch (mehrmaliges) Projizieren fiir seine Zwecke unbrauchbar sei. Da Hélder 
trotz den 100 Seiten, die er der ,Geometrie der projektiven Geraden“ widmet, keine 
Gelegenheit findet, zu erklaren, was man unter vier harmonischen Punkten zu ver- 
stehen habe, wahrend er auf der anderen Seite als ein Ziel seiner Arbeit die , Los- 
lisung der projektiven Geometrie der Geraden von der Ebene“ bezeichnet, so kann die 
Meinung entstehen, es sollten an die Stelle der v. Staudtschen Definition von vier 
harmonischen Punkten die hierauf beziiglichen Hélderschen Axiome III bis VI treten, 
um so mehr, als Hélder sagt (8.167): ,Dabei ist es aber nun notwendig, daB auBer 
den fiir die Gerade giiltigen Axiomen der Anordnung und ... der Stetigkeit gewisse 
die harmonischen Punkte betreffende Tatsachen vorausgesetzt werden, die man bei 
einem anderen Ausgangspunkt der Untersuchung aus den Tatsachen der Ebene bzw. 
des Raumes beweist.“ 

%*) Der passend spezialisierte ,,Pascalsche Satz“ spielt bekanntlich bei der Be- 
griindung der projektiven Geometrie mit Hilfe der Kongruenzaxiome eine wichtige 
Rolle; er ist dem Fundamentalsatz aquivalent. Vgl. z.B. Schur, Grundlagen, a. a. O. 
8. 170. 
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die bekannte Jnvariante gegeniiber linearer Substitution, bedeutet. 

Man ersieht daraus aber auch, daB der Fundamentalsatz der pro- 
jektiven Geometrie kein linearer Satz ist, obwohl man ihn scheinbar so 
aussprechen kann, indem man mit v. Staudt die Projektivitét nicht durch 
Perspektivitat, sondern durch das Entsprechen harmonischer Gebilde erklart 
und vergiBt, daB harmonische Punktquadrupel nur mit Hilfe der Ebene 
geometrisch definiert werden kénnen. 

Wir kénnen den Sachverhalt auch so ausdriicken: Die projektive 
Geometrie der Ebene ist das Primiare, der sogenannte Fundamentalsatz 
der projektiven Geometrie das Sekundire. Wir geben ihm die folgende 
Fassung: 

Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (im offenen Kon- 
tinuum). Numeriert man mittels wiederholter (unbegrenzt fortsetzbarer) 
Vierseits-Konstruktionen die Punkte einer Strecke AC, indem man etwa 
den Endpunkten A und C der Strecke die Werte 0 und co, einem be- 
liebigen Punkte B zwischen A und C die Zahl 1 zuordnet, so ist die 
entstehende projektive Skala vom Wege der Herstellung unabhangig. 

Damit treten aber auch schon die eigenartigen Schwierigkeiten zutage, 
die bei einer Begriindung der projektiven Geometrie auf Grund der ihr 
eigentiimlichen projektiven Axiome allein zu iiberwinden sind. Wir erwahnen 
nur zwei: 1. Es ist zu zeigen, daS vier Punkte, fiir deren Koordinaten 
das Doppelverhaltnis 

(%, % %,2,)=—1 


ist, ein (im geometrischen Sinne) harmonisches Quadrupel bilden; 2. Es ist 
zu zeigen, daB Punkte mit gleichen Koordinaten, die sich auf verschiedenen 
Wegen ergeben haben, identisch sind. 

Dem letzten Umstande kénnen wir sofort entnehmen, da8 der Fun- 
damentalsatz der projektiven Geometrie, auch unter Voraussetzung des 
Stetigkeitsaxioms I, 7, d.h. unter AusschluB spdterer Hinzunahme so- 
genannter Nicht-Archimedischer Elemente*’), nicht ohne Stetigkeitsbetrach- 
tungen erwiesen werden kann**). Man braucht nur zu beachten, da den 
Vierseits-Konstruktionen gegeniiber ein und dasselbe Element rational“ 


und ,irrational“ sein kann. Beispielsweise ergibt sich } aus 0, 1, co mit 


17) Siehe Hilbert, Grundlagen, § 12. — Eine angebliche Begriindung der ( pro- 
jektiven) Geometrie mit Hilfe von Kongruenzaxiomen ohne Stetigkeitsaxiom hat nur 
unter dieser Voraussetzung einen Sinn, d. h. die so entstehende Geometrie ist un- 
fertige, nicht etwa elementare Geometrie. 

18) Vgl. Hilbert, Grundlagen, Kap. VI. 

35* 
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zwei Schritten, namlich so: 


1 
1 1 
(0 5 1 %)=—-1 (z,=5)- 
Wendet man dagegen den ProzeB8 des fortgesetzten ,Halbierens“ an: 
at 
(7, % © 2z)=-—1 (2 =A5*), 


so kann man § nicht mit endlich vielen Schritten erreichen, da es nur 


eine Entwicklung von } in einen (unbegrenzt fortsetzbaren, periodischen) 
dyadischen Bruch gibt (Il, 2): 
1 1 1 1 
Bet get get 
oder, in dyadischer Schreibweise, wegen 
1 =2°=1,000... und 3=2*+2°=11,000..., 


1 1 
3 = 7 = 9,010101... ; 


IV. 


Beweis des Fundamentalsatzes. 


Wir schreiten nunmehr zum Beweise des Fundamentalsatzes der pro- 
jektiven Geometrie im begrenzten Gebiete oder, was dasselbe besagt, im 
offenen Kontinuum auf Grund unserer Axiome I, 1—10. Als Kontinuum 
wahlen wir das Innere eines Dreiecks (YOX). Man sieht dann leicht, da8 
man diesem Kontinuum, ohne mit den vorausgesetzten Axiomen in Wider- 
streit zu geraten, noch dre: weitere, vollig gleichartige ,Quadranten“, samt 
den ihnen gemeinsamen Randpunkten, aber mit Ausschlu8 der Punkte 
X**” und Y*”, namlich 

(YO—X), (—XO-Y), (—YOX) 


hinzufiigen kann. Und da8 man in diesem umfassendsten zweidimensionalen, 
offenen Kontinuum (im Sinne des Vollstandigkeits-Axiems I, 12) wiederum 
Kontinua abgrenzen kann, fiir deren Inneres ebenfalls simtliche Axiome 
I, 1—10 giiltig sind. 

Hierzu ist zunachst nétig, mit Hilfe von Vierseits-Konstruktionen eine 
projektive X-Skala OX herzustellen. Das kann auf unendlich viele Weisen 
geschehen, und es ist nach dem Fundamentalsatze gleichgiiltig, auf welchem 
Wege es geschieht. Aber es ist nicht gleichgiiltig fiir den Beweis. Wollen 
wir unser Ziel erreichen, so miissen wir die schon erwahnten Schwierigkeiten 
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beriicksichtigen. Hierzu ist in erster Linie erforderlich, die Skala so an- 
zulegen, da8 wir sicher sind, jeden Punkt der Tragerstrecke ein und nur 
einmal zu numerieren. 

Dies geschieht am einfachsten dadurch**), daB man den Endpunkten 
der Skalentragerstrecke OX die Werte O und co muweist, und einem be- 
liebigen Punkte zwischen O und X die Zahl 1. Dann sucht man die Punkte 
mit ganzzahligen Abszissen auf; und endlich unterteilt man jede Strecke, 
deren Endpunkte zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen zu Abszissen haben, 
auf die gleiche Weise, durch fortgesetztes ,Halbieren“. 

Zu diesem Zwecke wenden wir den friiher erklarten ProzeB der Kon- 
struktion des vierten harmonischen Punktes D (zu einem Punkte C in bezug 
auf zwei von diesem und voneinander verschiedene Punkte A und B, von 
denen B zwischen A und C liegt) auf die beiden folgenden Weisen an: 
(1) (ABCD) = (coz, 2,2) = —1, 

d. h. 

%—%,=2%,—2, 
(Antragen der gleichen Strecke einer metrischen Skala im Euklidischen 
Bilde), woraus sich, wenn man mit z,—0 und z,=—1 beginnt, die Reihe 
der natiirlichen (positiven, ganzen) Zahlen ergibt*°); 


(2) (ABCD) =(2,2,cor)= —1, 
d. h. 
emits 





(Halbieren einer Strecke einer metrischen Skala im Euklidischen Bilde), 
woraus sich die erwahnten Unterteilungen ergeben. 
Wir wollen nun unsre ,Abszissen‘-Skala zx soweit fertiggestellt 


denken, daB die Differenz irgend zweier aufeinanderfolgender Abszissen = 


(k pos. ganz) betragt. Alsdann projizieren wir die Skala OX aus Y auf 
eine beliebige g-Linie OU im Innern des Dreiecks (OXY), und die so 
entstehende Skala aus X auf OY, wodurch wir eine ,,Ordinaten“-Skala y 
erhalten. Die g-Linien durch Y und X wihlen wir als Koordinatenlinien 


z= konst. und y = konst. 


%*) Vgl. Clebsch-Lindemann a. a. O., 8. 436. 

*) Nur der Mathematiker, an dessen axiomatischen Gebilden noch das (den 
geometrischen Gebilden der Wirklichkeit eigentiimliche) deiktische Begriffsmerkmal 
des Ausgedehntseins haftet, wittert hier das Fehlen eines weiteren (Archimedischen ) 
Axioms: die ,Linien“ der ,axiomatischen* Geometrie sind aber, ebenso wie diejenigen 
der ,analytischen“, nur Mengen von Elementen, die wir Punkte oder Zahlen nennen; 
sonst nichts. 
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Und die Schnittpunkte der Koordinatenlinien bezeichnen wir als Gitter- 
punkte, und wir nennen 


“ot 


2 

die Maschenweite des (unbegrenzt fortsetzbaren) offenen Gitters. 

Weiter bezeichnen wir, wie friiher, als y-Linien solche Punktmengen 
unsres Kontinuums, deren Koordinaten (2, y) linearen Gleichungen 

Axz+By+C=0 

geniigen. Alsdann woilen wir den folgenden, fiir uns grundlegenden Satz 
beweisen : 

Irgend drei Punkte eines offenen Gitters, die auf einer und derselben 
y-Linie liegen, gehéren auch einer und derselben g-Linie an. 


Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Figuren (4) und (5) zu be- 
trachten, von denen (5) das metrische Euklidische Bild von (4) ist. 
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Fig. 5. 


Auf Grund der Skalenkonstruktion und des Satzes (II, 1, b), nach 
dem vier harmonische Punkte durch vier harmonische Strahlen projiziert 
werden und, was dasselbe besagt, vier harmonische Strahlen nach vier 
harmonischen Punkten geschnitten werden, erkennt man sofort die Richtig- 
keit unsres Satzes fiir die y-Linien y = 22 und (ihre Spiegelbilder) 

y=—2(x—1) sowie y= —2(x— 2). 
Hierbei kommen als projizierende Strahlen nur Koordinatenlinien in Betracht. 
Wahit man aber jetzt die Punkte (x =}, y=1) und (x=1,y=2) mu 
Projektionszentren, so erkennt man, daB auch die Punkte der X-Achse 
(1 : 
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harmonische Quadrupel bilden, womit die Verbindung zwischen den Kon- 
struktionselementen der Skalen hergestellt ist (was iibrigens auch mittels 
den Diagonallinien des Gitters hatte geschehen kénnen). Durch Wieder- 
holung der gleichen Betrachtung ergibt sich hieraus ohne Miihe, da8 irgend 
drei Skalenpunkte x, x, x,, fiir die 
%,—2%,=2%,-— 72, 
ist, mit x = co harmonische Quadrupel 
(ABCD) = (x, 2, 00 24) 

bilden. Hieraus aber folgt unser Satz mit ausschlieBlicher Benutzung von 
Koordinatenlinien als Projektions-Strahlen zunachst fiir irgend drei auf- 
einanderfolgende und damit fiir irgend drei Gitterpunkte einer y-Linie. 

Bei unsrer Einfiihrung von Koordinaten auf Grund von Vierseits- 
Konstruktionen erscheinen die Zahlen in Gestalt von dyadischen ,,System- 
briichen“ (II, 2, mit der Basis b=2). Betragt die Maschenweite unsres 


Gitters + so haben alle Koordinaten die Form*): 
a, a 
n=gt+2+2+...44, 


wo also g eine ganze Zahl und die a, 0 oder 1 bedeuten. 

Da wir nun die Maschenweite unsres (offenen) Gitters durch fort- 
gesetzte Vierseits-Konstruktionen unter jede Grenze herabdriicken kénnen, 
so folgt aus unserm Satze iiber die Punkte eines (offenen) Gitters, daf 
jede g-Linie durch eine lineare Gleichung in den Koordinaten x, y dar- 
gestellt werden kann, und daB umgekehrt jede derartige lineare Gleichung 
eine g-Linie darstellt. 

Damit aber ist der Beweis der Giiltigkeit der projektiven Geometrie 
fiir ein beliebiges, den projektiven Axiomen I, 1—10 gentigendes Kontinuum 
erbracht: die projektive Geometrie im begrenzten Gebiet oder, was dasselbe 
besagt, im offenen Kontinuum ist auf Grund der ihr eigentiimlichen Axiome **) 
allein begriindet, und damit auch der Fundamentalsatz erwiesen. 


Darmstadt, den 6. April 1929. 

%) Die von Hélder a. a. 0., 8.205 und Klein-Rosemann, Vorlesungen iiber Nicht- 
Euklidische Geometrie, Berlin 1928, 8.160 verwandte Form 2 ist fiir unsern SchluB 
durch vollstdindige Induktion ungeeignet. 2 

*) Da zu diesen auch ein Stetigkeitsaxiom gehért (I, 7), so zihlen wir es mit 
zu den ,,projektiven* Axiomen (im Gegensatz zu anderen Autoren). 


(Eingegangen am 10. 4. 1929.) 








Uber die topologische Erweiterung von Raumen. 


Von 
A. Tychonoff in Moskau. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit schlieBt an die abstrakt-topologischen Unter- 
suchungen von Alexandroff und Urysohn an‘) und behandelt das Problem 
der Einbettung von beliebigen topologischen Riumen in absolut ab- 
geschlossene*) und insbesondere in bikompakte Riaume. Ich beweise in 
erster Linie den folgenden 

Satz I. Zu jeder Kardinalzahl « gibt es einen nur von dieser Kar- 
dinalzahl abhdngenden bikompakten Raum R, von der Higenschajt, dap 
jeder normale topologische Raum, der ein Umgebungssystem von einer 
Machtigkeit <« besitzt, einer Teilmenge des Raumes R, homéomorph ist; 
dabei besitzt der Raum R, selbst ein Umgebungssystem von der Machtig- 
keit t. Wenn t= wn, tat, so ist R, dem Fundamentalquader des Hilbert- 
schen Raumes homéomorph. 

(Man versteht bekanntlich unter dem Fundamentalquader des Hilbert- 
schen Raumes die Gesamtheit aller Punkte ¢ = (z,, 2,,...,%,,---), deren 


Koordinaten z, fiir jedes n den Ungleichungen 0 < z, <- geniigen.) 


1) Siehe vor allem Alexandroff und Urysohn, Zur Theorie der topologischen 
Raéume, Math. Annalen 92 (1924), 8. 258, und Alexandroff, Uber stetige Abbildungen 
kompakter Réiume, Math. Annalen 96 (1926), S. 555; die Kenntnis dieser Arbeit ( ins- 
besondere auch die dort gebrauchte Terminologie) wird im folgenden vorausgesetzt; 
die erste dieser Arbeiten wird kurz durch ,Alexandroff-Urysohn“, die zweite durch 
»Alexandroff* zitiert. Wegen ausfihrlicher Darstellung der erwahnten Untersuchungen 
mége insbesondere auf ,Mémoire sur les espaces compacts“ (Verh. K. Akademie 
Amsterdam, Deel XIV, No. 1 (1929)) derselben’ Verfasser hingewiesen sein. 

*) Alexandroff-Urysohn, 8. 261. 











A. Tychonoff. Topologische Erweiterung von Raéumen. 545 


In dem letzten Teile des soeben ausgesprochenen Satzes sind ins- 
besondere die beiden bekannten Urysohnschen Metrisationssitze*) (der 
Metrisationssatz fiir separable normale Raume, sowie der Metrisationssatz 
fiir kompakte topologische Raume) und auch der Urysohnsche Satz von 
der Einbettbarkeit jedes separablen metrischen Raumes in den Fundamental- 
quader des Hilbertschen Raumes‘) enthalten. 

Die Frage liegt nahe, ob die Normalitat eines topologischen Raumes 
auch notwendig ist, um den Raum in einen bikompakten topologischen 
Raum einbetten zu kénnen. In der vorliegenden Arbeit (§ 4) wird auf 
diese Frage eine negative Antwort gegeben, indem gezeigt wird, daB auch 
nichtnormale topologische Raume als Teilmengen von bikompakten Raiumen 
auftreten kénnen. Somit entsteht die Frage, notwendige und hinreichende 
Bedingungen aufzustellen, damit ein Raum in einen bikompakten topo- 
logischen eingebettet werden kann. Um diese Bedingung formulieren zu 
kénnen, fiihren wir die folgende Definition®) ein. 

Ein topologischer Raum heiBt vollstdndig reguldr, wenn zu jedem 
Punkte x, und zu jeder ihn nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge A 
eine im ganzen Raume stetige Funktion f(z) definiert werden kann, die 
im ganzen Raume der Bedingung 

0Sf(z)S1 
geniigt und die iiberdies in z, gleich 0 und in sémtlichen Punkten von A 
gleich 1 ist. 

Jeder vollstaindig regulire Raum ist, wie leicht ersichtlich, regular, 
wahrend jeder normale Raum vollstandig regular ist. Im § 4 der vorliegen- 
den Arbeit wird gezeigt, daB es vollstandig regulire Raume gibt, die nicht 
normal, und da8 es regulare Raume gibt, die nicht vollstandig regular sind, 
womit die Klasse der vollstandig regularen Raume als eine logisch berechtigte 
Klasse von Réumen erscheint. Ihre mathematische Berechtigung wird durch 
den folgenden Satz gegeben: 


Satz Il. Hin Raum ist dann und nur dann einer Teilmenge eines 
bikompakten topologischen Raumes homdéomorph, wenn er volistindig 
regular ist. ‘ 

Was endlich den allgemeinen Fall topologischer Raume betrifft, so gilt de 

Satz III. Jeder topologische Raum R ist einer Teilmenge eines absolut 
abgeschlossenen Raumes homdomorph, der ein Umgebungssystem besttzt, 


*) Siehe Urysohn, Zum Metrisationsproblem, Math. Annalen 94 (1925), 8. 309, 
wo auch andere Arbeiten iiber denselben Gegenstand angegeben sind. 

*) Siehe Urysohn, Der Hilbertache Raum ..., Math. Annalen 92 (1924), 8. 302. 

5) Diese Definition rihrt von Urysohn her. Vgl. seine Arbeit; Uber die Machtig- 
keit der zusammenhingenden Mengen, Math. Annalen 94 (1925), S. 292. 
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welches dieselbe Mdachtigkeit hat wie ein gegebenes Umgebungssystem des 
Raumes R. 

In der Formulierung der obigen Siatze wird unter einem Umgebungs- 
system selbstverstiandlich ein volles (d. h. dem System aller im Raume vor- 
handener Gebiete gleichwertiges) System von Umgebungen verstanden. 
Ein solches Umgebungssystem soll im folgenden kurz eine Basis genannt 
werden. 

Ich méchte zum Schlu8 noch erwahnen, daB ich bei der endgiiltigen 
Redaktion dieser Arbeit von Herrn Alexandroff unterstiitzt worden bin. 


$ 1. 
Konstruktion der Riume #,. 


Es sei {J,} eine Menge von der Miachtigkeit + von abstrakt gegebenen 
zueinander fremden Einheitsstrecken *) 0 <t<1. Ein Punkt z des Raumes R, 
ist definitionsgema8 der Inbegriff {t,, t,,...,¢,,...} von ,,Koordinaten“ ¢,, 
wobei ¢, ein Punkt von J,, also eine reelle Zahl 0 <¢,<1 ist. Die Um- 
gebungsdefinition geschieht folgendermaBen: Es sei x, = {ty}, ty, ..., tg, om 
ein Punkt von R,. Wir wahlen beliebig endlichviele J,,, J,,,..., J,,, und 
auf jedem dieser Intervalle J,, zwei rationale Zahlen 1,,< t,< 1,;; eine 
Umgebung von x, = {t}, ty,..., t2,...} besteht dann definitionsgema8 aus 
allen Punkten x = {t,,t,,...,t,,...}, die den Bedingungen 11, < t., < rf 
geniigen. 

Dieses Umgebungssystem hat, wie leicht ersichtlich, die Miachtigkeit 
No't==t. Ein gleichwertiges Umgebungssystem erhalt man, wenn man fiir 
1, baw. tz, die Punkte tz, —e bzw. #2, +e wiahlt (e, sind beliebige hin- 
reichend kleine positive Zahlen). Wir werden kurz schreiben t,, < S (t2,; &). 


Wenn ¢; = . ist, werden wir die soeben definierte Umgebung durch 
Us,'2,.--an (%q) 
bezeichnen. 

Der mittels dieses Umgebungssystems definierte Raum geniigt, wie 
man leicht zeigt, allen Hausdorfischen Axiomen; R, ist also ein topo- 
logischer Raum. 

Es ist nun leicht zu zeigen, daB Rx, dem kompakten, durch die Be- 


t 


dingungen 0 < z, <- bestimmten Fundamentalquadern des Hilbertschen 


Raumes homéomorph ist. Um diese Homéomorphie festzustellen, lassen 
wir jedem Punkte x= {t,,...,t,,...} des Raumes Rx, den Punkt 


*) « nimmt alle Werte von Null bis zur ersten Ordnungszahl w yon der 
Michtigkeit + an. 
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2° =x {4 my tee 7 des Hilbertschen Raumes entsprechen. Die Abbildung 


n 
ist eineindeutig. Um zu zeigen, daB sie beiderseits stetig ist, mu man 
folgende Behauptungen beweisen: 
a) Zu jeder Umgebung U von z, im Rx, gibt es eine Zahl « von der 
Eigenschaft, daB aus 
o(ag;a*)<e 
im Hilbertschen Raume die Inklusion 


zCU(%) (in Ry) 
folgt. 
b) Zu jeder Zahl « > 0 gibt es eine Umgebung U(z,) von der Eigen- 
schaft, daB aus 
aa C U(2,) (in Rx,) 
die Ungleichung 
o (ag; 2*)<e 
im Hilbertschen Raum folgt. 
Beweis von a). Es sei eine Umgebung U(z,) durch die Bedingungen 
tn, CS (tne; &) (¢=1,2,..., k) 


gegeben. Man wahle N gréBer als alle n,, und « kleiner als alle Ez 
Wenn nun 





or ou 

a ee (#2 — t,)° 
eo (z%; z*) = | 2 ee < ¢ 

n= 
ist, so ist auch 
| a> Pts t,, | 
a a2 — < s. 
Es ist also fiir jedes n, 


| te, — tn, | << en, <eN<e, 
und somit 2 C U(z,). 


Beweis von b). Es sei « >0 gegeben; man wihle N so groB, daB 


co 


x est 


n=N+1 


ist. Dann ist fiir jeden Punkt 2 der durch die Bedingungen 


1, 8 (ef; £2) (¢—=1,2,...,.¥) 


bestimmten Umgebung U von 2, 


o (x; *. et) = | sea <}2 att ° wh. : eS 6 ‘+5 il 


w. z. b. w. 
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§ 2. 
Beweis der Bikompaktheit von R,. 


Vorbemerkung 1. Es sei irgendein Raum RF und eine (abstrakt 
gedachte) Menge M (beliebiger Machtigkeit) gegeben. Es sei ferner a eine 
eindeutige (im allgemeinen nicht eineindeutige) Abbildung von M auf eine 
echte oder unechte Teilmenge a(M) von R. Dann ist fiir jeden Punkt x 
von a(M) eine Kardinalzahl, namlich die Miachtigkeit der Menge aller 
Originalpunkte von x bei der Abbildung a, bestimmt. Diese Kardinalzahl 
nenne ich das Gewicht des Punktes x. Die Summe von Gewichten aller 
Punkte einer Teilmenge von a(M) soll das Gewicht dieser Teilmenge heiBen. 

Wenn é ein Punkt von 2 ist, so nennen wir ihn Konzentrationspunkt 
von M (in bezug auf a), wenn, wie auch die Umgebung U(é) von é ge- 
wahlit sei, das Gewicht der Durchschnittsmenge U(é)-a(M) gleich der 
Machtigkeit von M ist. 

Die Menge aller Konzentrationspunkte von M in bezug auf a ist eine 
in R abgeschlossene Menge, die wir durch {[M], bezeichnen werden. 

Wenn RF bikompakt ist, so besitzt jede unendliche Menge M in bezug 
auf jede Abbildung a mindestens einen Konzentrationspunkt (Beweis mit 
Hilfe des Borel-Lebesgueschen Satzes ohne Schwierigkeit zu fiihren). 

Im folgenden wird diese Bemerkung unter der Voraussetzung, daS 
R ein abgeschlossenes Intervall ist, benutzt. 


Es sei Z irgendeine unendliche Teilmenge von R,, deren Machtigkeit 
mw, sein mége. Indem man die Gesamtheit der ersten Koordinaten 
aller Punkte von Z betrachtet, erhalt man eine eindeutige Abbildung a, 
von E£ auf die Einheitsstrecke; wir bezeichnen durch tf einen (beliebig, 
aber eindeutig gewahlten) Konzentrationspunkt von Z in bezug auf a,. 

Es seien jetzt die reellen Zahlen 


 - or ae (0<t,<1) 
fiir alle « < «, definiert (dabei ist «, eine beliebige Ordnungszahl unter w’, 
und @* die erste Ordnungszahl von der Miachtigkeit +), und zwar so, daB 
folgende Bedingung erfiillt ist. 
(A) Wenn Ex die Menge aller Punkte von EZ bedeutet, deren «-te 
Koordinate ¢, der Ungleichung | t, — t2} <= geniigt, so hat der Durch- 
schnitt eines beliebigen endlichen Systems 


Ey, -E,2-...-Eat (4, Sa,5...54,< a) 


die Machtigkeit m. 
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(Fiir a, = 2 ist die Bedingung (A) erfiillt, weil dann 


¢=a4=—...=a,=—1 


ist und £,"-E.°-...-Eg*=E}, wo » die groBte unter den Zahlen 
Ty, Mg, --+, M ist; die Menge EZ, hat offenbar die Miachtigkeit m, weil 
t? ein Konzentrationspunkt von £ ist.) 

Es sei jetzt a die Abbildung von R, auf die Einheitsstrecke, die da- 
durch entsteht, daB man jedem Punkte von R, seine a,-te Koordinate 
entsprechen laBt. 


Man betrachte alle abgeschlossenen Mengen von der Gestalt 
[Z,; - £ : E,.: > Ent), — Faas... ey ? 
wobei wie immer ¢, < @,<... 5 a,< a, ist. 


Ich behaupte, daB je endlichviele unter den Mengen F,",""'';* einen 
nicht leeren Durchschnitt haben. Es seien in der Tat 


zits oh pth oat aa}...0) 
1 , 2.32 > 2 niin: ava a 
ni my. ME My Me my my + Mey 


beliebig gegeben. ecte | ist 


(1) [ei =] ‘whey 


f=1 nny. k; imi My 
Nun ist aber (wie die Mengen A und B gewahlt sein mégen) stets 
[A],- [B), > [A- B),. 
Aus dieser Bemerkung und der Identitat (1) folgt somit 
h 7 a! 
(2) | aim > (Ie), 
t=1 a ie ate t=1 j=1 " Ja 


Es gilt ferner vermége der Bedingung (A): 


(3) Macht. von (I IT ®: ‘| =m 


i=1 j=1 
woraus folgt, daB 


; 
(IT Ir 8! 
i=1 j=1 
und insbesondere 
h a 
a; a) ain a, 
ni ng...mf 
nicht leer ist. 
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Da je endlichviele unter den Mengen Fy'n?/!n, (@, 5% <...5a,<a@,) 
einen nicht leeren Durchschnitt haben, so haben alle diese Mengen (die ja 
abgeschlossene Teilmengen der Strecke 0 << ¢<1 sind) mindestens einen 
Punkt gemein. Einen beliebig (aber eindeutig) gewahlten unter den Punkten 
der Durchschnittsmenge aller roo---s bezeichnen wir durch #2, und 
man zeigt leicht, daB die Bedingung (A) fiir alle «, Ca, <...ca,<a,+1 
erfiillt ist”). 

Auf diese Weise bestimmt man fiir jede Ordnungszahl « < w' einen 
Punkt #; der Strecke 0 <t<1. Man betrachte jetzt den Punkt x, von 
R, mit den Koordinaten 


0 


a a (@< aq"): 
wo = {81 , tes -20y bay oee}- 

Ich behaupte, daB x, ein vollstindiger Haiufungspunkt der Menge 2 
ist. In der Tat enthalt eine beliebige Umgebung von 2, Us'a..u;" (2) 
die Menge EF," - E,°-...- Eq, die (vermége der Bedingung (A)) die Mach- 
tigkeit m hat, w. z. b. w. 

§ 3. 
Beweis der Satze I und II. 

Um die Satze I und II zu beweisen, geniigt es zu zeigen: 

1. daB jede Teilmenge eines bikompakten Raumes vollstandig regular ist; 

2. daB jeder vollistindig regulire Raum R mit einer Basis von der 
Machtigkeit t einer Teilmenge von R, homéomorph ist. 

Die erste Behauptung folgt daraus, daB die vollstandige Regularitit 
eine im Urysohnschen Sinne transitive Eigenschaft ist, d.h. daB eine Teil- 
menge eines vollstandig reguliren Raumes, als Raum betrachtet, selbst 
vollstiindig regulir ist. Es sei in der Tat R eine Teilmenge eines voll- 
stindig reguliren Raumes R*. Ist nun 2, ein Punkt und A eine mu x, 
fremde in R abgeschlossene Menge, so gibt es eine in R* abgeschlossene 
Menge A* derart, daB A= R-A*. Da R* volistandig regular ist, kann man 
dort eine stetige Funktion f(z) erklaren, die folgenden Bedingungen geniigt: 


f(z) =9, 
f(z) =1 fir alle zc ri 
0<f(x) <1 fiir alle iibrigen Punkte. 


*) Es seien in der Tat 


EN, Bat, ---, Bae 
gegeben. E* = EM. Ey. my EN hat die Miachtigkeit m, und ae ist ein Kon- 
zentrationspunkt dieser Menge in bezug auf a; daraus und aus der Definition von 
E,° folgt dann unmittelbar, da8 bei jedem n, E*. Bi von derselben Machtigkeit m ist. 
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Die Menge A ist in der Menge A®* enthalten, also ist fiir alle ihre 
Punkte f(2)=1. Betrachtet man die Funktion f(z) nur in Punkten 
von R, so geniigt sie allen aufgestellten Bedingungen, womit die voll- 
stindige Regularitét von R bewiesen ist. 

Bemerkung 2. Ist R ein vollstindig regulérer Raum, so gibt es 
fiir jeden Punkt x, und jede seine Umgebung U(z,) eine andere Um- 
gebung desselben Punktes V(z,) derart, daB eine stetige Funktion f(x) 
sich erkliren laBt, so dab 


{ f(z) =0, wenn xc V(a,), 
f(z)=1, wenn eC R—U(z,), 
0<f(x)<1 _ fir alle iibrigen Punkte von R. 


Um letztere Tatsache zu beweisen, erklare man im Raume R eine 
stetige Funktion f*(x) dadurch, da8 man 
| f(z ») = ae 0, 
. (z2) =1, wenn xC R—U(z), 
| o 0<f*(x) <1 in allen iibrigen Punkten von R 


setzt. 

Die Funktion f(x) ist stetig, es gibt also eine Umgebung von 2,, 
V(a,), fiir deren Punkte f* (x) <4. Dann kann man eine Funktion f(z) 
z. B. folgendermaBen definieren : 


og ) , falls f*(x) = 
f(a 
i 


(z) = 
)= , falls f*(x)< 
ane (x) — 5), falls LOE as 

Der Beweis der Behauptung 2 geschieht nunmehr mit* Hilfe einer 
von Urysohn zum Beweis eines seiner Metrisationssitze angewandten Me- 
thode. Es sei R ein vollstandig regulirer Raum mit einer Basis 8 von 
der Machtigkeit +. Ein Paar zur Basis § gehérender Umgebungen (U, V) = 
soll kanonisch heiBen, falls U>V ist und eine stetige Funktion f(x) im 
Raume R bestimmt werden kann, die in V verschwindet, in R —U gleich 1 
ist und iiberall in R der Ungleichung 0 < f(x) <1 geniigt. 

Es seien 

a er See (a<o") 
alle kanonischen Paare*) und 


*) Die Machtigkeit der Menge aller kanonischen Paare ist héchstens gleich der 
Michtigkeit der Basis; sie kann aber auch nicht kleiner sein, weil (vermége der Be- 
merkung 2) jedes U aus 8 mindestens in einem 2 vorkommt; die Michtigkeit aller 
kanonischen Paare ist also genau r. 
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fi» fos soe a?*** (a < w*) 


die ihnen entsprechenden stetigen Funktionen. 
Wir lassen nun einem Punkt xc R den Punkt 


f(a) = o® am {6,, by, 005 bar ooo} 


entsprechen, wo t,=/,(x). Die dadurch bestimmte Abbildung von R auf 
eine Teilmenge R* von R, ist eineindeutig. Sind in der Tat x und y ver- 
schiedene Punkte von R, so gibt es zunichst eine Umgebung U, die z, 
aber nicht y enthalt; vermége der Bemerkung 2 gibt es sodann eine in U 
enthaltene Umgebung V von z, so daB U und V ein kanonisches Paar 
x,=(U,V) bilden. Somit ist f,(x)=—0, wahrend f,(y)=1 ist; die 
Punkte z* und y* sind also verschieden. 

Die Abbildung z* = f(x) ist beiderseits stetig. 

1. Es sei z, ein Punkt, 

f(t») = xo = {t, | RP ‘on 

sein Bildpunkt in R*, U(x.) = U2*.2* eine beliebige Umgebung letz- 
teren Punktes. Um die Stetigkeit der Funktion z*= (x) nachzuweisen, 
geniigt es eine den Punkt x, enthaltende offene Menge G zu finden, dessen 


Bild /(@) in U(z) enthalten ist. Man beachte zu diesem Zwecke die 
Menge Gi’ aller Punkte zx von R, fiir die 


(1,) to — =< fa(2) < t+ (1<i<k) 


ist; da f,(x) stetig ist, so ist Gj eine offene Menge; da auBerdem 
fa, (%) = ta, ist, so ist 2, CGM. Es geniigt jetzt 


G=G".Gm.....Qe 


zu setzen. G ist eine offene Menge und fiir z C @ sind alle Bedingungen (1,) 
erfiillt, dh. es ist f(z) CU(azj); da iiberdies 2 C @ ist, ist unsere Be- 
hauptung bewiesen. 

2. Um die Stetigkeit der Umkehrungsfunktion 2 = f~*(x*) zu beweisen, 
zeigen wir, daB fiir jede U(2,) sich eine U(2,") finden laBt, fiir welche 
f-* (U(xs)) C U(a,). Letztere Bedingung heiBt aber nichts anderes, als 
da8 aus 

y C R—U(2,) 
y* C R* —U (ae) 


folgen soll. Es ist nun U(2,) beliebig gegeben; man bestimme ein V s0, 
daB z,¢ V und (U,V) ein kanonisches Paar, und zwar 2, = (U, V) ist; 
dann ist aber f,(z,)=0; f,(y) =1 fiir jedes yC R—U, dh. die a-te 
Koordinate von 2, ist gleich Null, die «-te Koordinate eines jeden Punktes 
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y* fir yc R—U ist dagegen gleich 1. Wenn jetzt U(x) =U; gesetzt 
wird, so folgt aus yc R—U/(a,), daB die «-te Koordinate von y* gleich 1; 
also > ist; y* liegt somit auBerhalb von U(2;‘). 

Die Homéomorphie der beiden Raume R und R® ist hiermit nach- 
gewiesen. Dadurch sind aber auch die beiden Satze I und II bewiesen. 


§ 4. 
Konstruktion von Beispielen. 


In diesem Paragraphen will ich zeigen: 

1. daB es vollistandig regulire Raume gibt, die nicht normal sind, und 

2. daB es regulire Raiume gibt, die nicht vollstandig regular sind. 

Ich konstruiere zunachst einen Raum S folgendermaBen. Die Punkte 
x von § sind Paare («, 8), wobei « und # Ordnungszahlen sind, und zwar 
durchlauft « alle Werte <, und f alle Werte <w. Wenn 2, = (a,, f,) 
(l<a,<o,, 1S f,Sa@) ein Punkt von S ist, so erhalt man eine be- 
liebige Umgebung U,'4(%,) 0 < a’ <a, 0< <8, dadurch, daB man alle 
x = (a; B) betrachtet, fiir die «’<a<a,, B’< B< B, ist. 

Wie leicht ersichtlich, ist S ein bikompakter Raum. 

Man bezeichne nun durch § den Raum, der aus S durch Tilgen des 
Punktes (w,, @) entsteht. Als Teilmenge eines bikompakten Raumes S§ ist S 
vollstindig regular; andererseits ist aber S nicht normal, weil die beiden 
abgeschlossenen und zueinander fremden Teilmengen von S 


_f (@,@) \ _ f (@,8) \ 
es we TH) ae cu 


durch keine zwei zueinander fremde Gebiete getrennt werden kénnen. Es 
gilt sogar die scharfere 

Behauptung I. Wenn G ein die Menge Y, = t. ip ny enthalten- 
des Gebiet ist, so gibt es ein «, < w, derart, daB G alle Punkte X,,, = {«, w}, 
“, [a<a,, enthilt. 

In der Tat gibt es fiir jeden Punkt x =(m,, #8) eine Day, 6 (2) CG; 
also sind insbesondere alle x =(«, 8) a>a, in G@ enthalten. Da die 
Menge aller «, abzahlbar ist, gibt es eine Zahl a, die kleiner als w, und 
gréBer als alle «, ist. Somit sind alle Punkte («,f), «>a, nl p<om 
in G und alle Punkte (@, w), «>a, in G enthalten, w. z. b. w. 

Ein regularer Raum ist (vermége des Satzes II) dann und nur dann 
vollstandig regular, wenn er in einen bikompakten Raum eingebettet werden 
kann. Da jeder bikompakte Raum regular ist, so folgt aus dem soeben 

Mathematische Annalen. 102. 86 
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Gesagten, daS ein nicht bikompakter regulirer Raum, der in bezug auf 
regulare Punkte abgeschlossen ist, sicher nicht vollstandig regular ist. 
Bevor wir einen solchen Raum konstruieren, machen wir die folgende 


Behauptung II. Wenn @ ein die Mengen 


gulf @O) | ¥ of er) 


la, << a@<o,J’ mo Ving < B < of 
enthaltendes Gebiet in S ist, so ist S—G@ (als Relativraum in S be- 
trachtet) bikompakt. 
In der Tat ist 
S—G=S-—G 


(wobei G = G+ (w,, @) ist), woraus unsere Behauptung folgt. 
Es sei jetzt R* ein topologischer Raum, der dadurch entsteht, da 
man die Vereinigungsmenge von abzahlbar vielen Exemplaren 


+1 +2 yk 
gee eee ae 


von S betrachtet. Wir bezeichnen die Punkte von S* durch (a, )*, die 
Mengen X, und Y, von S* durch X* bzw. Y; usw. Man betrachte ferner 
die stetige Zerlegung®) von R* in (héchstens aus zwei Punkten bestehende) 
Mengen X, wobei 


X entweder ein Punkt («, B)*, «+w,, B+mw von R 


oder ein Punktepaar [(,, 8)°"~*, (w,, 8)°"], n=1, 2,... 


Qn 


oder ein Punktepaar [(«, @) atecei 


, (a, w) n=1,2,... 


ist. Der durch diese Zerlegung induzierte Raum ist, wie leicht ersichtlich, 
ein regularer Raum R**). Jedem Punkte («, 8)* von R* entspricht ein 
Punkt (a, p)** von R*, ebenso entsprechen die Teilmengen S* bzw. X* 
bzw. y- von R* Teilmengen S** bzw. xe bzw. te von R*. 

Wir konstruieren endlich einen Raum 


R=R*+é 
dadurch, daB wir einen neuen Punkt & mittels der Umgebungserklarung 
. * m . * I. \ 
U,(é)=§ +(R* — 3 S8**) (m = 1, 2,...) 
. k=1 


einfiihren. Man zeigt ohne Schwierigkeit, daB R ein regularer Raum ist. 
Ich behaupte, daB R in bezug auf alle reguléren Punkte abgeschlossen ist. 


*) Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), S. 557 (§ 4). 
*”) Man kénnte sagen, daB R* aus R* dadurch entsteht, daB man in R* die 
Punkte (@,, 8)*"~* bzw. («, w)** mit (w,, 8)*" bzw. (a, w)®*** identifiziert. 
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Um dies zu beweisen machen wir die folgende 


Behauptung III. Es sei @ ein Teilgebiet von S, welches die 
Menge X,, enthalt; es gibt dann eine natiirliche Zahl nm, von der Eigen- 
schaft, daB G aile Punkte (w,, 8), n) < 8 <  (d. h. die Menge Y,, enthilt. 

Es existiert in der Tat fiir jedes = (a, wm), a > a@,, eine Us’, », (x) CG; 
infolgedessen sind alle («, 8), n,.< 8<, in @ enthalten; da es nur ab- 
zihlbar viele verschiedene n, gibt, gibt es ein n»<@, so daB fiir unab- 
zihlbar viele « alle (a, 8), n»<{2<, in G enthalten sind; dann sind 
aber alle (w,, 8), n» <8 <, in G enthalten. 

Es sei jetzt 

R+~y 
ein regularer Raum. Dann gibt es zwei Umgebungen U(f) = Uy(£) und 
V(), so daB 
U(E)-V(n) =0 
ist; wir diirfen dabei stets voraussetzen, daB N gerade ist. Man konstruiere 
ferner 


V,(n) CV (m),---> Veeas(2)CVq(m),--. (m==1,2,...) 


und setze 
G,, — R ae VC) 
Dann ist 
(0) G,,C R—V,,(n)C R—V,,,,() < G,,.,;- 
AuBerdem ist 
(1) G, > Uy(é) > Py ge, 
k= N+1 
so daB 
y N yek | 
V(») C2 wi +4 
ist. 


Aus (1) folgt weiter, daB 
ee wate 


also auf Grund der Behauptung III existiert ein n,, so daB 


al 7*N+1 7% N 
G,>Ye*—¥ 


nm, 


und also (vermége (0)) 
a> i. 
Aus der Behauptung I folgt sodann, daB es ein a, gibt, so dab 
e565" <x. ~. 
Daraus folgt weiter (nach Behauptung III), daB 


54.55. =k 7, 
36* 
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was (nach Behauptung 1) 
G,>G,> xs7-* 
ergibt. 
Eine wiederholte Anwendung der beiden Behauptnngen I und III 
schlieBt mit 
Gy +2 > | te + Xone: . 
Nun ist 


Vy+eC R — Gye. 


Da aber Gy.» samtliche | a und el k < N und samtliche s*" 
m>N-+-1 enthalt, so ist Vy,2() in einer nach Bemerkung II bikom- 
pakten Teilmenge von R* enthalten, was aber nur dann méglich**) ist, 
wenn » in Vy,e und somit in R-+ 7» isoliert ist; damit ist die Ab- 
geschlossenheit von R* in bezug auf regulire Punkte bewiesen. 

Es sei hierzu noch bemerkt, da8 durch das soeben konstruierte Bei- 
spiel eine von Alexandroff und Urysohn (a. a. 0. 8S. 266) gestellte Frage, 
ob jeder regulire nicht absolut abgeschlossene Raum sich zu einem eben- 
falls regularen Raum durch Hinzufiigung eines nicht isolierten Punktes er- 
weitern laBt, eine volle (und zwar negative) Antwort erhalten hat. 


§ 5. 
Beweis des Satzes III. 


Der Beweis des Satzes III beruht auf der Betrachtung von Zer- 
legungen**) der Raume R, in zueinander fremde abgeschlossene Mengen: 
es wird sich namlich zeigen, da8 die absolut abgeschlossenen Raume, deren 
Existenz im Satze III behauptet wird, durch Zerlegungen der Raume R, 
bestimmt werden. Bei der Untersuchung dieser Zerlegungen werden wir 
folgende von Alexandroff a. a.O. bewiesene Tatsache benutzen: ein durch 
eine Zerlegung eines bikompakten Raumes RF bestimmter Raum R* ist ein 
topologischer Raum; wenn F# eine Basis von einer Machtigkeit < m besitzt, 
so gilt dasselbe auch fiir R*. **) 

Es sei R ein topologischer Raum mit einer Basis 8 von der Michtig- 
keit <1. Der Satz III wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben werden, 
daB es eine Zerlegung von R, gibt, die einen absolut abgeschlossenen 





4) Alexandroff und Urysohn, 8. 263, Satz V. 

**) Im Sinne von Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), § 3 (S. 556—557). Es sei 
hier ausdriicklich erwihnt, daB wir (der Alexandroffschen Definition entsprechend) 
beliebige allgemeine und nicht notwendig etwa stetige Zerlegungen betrachten. 

1#) Bei Alexandroff ist diese Behauptung explizite nur fiir stetige Zerlegungen 


und m= x, (8. 262, Satz V und § 13) bewiesen. Der Beweis gilt aber wortlich auch 
in unserem allgemeinen Falle. 
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Raum bestimmt, welcher eine dem Raume R homéomorphe Teilmenge 
enthalt. Wir gehen jetzt zum Beweise letzterer Behauptung iiber. 

Es sei X, eine auf der Einheitsstrecke liegende abgeschlossene Menge. 
Im folgenden werden wir die Mengen X = {X,, X,,...,X,,...} des 
Raumes R_ betrachten, die aus allen Punkten += {t,, t,,...,¢,,...} be- 
stehen, fiir die t,¢C X, ist. Die Mengen X sind abgeschlossen. In der Tat, 
wenn a, = {t, Sx, Qua nicht zu X gehdért, so ist wenigstens fiir 
ein & 

e(ti, X,)=d>0 

(die Entfernung auf J, gemessen). Dann enthialt aber seine, durch die 
Bedingung t,c 8 (t2, 5) bestimmte Umgebung keinen Punkt der Menge X; 
zx, ist somit kein Haufungspunkt von X. 

Jetzt wollen wir diejenigen Mengen X, die als Zerlegungseinheiten 
von R, auftreten sollen, definieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wir fiir 


éin beliebiges Gebiet G des Raumes R zwei Funktionen ~(x) und y(zx) 
durch die Vorschrift 


-, 0 falls 4coG _ te _§0 falls «CG 
pa(X)=11 salts 2c@: ve(X)= 11 fants eC R—G. 


Fiir jeden Punkt des Raumes ist yg(x)< ye(z). Man sieht auch 
leicht, daB, wenn gg (x,) = we(x) ist, eine Umgebung U(2z,) des Punktes 2, 
existiert, fiir deren jeden Punkt y ¢ U(z,) 
pa (y) = ve(¥) = Pa(%) = Ya (po) 
ist. 

Es seien 


a ae (a < w) 


a 


die Elemente der Basis 8 des Raumes R. LEinfachheitshalber setzen wir 
~,(%)=Pug(%) und y,(x) = yy, (zx). 


Es sei ferner X, (2) die Gesamtheit aller der Bedingung ¢, (x) <t <y, (x) 
geniigender reeller Zahlen und 


X (x) = {X, (x), X,(x),...,X,(x),..-}. 

Wenn x und y verschiedene Punkte von FR sind, so gibt es eine U, 
so, daB xc U,, yc R—U,, woraus folgt, daB X(x) und X(y) zueinander 
fremd sind. 

Wenn die Vereinigungsmenge = der (fiir alle Punkte 2 von R) be- 
stimmten X(z) nicht mit dem ganzen Raum R, identisch ist, betrachten 
wir alle Punkte von R — = als neue Zerlegungseinheiten, so daB schlief- 
lich der ganze Raum R, in zueinander fremde abgeschlossene Mengen zer- 
legt wird: R.= 5) X. Diese Zerlegung ist durch den Raum 8 allein ein- 
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deutig bestimmt und soll deshalb als die Zerlegung ¢(R,, R) bezeichnet 
werden. Der durch ¢(R,, R) bestimmte Raum soll R* heiSen. Die Zer- 
legung ¢(R,, R) induziert aber auch eine, im allgemeinen unstetige Ab- 
bildung von R, auf R*, die wir durch m bezeichnen werden: R* = y(R,). 
Die Punkte von R* werden wir durch x* bezeichnen. Da jedem Punkte 
xR eine Menge X, d.h. ein Punkt x* = f(x) zugeordnet ist, sind wir 
im Besitze einer eineindeutigen Abbildung x* = f(x) des Raumes R auf eine 
(echte oder unechte) Teilmenge R* von R*. Wir werden zeigen, daB diese 
Abbildung eine Homéomorphie ist. Dazu brauchen wir aber eine bequeme 
Zasis des Raumes R.*. 


Es sei G2" 2; (z,) die Gesamtheit aller Punkte x = a ee 
von R,, fiir die t,, ¢ S(Xz, (ap); sd ist. Gi ak ist ein Gebiet. Es sei 


ferner Vivi" a, (aX) die Gesamtheit aller z* die, als Mengen X betrachtet, 
in Gre liegen. Ich behaupte, daB die Vi eine Basis bilden. 


@,Gq...ap 


Um es einzusehen, geniigt es zu zeigen, daB man fiir jedes Gebiet G > X, 


ein Gebiet Git" 7\ (a) finden kann von der Eigenschaft, da 
f gq” iT ~” Y 

\ 1) X, »< ce. ms a G 

ist. 


Um dieses Gaver i ga konstruieren, wahle man fiir jeden Punkt 


" 2msy,2ms 2m, , : : z El z z z z 
xc X, eine U,,- ; *(x), wobei die a, @,..., @;, Mi, M3, ..., Mm 


% 


durch die belie 


msm, ....™ 
i 2° i / 
Das, af,..c0f ' (x) ¢ G 


bestimmt sind. Auf diese Weise entsteht eine Uberdeckung der abge- 
schlossenen Teilmenge X, von R.; nach dem Borel-Lebesgueschen Satze 
kann man diese Uberdeckung durch eine endliche Teiliiberdeckung ersetzen. 
Es seien «,,@,,...,@, alle bei den Elementen dieser Uberdeckung auf- 
tretenden untere Indizes und 2m, der gréBte unter den zu «; gehdrenden 
oberen Indizes. Dann ist 

Coe” CG. 


Es sei in der Tat §={t,, t,, ...,t,,...} ingendein Punkt von eg sie 


FOty, Bay... Hy 
io 0 1 ‘ 
Es ist |t.,—ta,|< on, wobei 
ony 
0 ,0 0 
i: 4 a a 
2 il -» mg 
ein Punkt von X, ist; nun ist aber z, in einer bestimmten U,2 42, * az (x) 


mit «= {tf, ty,...,ta,...} enthalten. Alle ay, a:,..., ag kommen unter 
den @,, @,.-.,@, vor und es ist 


1 
2m? 














zr 0, 1,0 é 
ag — taz| + | taz— taz| << 2- 


ltaz—taz| S 





—. 
nj 
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Daraus folgt, daB die Koordinaten von & allen die Umgebung phe ae * x) 
bestimmenden Bedingungen geniigen und also 


Ee mie mges ME 
$\ Det ad.....0f CG 
ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die eineindeutige Abbildung 

R* = f(R) 
in beiden Richtungen stetig ist. 

Der Beweis vollzieht sich in zwei Schritten. 

I. Es sei U(ag') = View a," (ae*) beliebig gegeben. Man betrachte 
ein X,,(%)- Wenn qa,(2%) = Wa, (%,) ist, so gibt es (wie bei der Defini- 
tion der Funktionen y und y erwahnt wurde) eine U(z,) in R — nennen 
wir sie W,, — derart, daB fiir simtliche z ¢ W,,(z,) 


Pa; (x) = Wa, (2) Fa (z,) o 3 Yu; (Xp) 
ist, es ist m. a. W. 
Xa, (x) = Xa, (Xo) 
und also um so mehr 
Xz,(x) € 8 (Xa,(a%9); —) 
fiir alle x C W.,(2,). ‘ 
Wenn aber X,,(z,) die ganze Einheitsstrecke: ist, so ist fiir jeden 
Punkt zc R 


Xaj(2) ¢ 8 (Xei(%0)s 5) 


und wir setzen dementsprechend W,,(x,) = R. 
Es sei jetzt U(a,) eine im Gebiete 
Wa, (2%) Wa, (%q)+--.+ Way (Lo) 
enthaltene Umgebung; offenbar ist dann fiir jeden Punkt xc U(a2,) und 
jedes ¢ —1,2,...,k 
eae 1 
X,,(#) € S (Xa, (a9); =); 
diese Tatsache bedeutet aber gerade, daB 
f(x) C Varian... ax (20"), 
sobald x C U(z,). 

II. Es sei eine beliebige U(z,) =U, gegeben; um die Stetigkeit der 
Umkehrungsfunktion f~*(x*) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf fiir 
jeden Punkt z* von R*, der in V. (ag*) liegt, f~*(xz*) CU, ist. Nun ist 
aber ~, (2) = y, (2%) = 0, also besteht X,(2,) aus dem einzigen Punkte 0. 
Wenn f-*(2*) =a C R—U, ware, ware y,(2) =1, also kénnte auch x* 
definitionsgema8 nicht zu V, (a¢*) gehéren. 
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Die Homéomorphie zwischen R und R* ist hiermit bewiesen. Da 
R*< RE ist, haben wir noch zu zeigen, daB R* ein absolut abgeschlossener 
Raum ist. Dazu brauchen wir aber folgende zwei Bemerkungen zu machen: 

1. Es gibt fiir jeden Punkt x, = {t;, t?,..., #2,...} von R, abzahl- 
bare Punktmengen A, die zu diesem Punkte konvergieren, und zwar solche, 
daS unter den Koordinaten der Punkte von A weder 0 noch 1 vorkommt. 


Wir brauchen in der Tat z. B. die Punktmenge 2, = {t;”, t2”,..., 12", ...} 

_ 9 . fe Bs tg = > 
(n =1, 2,...) zu nehmen mit t, = t, ry ———r, 
falls ¢,°.—0. Von einer solchen Folge sagen wir, sie konvergiere regel- 
maBig gegen z,. 


falls 2+ 0 und 1” = 





Sind alle Koordinaten eines Punktes z, von 0 und 1 verschieden, so 
ist z,C R— <= und somit ist y(z,)—2z,; wenn zx, regelmaBig gegen zx, 
konvergiert, so konvergiert auch g(z,) gegen (a,) (weil ja auch 
Pr (z,,) =i ist. 

2. Die den Raum R* bestimmende Zerlegung von R, ist im allge- 
meinen nicht stetig**). Es kann also vorkommen, da8 fiir eine Umgebung 
U(ag') in R* die Menge y~*(U) die Menge X,=—~*(z*) nicht im 
Innern enthalt; dagegen existiert ein Teilgebiet G von R, von der Eigen- 
schaft, daB 


ausfallt. Es geniigt in der Tat, fiir @ das der Definition von U(a") zu- 
grunde gelegtes Gebiet *®) zu wahlen. Es sei x ein beliebiger Punkt von G, 
X,,%q, +++) Lyy--. eine gegen x regelmaBig konvergierende Folge. Da 
¢ (x,) = x, ist, so ist p(x) C U(ag'), also p(x) C U(ae"). 

Um jetzt die absolute Abgeschlossenheit des Raumes RF zu beweisen, 
geniigt es nach einem Satze von Alexandroff und Urysohn**) zu zeigen, 
daS man aus jedem den Raum R* iiberdeckenden System von Umgebungen 
{U} ein endliches Teilsystem U,, U,,..., Uy so wahlen kann, daB 


U,+0,+...+0,=R* 


ist. Man betrachte zu diesem Zwecke die der Definition von {U} zugrunde 
gelegten**) Gebiete G in R,. Da R, bikompakt ist und die {@} eine 








4) Aus dem Satze IJ und dem unter”) zitierten Satz von Alexandroff folgt 
vielmehr, daB unsere Zerlegung nur dann stetig sein kann, wenn der gegebene Raum 
regular ist. 

15) Alexandroff, a. a. O. § 3, S. 537. 

16) Alexandroff und Urysohn, Zur Theorie der topologischen Raiume, Math. 
Annalen 92 (1924), S. 262, Satz II. s 

17) Alexandroff a. a. O. § 3, S. 587. 
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Uberdeckung von R, bilden, lassen sich endlichviele unter den {G} — 
etwa G,, G,,..., Gy — so wahlen, daB 


G,+G,+...+Gy=R, 
ist. Dann ist 
y (G,) + 7(G,) +... + p(Gy) =R?; 


nach dem soeben Bewiesenen ist aber »(G) CU, so daB 


U,+0,+...4+0,y 
erst recht den ganzen Raum RE ausfiillt. 

Dadurch ist die absolute Abgeschlossenheit von R* und mithin auch 
der Satz III vollstandig bewiesen. 

Ich méchte hervorheben, daB die von Alexandroff und Urysohn seit 
langem gestellte Frage, ob jeder topologische Raum als iiberalldichte Teil- 
menge eines absolut abgeschlossenen Raumes betrachtet werden kann, durch 
den soeben bewiesenen Satz keine Antwort erhalten hat**), da man nicht 
weib, ob die Menge R*c R*, als Raum betrachtet, absolut abgeschlossen 
ist. Auch die Frage, ob man alle topologischen Raume, die Basen von der 
Machtigkeit t besitzen, in einen und denselben absolut abgeschlossenen Raum 
einbetten kann, bleibt unentschieden. 


18) Eine abgeschlossene Teilmenge eines absolut abgeschlossenen Raumes braucht 
nicht (wie elementare Beispiele zeigen) absolut abgeschlossen zu sein (siehe Alexandroff 
und Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verh. Kon. Ak, 
Amsterdam, Deel XIV, No. 1 (1929)). 


(Eingegangen am 6. 1. 1929.) 











Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 
Zweiter Teil’). 
Klasseninvarianten von Abbildungen. 
Von 
Heinz Hopf in Berlin. 


Brouwer hat in seiner grundlegenden Arbeit Uber Abbildung von 
Mannigfaltigkeiten“*) den Abbildungsgrad durch den Beweis des folgenden 
Satzes eingefiihrt: Wenn eine zweiseitige, geschlossene, gemessene n-dimen- 
stonale Mannigfaltigkeit u auf eine gemessene n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit uu’ eindeutig und stetig abgebildet wird, so existiert eine bei 
stetiger Modifizierung der Abbildung sich nicht dndernde endliche ganze 
Zahl c mit der Eigenschajft, daf die Bildmenge von wu jedes Teilgebiet 
von mu’ im ganzen c Male positiv iiberdeckt. Ist u' einseitig oder offen, 
so ist c stets gleich Null.“ Dabei ist, wie aus dem Beweis des Satzes 
hervorgeht, der ,, Abbildungsgrad“ c im ,algebraischen“ Sinne als An- 
zahl der positiven Bedeckungen aufzufassen, d. h. er ist die Anzahl der 
positiven Bedeckungen vermindert um die Anzahl der negativen Be- 
deckungen. Der Grad dndert sich, wie der Satz besagt, nicht, wenn die 
gegebene Abbildung f stetig modifiziert wird, er ist also eine Invariante 
der durch f bestimmten , Abbildungsklasse“; die ohne Beriicksichtigung 
von Vorzeichen bestimmte Anzahl der glatten, d. h. eineindeutigen, Be- 
deckungen eines Gebietes durch die Bildmenge dagegen ist weder auf py’ 
noch in der Klasse konstant; iiber sie kann man von vornherein nur aus- 
sagen, daB sie niemals kleiner als |c| sein kann. So entsteht folgende 
Frage: ,,G@ibt es in der durch f bestimmten Abbiidungsklasse eine Ab- 


*) Erster Teil: Neue Darstellung der Theorie des Abbildungsgrades fiir topo- 
logische Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 100 (1928). Im folgenden als Teil I“ 
zitiert. 

*) Brouwer, Cher Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 (1911). 
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bildung f’, bei der die Bildmenge ein Gebiet von mu’ nicht nur ,,algebraisch“, 
sondern auch ,,geometrisch“, d.h. in bezug auf eine Abzdhlung, die auf 
Vorzeichen keine Riicksicht nimmt, |c\-mal bedeckt? Die Beantwortung 
dieser Frage, auf deren Bedeutung ich durch Herrn Alexandroff hingewiesen 
worden bin, bildet das eigentliche Ziel dieser Arbeit. 

Die Frage ist zu bejahen, wenn wu und yw’ orientierbar sind. Dies wird 
unten fiir den Fall n+ 2 bewiesen, wahrend der Fall n — 2, der sich 
unserer Beweismethode entzieht, in demselben Sinne von H. Kneser erledigt 
worden ist*). Wenn also beide Mannigfaltigkeiten orientierbar sind, so laBt 
sich der Grad seinem Betrage nach charakterisieren als die innerhalb der 
vorgelegten Abbildungsklasse médgliche Mindestzahl glatter Bedeckungen 
eines Gebietes von mu’ durch die Bildmenge, — eine Tatsache, die die von 
Brouwer in einer spateren Arbeit‘) bewiesene topologische Invarianz des 
Grades in Evidenz setzt. 

Diese Ubereinstimmung des Grades mit der soeben genannten Mindest- 
zahl besteht aber offenbar nicht, wenn yu’ nicht orientierbar ist; denn dann 
ist ja nach dem am Anfang zitierten Brouwerschen Satz immer c = 0, 
wahrend die fragliche Mindestzahl z. B. bei der Abbildung einer Kugel auf eine 
projektive Ebene, bei der das Bild der ersteren als unverzweigte zweiblattrige 
Uberlagerungsflaiche iiber letzterer liegt, wie man leicht erkennt, 2 ist. Hier 
ist also die Aufgabe zu lésen, diese Mindestzahl, die ihrer Definition nach 
eine Klasseninvariante ist, mittels Eigenschaften der vorgelegten Abbildung f 
zu bestimmen, und dieselbe Aufgabe tritt auf, wenn auch yu nicht orientier- 
bar, der Grad also gar nicht definiert ist. Man wird versuchen, fiir diese 
Fille eine dem Grade ahnliche Zahl zu erklaren, von der sich nachtraglich 
zeigen laBt, daB sie fiir die in der Klasse méglichen Bedeckungszahlen die 
Minimaleigenschaft hat, die nach dem oben Gesagten im Fall orientierbarer 
Mannigfaltigkeiten dem Grade zukommt. Dies wird unten durchgefiihrt; 
die Klasseninvariante, die die Rolle des Grades iibernimmt, wird als ,Ab- 
solutgrad“ bezeichnet und ist im Falle geschlossener orientierbarer Mannig- 
faltigkeiten mit dem absoluten Betrag des Grades identisch; fiir ihre 
Definition ist unter anderem eine feinere Einteilung der Abbildungen nicht 
orientierbarer Mannigfaltigkeiten in ,,orientierbare“ und ,,nicht orientierbare“ 
Abbildungen notwendig, die des Verhalten der Bilder derjenigen ge- 
schlossenen Wege beriicksichtigt, bei deren Durchlaufung sich die Orientierung 
umkehrt, und die in dhnlicher Weise gelegentlich ebenfalls schon von 
Brouwer vorgenommen worden ist®). Der Beweis der Ubereinstimmung des 


’) H. Kneser, Glattung von Flachenabbildungen, Math. Annalen 100 (1928). 

*) Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, § 6, Math. Annalen 71 (1911). 

5) Brouwer, Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach zusammenhangender 
Flachen, Math. Annalen 82 (1921); besonders S. 284. 





564 H. Hopf. 


Absolutgrades mit der oben besprochenen minimalen Bedeckungszahl ver- 
sagt auch hier fiir den Fall n = 2; aber auch diese Liicke ist von H. Kneser 
ausgefiillt worden‘). 

Nun ist aber der Bereich der Gebilde, fiir deren Abbildungen der 
Grad definiert ist, durch die geschlossenen, orientierbaren oder nicht orientier- 
baren, Mannigfaltigkeiten keineswegs erschépft, und gerade bei manchen 
Anwendungen spielen die Abbildungen von berandeten oder von den aus 
diesen durch Weglassung des Randes entstehenden offenen Mannigfaltig- 
keiten eine wesentliche Rolle; es braucht wohl nur daran erinnert zu 
werden, daB Brouwers Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl’) auf der 
Betrachtung des — dort allerdings noch nicht mit diesem Namen ver- 
sehenen — ,,Grades“ der Abbildung eines n-dimensionalen Wiirfels beruht. 
Die Theorie des Grades fiir die Abbildungen offener Mannigfaltigkeiten, 
auf die sich, wie schon angedeutet, die Betrachtung berandeter Mannig- 
faltigkeiten stets zuriickfiihren laBt, ist im ersten Teil der vorliegenden 
Arbeit ausfiihrlich dargestellt worden; der Grad ist hier nicht mehr auf py’, 
sondern nur in. gewissen Gebieten konstant; ferner hat man die Gesamt- 
heit der zulassigen ,,stetigen Modifizierungen“ der Abbildungen ein- 
zuschranken, und zwar ungefahr in dem Sinne, da8 man, wenn eine be- 
randete Mannigfaltigkeit abgebildet wird, die Abbildung am Rande nicht 
andern darf. Fiir diesen weiteren Bereich von Abbildungen ergibt sich nun 
ebenso wie bei geschlossenen Mannigfaltigkeiten die Frage nach der durch 
zulassige stetige Abanderungen erreichbaren Mindestzahl glatter Bedeckungen 
eines Gebietes, und der oben genannte Weg zur Antwort auf diese Frage 
ist auch hier gangbar: die Definition des ,Absolutgrades“ gilt von vorn- 
herein fiir die Abbildungen beliebiger, geschlossener oder offener, Mannig- 
faltigkeiten, und auch der Nachweis seines Ubereinstimmens mit der in 
Frage stehenden Mindestzahl hat fiir n +2 diesen allgemeinen Giiltigkeits- 
bereich. Jedoch zeigt es sich jetzt, daB die Dimensionszahl n = 2 nicht 
nur unserer Beweismethode unzuginglich ist, sondern da sie wirklich in 
bezug auf unsere Fragestellung eine Ausnahmerolle spielt: es gibt Ab- 
bildungen offener Flachen, fiir welche die durch zuldssige Abdnderungen 
erreichbare Mindestzahl der glatien Bedeckungen eines Gebietes groper ist 
als der Absolutgrad — im Gegensatz zu allen anderen Dimensionszahlen, 
wo die beiden Zahlen stets einander gleich sind. Fiir die Abbildungen 
offener Flachen bleibt unser Problem also ungelést, und seine nahere 
Untersuchung scheint auf gruppentheoretische Fragen zu fiihren*). 





*) H. Kneser, Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flachen- 
abbildungen; erscheint in den Math. Annalen.. 

”) Brouwer, Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl, Math. Annalen 70 (1911). 

*) Vgl. FuBnote *), 
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Die bisher besprochene Mindestzah| laBt sich auch folgendermaBen 
schildern: Man faBt einen festen Punkt von uw’ und solche Abbildungen f 
aus der vorgelegten Klasse ins Auge, bei denen die Gleichung f(x) =é 
nur ,einfache“ Lésungen a besitzt; dabei heiBt ein Punkt x auf mu eine 
einfache Lésung, wenn es eine Umgebung von 2 gibt, in der die Gleichung 
f(y) =» fiir jeden hinreichend nahe an & gelegenen Punkt » genau eine 
Lésung y hat; geometrisch gesprochen: es werden nur glatte Bedeckungen 
der Umgebung von & zugelassen. Gefragt wird nach einer Abbildung /, 
bei der die Anzahl dieser einfachen Lésungen méglichst klein ist. Bei dieser 
Formulierung drangt sich von selbst die Frage nach einer Abbildung der 
vorgelegten Klasse auf, fiir die die Anzahl der Lésungen von f(x) =é 
schlechthin, ohne Riicksicht auf Einfachheit, méglichst klein ist, also nach 
einer Abbildung, die die innerhalb der Klasse erreichbare Mindestzahl der 
Originalpunkte des Punktes & liefert. Diese Mindestzahl ist ebenso wie 
die oben besprochene nach Definition eine Invariante der Abbildungs- 
klasse und des Punktes ¢; fiir den Fall geschiossener Mannigfaltig- 
keiten y ist sie wieder, wie man leicht sieht, von & unabhangig. Ihre 
Untersuchung ist in dieser Arbeit ein wichtiger Schritt auf dem Wege zu 
dem Absolutgrad und der mit diesem verkniipften Mindestzahl der glatten 
Bedeckungen. 

Die somit gestellte Aufgabe, die in der Klasse mégliche Mindestzahl 
der Originale von & zu bestimmen, ist ihrem Wesen nach nahe verwandt 
mit der von J. Nielsen in Angriff genommenen Frage nach der innerhalb 
einer Klasse von Abbildungen von mw auf sich erreichbaren Mindestzahl 
von Fixpunkten*), also von Lésungen der Gleichung f(2)=2; und 
der Begriff, der bei uns im wesentlichen zum Ziele fiihrt, ist einem 
Nielsenschen Grundbegriff nachgebildet: analog der durch Nielsen vor- 
genommenen Einteilung der Fixpunktmenge in ,,Fixpunktklassen“ zer- 
legen wir die Originalmenge von é in ,,Schichten“ und unterscheiden 
»Wwesentliche* und ,,unwesentliche* Schichten. Die Anzahl der wesentlichen 
Schichten ist eine Invariante der Klasse (und hingt, falls u offen ist, von 
dem Punkte é ab); sie ist eine untere Schranke fiir die jetzt zu unter- 
suchende Mindestzahl; es bleibt die Frage zu beantworten, ob sie gleich 
dieser Mindestzahl ist. Die Antwort fallt analog der Antwort auf die 
friiher gestellte Frage nach der ersten von uns betrachteten Mindestzahl 
aus: sie lautet ja“, falls n +2 ist; dagegen gibt es Abbildungsklassen 
von Flichen — und hier sogar von geschlossenen Flachen —, fiir die die 
Mindestzahl der Originale eines Punktes grofer als die wesentliche Schichten- 

*) J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen 


Flachen I, Il. Acta mathematica 50, 53 (1927, 1929). Man vergleiche besonders die 
Charakterisierung der Fixpunktklassen in I auf S. 289 unten. 
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zahl ist, und die Frage, wie die Mindestzahl allgemein zu bestimmen ist, 
bleibt offen. 

Die Bestimmung der Anzahl der wesentlichen Schichten fiihrt, wie 
es bei der Analogie mit den Nielsenschen Begriffen zu erwarten ist, auf 
die Betrachtung der Beziehung zwischen den Fundamentalgruppen der 
beiden Mannigfaltigkeiten, die durch die Abbildung vermittelt wird. Ist u 
geschlossen und der Grad (bzw. Absolutgrad) von 0 verschieden, so ist die 
Anzahl durch den genannten Gruppenhomomorphismus vollstdndig be- 
stimmt: das Bild der Fundamentalgruppe von ju ist eine Untergruppe der 
Fundamentalgruppe von u' mit endlichem Index; dieser Index ist die Zahl 
der wesentlichen Schichten und ein Teiler des Grades (bzw. Absolutgrades). 

Dies sind, in kurzen Ziigen, die Probleme und Ergebnisse dieser Arbeit. 
Man sieht, daB die am wenigsten geklarten Punkte in unserem Problem- 
kreis diejenigen sind, die sich auf Flichenabbildungen beziehen. Hier wird 
in zwei Richtungen weiterzuarbeiten sein: einerseits muB man die Ab- 
bildungsklassen der Flachen selbst, insbesondere der geschlossenen Flachen, 
noch genauer untersuchen, als es bisher geschehen ist, um z. B. die Mindest- 
zahl der Originale eines Bildpunktes mittels Eigenschaften des durch die 
Abbildung bewirkten Gruppenhomomorphismus zu bestimmen (ein er- 
strebenswertes Ziel ist hier natiirlich die Aufzahlung aller Abbildungsklassen 
durch Angabe aller méglichen Homomorphismen von Flachengruppen”*®)); 
andererseits wird man zu versuchen haben, den Fall n=—2 durch Modi- 
fizierung oder Verallgemeinerung der Fragestellung von seiner Ausnahme- 
stellung zu befreien und in eine allgemeinere Theorie einzuordnen. In beiden 
Richtungen werden in zwei der Arbeit angefiigten Anhangen kleine Vor- 
stéBe unternommen. 


Inhaltsverzeichnis. 


§ 1. Vorbemerkungen iiber Fundamentalgruppe und Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeiten. 


§ 2. Definition von Klasseninvarianten und deren Haupteigen- 
schaften. 

§ 3. Uberall kompakte Abbildungen. 

§ 4. Die Anzahlen der Originalpunkte und der glatten Bedeckungen 
eines Bildpunktes. 





*”) DaB die Aufzihlung der Gruppenhomomorphismen im allgemeinen (némlich 
dann, wenn w’ nicht- die Kugel oder die projektive Ebene ist) mit der Aufzihlung 
der Abbildungsklassen identisch ist, geht aus der unter °) genannten Arbeit von 
Brouwer (S. 286) hervor. Die unter *) genannte Arbeit von Kneser enthalt wichtige 
Beitrige zur Durchfiihrung dieser Aufzaihlung. 
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§ 5. Hilfssitze. 

§ 6. Die Bestimmung der im § 4 definierten Mindestzahlen 
fiir n + 2. 

§ 7. Die Sonderstellung der Flichenabbildungen. 

Anhang I. Uber die Punktmenge, in der eine Abbildung ein- 
eindeutig ist. 


Anhang II. Uber die Windungspunkte einer Flichenabbildung. 


§ 1. 
Vorbemerkungen iiber Fundamentalgruppe und 
Uberlagerungsmannigfaltigkeiten “). 


Unter einem ,,Weg“ in der Mannigfaltigkeit M verstehen wir das ein- 
deutige und stetige Bild einer Strecke, unter seinem Anfangs- und End- 
punkt die Bilder des Anfangs- und Endpunkts der Strecke. Es ist klar, 
was unter dem zu einem Weg w inversen Weg w * sowie unter der Zu- 
sammensetzung w,w, zweier Wege zu verstehen ist. Ein Weg w heibt 
geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen; ein geschlossener 
Weg laBt sich also als eindeutiges und stetiges Bild einer Kreisperipherie 
auffassen. Er ist dann und nur dann (auf einen Punkt) ,,zusammenzieh- 
bar“, wenn sich diese Abbildung zu einer Abbildung der ganzen Kreisscheibe 
erginzen laBt. Zwei geschlossene Wege w,,w, mit gemeinsamem Anfangs- 
und Endpunkt heiBen ,,aquivalent“, wenn der Weg w,w,' zusammenziehbar 
ist; wir schreiben dann w,=w,. Aus w,=w,, w,=w, folgt leicht 
w,=w,; die geschlossenen Wege mit gemeinsamem.Anfangs- und End- 
punkt 2 lassen sich also in Klassen zusammenfassen. Zwei geschlossene 
Wege durch x sind dann und nur dann unter Festhaltung ihres gemein- 
samen Anfangs- und Endpunkts ineinander deformierbar, wenn sie zu einer 
Klasse gehéren. Die Klassen bilden beziiglich der erwahnten Zusammen- 
setzung eine Gruppe %,. Ist y ein von x verschiedener Punkt, so ist die 
entsprechend definierte Gruppe %, mit %, isomorph; der Isomorphismus 
ist, wenn g, ein geschlossener Weg durch x, v ein fester Weg von x nach 


y ist, dadurch gegeben, daB man dem Element g, von %, das Element 


11) Dieser Paragraph, insbesondere sein erster Absatz, ist nur eine Zusammen- 
stellung von Tatsachen, die ziemlich allgemein bekannt sein dirften. — Literatur: 
Poincaré, Analysis Situs, $$ 12,13, Journ. Ecole Polytechn. (2) 1 (1895). — Kerékjarté, 
Vorlesungen iiber Topologie (Berlin 1923), V. Abschn., § 2. — J. Nielsen, wie unter °). 
— Reidemeister, Fundamentalgruppe und Uberlagerungsriume, Nachr. Ges. d. Wiss. 
Géttingen, Math.-phys. Klasse, 1928. — Schreier, Die Verwandtschaft stetiger Gruppen 
im groBen, § 1, Abhandl. Math. Sem. d. Hamburgischen Universitit 5 (1927). — Weyl, 
Die Idee der Riemannschen Flache (Leipzig-Berlin 1913), § 9. 
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Gy=% 9.0 von %, zuordnet. Die Willkiir von v hat zur Folge, daf 
dieser Isomorphismus nur bis auf innere Automorphismen bestimmt ist: 
wenn man namlich » durch @ ersetzt und ¢ *v =A setzt, so wird dem 
Element g, nicht g,=v~*g,v, sondern 9, = *g,0=hv*g,vh"*=hg,h™* 
zugeordnet. Die abstrakte Gruppe @, von der %,, %,, ... Realisationen 
sind, heiBt die ,Fundamentalgruppe“ von M. 

Zu jeder Untergruppe Ul von % wird folgendermaBen die ,zu Ul ge- 
hérige Uberlagerungsmannigfaltigkeit von M“ konstruiert: 

x sei ein fester Punkt in M, U, eine der Untergruppen von %,, die 
Ul entsprechen (die also alle die Form AU,A~* haben). Wir betrachten 
zunichst die Wege mit dem Anfangspunkt z und einem festen Endpunkt y 
und nennen zwei solche Wege w,, w, ,,aquivalent modU,“, geschrieben: 
w,=w, (mod Ul,), wenn w,w; CU, ist. Ist 


w,=w,(modl,), w,=w,(modl,), 


so ist also 
ww, CU, ww, CU, ww; U,, 
mithin 
W, Ww; W, ws = Wy, ws CU, a 
d. h. 


w, = w,(modll,). 


Die von z nach y laufenden Wege lassen sich also in ,,Aquivalenzklassen 
mod Ul,“ einteilen. 

Ist w, ein fester Weg von x nach y und sind w,,w, irgend zwei 
Wege von xz nach y, so ist, wenn wir die geschlossenen Wege w,w,’, 
w,wo mit g,,g, bezeichnen, w,w,'=g,g,'; w,, Ww, gehdren also dann 
und nur dann zur selben Klasse mod Ul,, wenn g,g,'=—ucCU,, g,=ug, 
ist, d.h. wenn g, und g, derselben Restklasse (,,.Nebengruppe“) mod Ul, 
angehéren. Den Aquivalenzklassen der Wege von z nach y sind also 
— durch Vermittlung des willkiirlich ausgezeichneten Weges w, — ein- 
eindeutig Restklassen von 9, mod ll, zugeordnet. Dabei kommt jede dieser 
Restklassen vor; denn ist g irgendein Weg aus %,, so entspricht bei der 
Zuordnung der Aquivalenzklasse von w=gw, die Restklasse, der g an- 
gehért. Somit sehen wir: Dem System der Aquivalenzklassen der Wege 
von x nach y entspricht — nach Auszeichnung von w, — eineindeutig 
das System der Restklassen, in das %, modU,, oder, was dasselbe ist, in 
das % mod U zerfallt; insbesondere ist die — endliche oder unendliche — 


1%) Man ziehe wy'w, unter Festhaltung des Endpunktes von w, auf diesen zu- 
sammen. 
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Anzahl der Aquivalenzklassen gleich der Anzahl j der Restklassen, die, wie 
iiblich, der Index“ von U in § heiBen mége**). 

Wir lassen nun, immer unter Festhaltung von x, den Punkt y die 
Mannigfaltigkeit M durchlaufen und bekommen so eine Menge J von 
Aquivalenzklassen, die so auf M abgebildet ist, daB jeder Punkt y Bild 
von j Klassen ist. Wir machen ¥ durch geeignete Definition eines Um- 
gebungsbegrifis zu einer Mannigfaltigkeit: 

Um jeden Punkt y zeichnen wir eine feste euklidische Umgebung U, 
aus. Sind w,(y)=w,, w,(y) = w, zwei zu einer Klasse W gehérige Wege 
von x nach y und sind v,, v, zwei innerhalb U, von y nach einem Punkt y’ 
von U, verlaufende Wege, so ist v,v, * gusammenziehbar, also ist auch 
W, 0,0, wy * zusammenziehbar; es ist also WV, Vy wy 5” U,, w,w, 7 U,, 
mithin, wenn wir w,(y) v, =w{(y’) = wf, wy(y) v= wi (y’) = ws setzen, 


wi wi =w,v,v,'w)'wyw)'CU,, dh. wi = wi (mod U,). 

Die somit durch die Klasse W der w,(y) bestimmte Klasse W’ der w;(y’) 
nennen wir die zu W ,benachbarte“ Klasse der Wege von 2 nach y’. 
Ersetzt man die Wege w,(y) durch einen zu einer anderen Klasse W 
gehérigen Weg @(y), so geht die zu W benachbarte Klasse W’ der nach 
y’ fiihrenden Wege aus der Klasse W’ durch linksseitige Multiplikation 
mit #w~' hervor, wobei w C W ist; da #w~' nicht zu U, gehért, ist w’ 
von W verschieden. Zu voneinander verschiedenen nach y fiihrenden Wege- 
klassen sind also voneinander verschiedene noch y’ fiihrende Wegeklassen 
benachbart. 

Wir setzen nun fest, daS eine Menge von Klassen W’(y’) eine Um- 
gebung der Klasse W(y) heiBt, wenn erstens die Punkte y’ eine in U, 
enthaltene euklidische Umgebung von y bilden, und wenn zweitens die 
W’(y’) zu W(y) benachbart sind. Man iiberzeugt sich leicht von folgen- 
den Tatsachen: Die Umgebungsdefinition erfiillt die Hausdorfischen Axiome, 
M ist also zu einem topologischen Raum gemacht worden; die (durch die 
Endpunkte der Wege bestimmte) Abbildung von Jt auf M ist stetig; zu 
jedem der in M ausgezeichneten Gebiete U, gibt es in I genau j Ge- 
biete Uy, U;,..., die auf U, abgebildet sind; diese Beziehung zwischen 
Uy und U, ist eineindeutig und beiderseits stetig. Da somit die in M 
definierten Umgebungen topologische Bilder euklidischer Gebiete sind, ist 
M eine Mannigfaltigkeit. 


18) Der Index ist unabhangig davon, ob man rechtsseitige oder linksseitige Rest- 
klassen betrachtet; denn bei dem Automorphismus von %, der entsteht, wenn man 
jedes Element durch sein Inverses ersetzt, werden die beiden Systeme der rechts- 
und linksseitigen Restklassen eineindeutig aufeinander abgebildet. 

Mathematische Annalen. 102. 37 
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Wir waren ausgegangen von einer Untergruppe ll von § und hatten 
der weiteren Betrachtung eine der Untergruppen von %, zugrunde gelegt, 
die bei dem zwischen % und , bestehenden Isomorphismus U entsprechen ; 
wir hitten statt dieser Untergruppe Ul, auch eine zu U, ahnliche Unter- 
gruppe Ul, —AU,h~* zugrunde legen kénnen. Dann waren wir statt zu IN 
zu einer anderen Mannigfaltigkeit I gelangt. Jedoch laBt sich IM mit M 
ohne Abianderung der zwischen 2 und M bzw. zwischen M und M be- 
stehenden Beziehung dadurch identifizieren, daB man den Punkt von M, 
zu dem die Wege w,, w,,... gehéren, als identisch mit dem Punkt von 
M betrachtet, zu dem die Wege hw,,hw,,... gehdren. Dies ist méglich, 
denn w, = w, (mod Il) ist gleichbedeutend mit hw, =hw,(modil,). Fabt 
man also I, M als Realisationen einer abstrakten Mannigfaltigkeit auf, so 
ist diese sowie ihre Abbildung auf M unabhingig davon, welche der Ul ent- 
sprechenden Untergruppen von %, wir zugrunde gelegt haben. 

Hatten wir schlieBlich stati des Punktes x einen Punkt z von M 
zugrunde gelegt, so wiren wir statt zu Jt— WM, zu einer Mannigfaltig- 
keit I, gelangt. Aber IM, und M_ lassen sich ohne Stérung ihrer Be- 
ziehungen zu M dadurch identifizieren, daS man den Punkt von M,, zu 
dem die Wege w,, w,,... gehdren, als identisch betrachtet mit dem Punkt 
von W,, zu dem die Wege vw,, vw,,... gehdren, wobei v ein fester Weg 
von z nach z ist; dies ist méglich, denn w,=w,(modlUl_) ist gleich- 
bedeutend mit vw, = vw, (modvll,v-'), und U,=vll,v-* ist eine Unter- 
gruppe von %,, die Ul entspricht. IM, und Mt, kénnen also wieder als 
Realisationen einer abstrakten Mannigfaltigkeit aufgefaBt werden, die samt 
ihrer Abbildung auf M von der Wahl der Punkte x oder z nicht abhingt. 

Das Ergebnis ist: Zu jeder Untergruppe U der Fundamentalgruppe § 
gehort eine wohlbestimmte abstrakte Mannigfaltigkeit My, die durch eine 
eindeutige und stetige Abbildung p so auf M bezogen ist, daB auf jedes 
hinreichend kleine — némlich in einem U, enthaltene — Gebiet von M 
genau j Gebiete von My topologisch abgebildet sind; dabei ist j der Index 
von U in §. My heiBt die zu U gehdrige ,,Uberlagerungsmannig{altig- 
keit* von M, j die Anzahl der ,,Schichten* von My tiber M. 

Wir betrachten nun noch die durch @ vermittelte Beziehung zwischen 
den Wegen auf M, und den Wegen auf M. Sei z ein Punkt in M, 
U, eine der U entsprechenden Untergruppen von §,, % der Punkt in My, 
der durch die von x nach 2 fiihrenden Wege, welche zu Ul, gehéren, also 
z.B. durch den nur aus dem Punkt x bestehenden Weg, definiert ist. 
Lauft in M ein Punkt z, in stetiger Abhangigkeit von ¢ in x =z, be- 
ginnend und ist w, der bis zum Wert ¢ durchlauféne Weg, #, der durch 
w, in My bestimmte Punkt, so bilden diese Punkte, da @ in jedem hin- 
reichend kleinen Gebiet von M eindeutig und stetig umkehrbar ist, einen 
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Weg # in My, und dessen Anfangspunkt ist %, da dieser Punkt, wie eben 
bemerkt, infolge seiner Definition dem Weg w, entspricht. Hat man also 
in My einen in & beginnenden Weg @#, so entspricht seinem Bild w= p(#) 
gerade der Endpunkt von @. 

Ist @ geschlossen, so ist wegen der Eindeutigkeit von y auch w = p(#) 
geschlossen; nach dem eben Gesagten entspricht dem Weg w der Endpunkt 7 
von #; folglich gehért w ebenso wie w, zu U,, da, wie wir friher 
sahen, Wegen, die zu verschiedenen Restklassen mod Ul, gehéren, verschie- 
dene Punkte in My entsprechen. Ist andererseits w ein zu U, gehériger 
geschlossener Weg, so ist der seinen Teilbégen w, entsprechende Weg in 
M,, geschlossen, da % ja gerade durch die von x nach z fiihrenden, zu Ul, 
gehérigen Wege definiert ist. Somit bildet m die geschlossenen Wege durch 
% auf alle die und nur die geschlossenen Wege durch 2 ab, die m ll, 
gehéren. 

Ist der geschlossene Weg #@ in My zusammenziehbar, so ist er das 
Randbild bei einer Abbildung f (XK) einer Kreisscheibe K; dann ist w = p(i#) 
das Randbild bei der Abbildung »/f(K) von K, also auch zusammenzieh- 
bar. Ferner erhalt g infolge ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit die Zu- 
sammensetzung geschlossener Wege, d.h. es ist p(i#,#,) = p(@,) (#,); 
insbesondere ist also mit #,#@,* auch p(#,) p( @,)~* zusammenziehbar, 
d. h. aquivalente Wege in My werden auf iquivalente Wege in M ab- 
gebildet. Mithin bildet g die Fundamentalgruppe ll von My homomorph 
auf U, ab. 

Dieser Homomorphismus ist eineindeutig, also ein Isomorphismus. Um 
das zu beweisen, mu8 gezeigt werden, daB verschiedene Klassen von ll 
auf verschiedene Klassen von U, abgebildet werden. Hierzu geniigt der 
Nachweis der folgenden Behauptung: Ist g(i#) zusammenziehbar, so ist 
auch # zusammenziehbar. 

Sei also w = @(#) das Bild der Peripherie p bei der Abbildung f(K) 
einer Kreisscheibe K und sei dabei y der Punkt auf p, der durch f in 
den Anfangs- und Endpunkt 2 von w abgebildet wird. Ist w, ein Weg 
in K von x nach einem Punkt 4 in K, so entspricht dem in M ver- 
laufenden Weg f(iv,) ein bestimmter Punkt 7 in My; ist w, ein zweiter 
Weg in K von y nach y, so ist ,~w,' in K zusammenziehbar, also 
f(m,m,')=f(w,)f(m,)~* in M  zusammenziehbar, also  gewiB 
f(w,)f(w,)~*C U,; dann entspricht aber den Wegen f(w,) und f(1v,) 
derselbe Punkt 7 in My. Die durch die Wege w und f(w) vermittelte 
Abbildung F von K auf My ist also eindeutig und infolge der Stetigkeit 
von f und der stetigen Umkehrbarkeit im Kleinen von @ stetig. Die 
Randabbildung F(p) liefert #; denn die auf p verlaufenden Bégen werden 
durch f auf die Teilbégen w, von w abgebildet, und diesen entspricht, wie 
37* 
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wir oben sahen, der Weg #@. — Damit ist die Behauptung und somit 
der folgende Satz bewiesen: 

Ul ist die Fundamentalgruppe von My. 

Betrachten wir neben Ul eine zu WU dhnliche Untergruppe von §: 
ul’ =AUA-*, wobei A ein Element von § ist. Sind wieder w,,w, von 
x nach y fiihrende Wege, die mod U Aquivalent sind, so sind hw,, hw, 
mod ll’ aquivalent und umgekehrt, denn w,w ;'C U ist gleichbedeutend 
mit (hw,)(hw,)~* =hw,ws'h>*C WU’. Wenn man dem durch w,, ws, ... 
definierten Punkt 7 von My, den durch hw,, hw,,... definierten Punkt 9’ 
von My zuordnet, so wird daher My eineindeutig auf My abgebildet, und 
zwar so, daB m(¥) = ’(i’) ist, wobei qm’ ebenso fiir My definiert ist 
wie @ fiir My. Mithin ist wegen der Stetigkeit von g und der eindeutigen 
und stetigen Umkehrbarkeit von q’ im Kleinen die eineindeutige Beziehung 
zwischen My, und My: auch stetig. Damit ist bewiesen: 

Zu ahnlichen Untergruppen von § gehért — bis auf Homéomorphismen — 
dieselbe Uberlagerungsmannigfaltigkett. 


§ 2. 
Definition von Klasseninvarianten und deren Haupteigenschaften. 


1. Der Gruppenhomomorphismus der Abbildung. M und uw 
seien Mannigfaltigkeiten, %§ und ® ihre Fundamentalgruppen, f sei eine 
eindeutige und stetige Abbildung von M auf uw, x sei ein Punkt von M, 
5 = f(x) sein Bild. Die geschlossenen Wege durch z werden durch f auf 
geschlossene Wege — nicht notwendigerweise auf alle geschlossenen Wege — 
durch & abgebildet, jeder zusammenziehbare Weg wird auf einen zusammen- 
ziehbaren Weg, die Zusammensetzung zweier Wege wird auf die Zusammen- 
setzung der Bilder der beiden Wege abgebildet. Daraus folgt, daB f die 
Gruppe #§, der geschlossenen Wege durch x homomorph in die Gruppe @, 
der geschlossenen Wege durch & abbildet. Bei Auszeichnung von z ver- 
mittelt also f einen Homomorphismus von § in @ **). 


Ist y ein von x verschiedener Punkt in M, » = f(y) sein Bild, so bildet f 
ebenso die Gruppe %, homomorph in die Gruppe ®, ab. Nun sind, wenn §, 
und ®, in bestimmter Weise als Realisationen der Fundamentalgruppen § 
baw. ® aufgefaBt werden, §, und ®, dadurch noch nicht in eindeutiger Weise 
als Realisationen der Fundamentalgruppen bestimmt, vielmehr sind (vgl. § 1, 
1. Absatz) willkiirliche Wege » und w von z nach y bzw. von & nach » 


> 


**) Bei einem Homomorphismus von § ,,in“ # braucht nicht jedes Element von & 
Bild eines Elementes von § zu sein; bei einem Homomorphismus von § ,auf“ @ soll 
dies immer der Fall sein (diese Ausdrucksweise kenne ich durch Herrn van der Waerden). 
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einzufiihren, die zwischen §, und %, bzw. swinchen ®, und ®, vermitteln: 
dem Element g von %, wird des Element v~*gv von ,, dem Element 
y von ®. wird das Element w™ *yw von ®, zugeordnet. Ist der Homo- 
morphismus von %, in ®, durch Gleichungen f(g)=y (wobei g die 
Gruppe %, durchliuft) gegeben, so ist der Homomorphismus von %, in #, 
nicht etry f(v-* gv) =w ‘yw, sondern durch f(v~* gv) = f(v)~*#(g) f(v) 
= (f(v)~*w)w~*yw(f(v)~*w)~* gegeben; dabei ist f(v)~*w ein Element 
von ®,. Der durch f zwischen § und ® vermittelte Homomorphismus 
ist also — bei Auszeichnung verschiedener Punkte x, y,... — nur bis auf 
innere Automorphismen von @ bestimmt. 

f werde nun stetig abgeindert, d.h. es existiere eine von ¢ stetig ab- 
hangende, fiir 0 <t<1 erklirte Schar von Abbildungen f, mit f, =f. 
Es sei g ein geschlossener Weg durch z, f,(g)=7,,w, der Weg, den das 
Bild von x durchlauft, wahrend ¢ von rt bis 1 wichst. vi wr yw, ist ein 
geschlossener Weg durch &, =f, (x); laBt man + von 0 bis 1 wachsen, so 
geht der Weg »; ‘wo: YoWo stetig in den Weg my iiber; dieser ist zu- 
sammenziehbar; also ist es auch y; wo yo Wo} mithin ist y, = wy Yo Wo. 
f,(g) = wo fo(g)wo. Dies gilt — bei festem Weg w, — fiir alle Elemente g 
von §},. Der — immer nur bis auf innere Automorphismen von @ be- 
stimmte — Homomorphismus von § in @ Adndert sich also bei dem ste- 
tigen Obergang von f, zu f, nicht. 

Somit werden wir, in dem Bestreben, Eigenschaften von f zu unter- 
suchen, die bei stetiger Abanderung von f invariant sind, unser Augenmerk 
auf Eigenschaften eines Homomorphismus von % in @ richten, die sich 
bei inneren Automorphismen von @ nicht aindern. Nun bilden diejenigen 
Elemente von ®, die bei einem Homomorphismus H von § in @ Bild- 
elemente sind, eine Untergruppe H(j}) =U von ®. Wird @ einem inneren 
Automorphismus unterworfen, so ist Ul durch eine ahnliche Untergruppe 
u’ =hUA~* zu ersetzen. In unserem Falle ist, wenn wir und ® durch 
iy, bzw. ®. realisieren, WU die Gruppe derjenigen Klassen geschlossener 
Wege durch £, welche Bilder geschlossener Wege durch x enthalten. Unter 
den Eigenschaften, die zugleich mit Ul den mit U ahnlichen Untergruppen 
zukommen, die also invariant gegeniiber stetiger Abianderung von f sind, 
betrachten wir im folgenden den Index von U in ® und die zu U gehdrige 
Oberlagerungsmannigfaltigkeit von js: 

Definition I. Unter der zu der Abbildung f von M auf uw gehérigen 
»Bildgruppe“ verstehen wir die — bis auf innere Automorphismen von ® 
bestimmte — Untergruppe Ul von ®, die durch die Bilder der geschlos- 
senen Wege in M definiert wird. 

Definition II. Unter dem Index“ j von f verstehen wir den Index 
der Bildgruppe in @. 
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Definition III]. Unter der zu f gehérigen ,,0berlagerungsmannig- 
faltigkeit* verstehen wir die zu der Bildgruppe gehérige Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeit «* von mu. 

Die drei so definierten Begriffe sind, wie oben gezeigt wurde, invariant 
gegeniiber stetiger Abanderung von /. 


2. Die Zerlegung der Abbildung. z ist im folgenden stets ein 
fester Punkt in M, ¢= f(z) sein Bild. ®, ist die Gruppe der Klassen 
geschlossener Wege durch ¢, Ul. die Ul entsprechende Untergruppe von @_, 
also die Gruppe derjenigen Wegeklassen durch ¢, die Bilder geschlossener 
Wege durch z enthalten. «* denken wir uns durch von ¢ ausgehende 
Wege realisiert, d. h. zwei solche Wege v,, v, stellen dann und nur dann 
denselben Punkt von »«* dar, wenn sie mod U, aquivalent sind, wenn also 
v,v;' dem Bild eines geschlossenen Weges durch z dquivalent ist. 

Sind w,,w, zwei beliebige Wege von z nach z, so sind f(w,), f(w,) 
von ¢ nach = f(x) fiihrende Wege, und es ist f(w,) f(w,)”* = f(wiwe'), 
also sind, da w,w ' ein geschlossener Weg durch z ist, f(w,) und f(w,) 
mod ll. aquivalent und stellen denselben Punkt &* von u™* dar. Diesen 
ordnen wir dem Punkt z zu und nennen ihn f*(z). Bezeichnet wieder ¢ 
die durch die Uberlagerung bewirkte Abbildung von u* auf yp, so ist 
p(&*)=@f*(x) =. Aus der im Kleinen eindeutigen und stetigen Um- 
kehrbarkeit von @ folgt die Stetigkeit von /*. 

Damit haben wir f in zwei nacheinander auszufiihrende eindeutige und 
stetige Abbildungen zerlegt: zuerst wird M durch f* auf u*, dann ,™ 
durch » auf uw abgebildet; es ist ((M)—qf*(M). Dabei ist m die im 
§ 1 ausfiihrlich besprochene Abbildung der j-schichtigen Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeit u* von « auf u, und j ist der Index von f. f* hat den 
Index 1; denn ist y* ein geschlossener Weg durch denjenigen Punkt ¢* von *; 
der den von ¢ nach ¢ fiihrenden, zu U. gehdrigen Wegen entspricht, so 
gehért y= p(y*) zu Ul, (da andernfalls der in ¢* beginnende Weg »* 
in einem anderen Punkte enden miiBte), es gibt also einen geschlossenen 
Weg g durch z, so daB yf(g)~* zusammenziehbar ist; nun _ ist 
rf(g)* =@(r"f*(g)"7), und daraus folgt (vgl. §1), daB y*/*(g)~? 
auf «* zusammenziehbar, dab also y* dem Bild eines geschlossenen Weges 
aiquivalent ist. Bei dem durch f* bewirkten Homomorphismus von % in 
die Fundamentalgruppe Ul von u* ist also jedes Element von U Bild, 
d.h. der Index ist 1. 


Wird f stetig abgeandert, d.h. liegt eine von ¢ stetig abhingende 
Schar f, von Abbildungen mit f=, vor, so andert sich auch f,(z)=¢, 
stetig mit ¢, und u* ist fiir verschiedene Werte von ¢ durch von ver- 
schiedenen Punkten ¢, ausgehende Wege zu realisieren; die homéomorphe 
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Beziehung zwischen diesen verschiedenen Realisationen y,* ist (siehe § 1) noch 
abhangig von der Wahl willkiirlicher Wege zwischen den verschiedenen 
Punkten ¢,. Wir beseitigen diese Unbestimmtheit durch die Festsetzung: 
v, sei die wahrend des Intervalls 0 <t< +t von ¢, durchlaufene Bahn; 
der durch den von ¢ ausgehenden Weg u dargestellte Punkt von yu," wird 
identifiziert mit dem Punkt von ug, der durch den Weg v,u dargestellt 
wird. Hierdurch wird (siehe § 1) die unter Zugrundelegung der Gruppe Ul, der 
geschlossenen Bildwege f,(g) konstruierte Uberlagerungsmannigfaltigkeit u,* 
mit derjenigen zu ¢, gehérigen Uberlagerungsmannigfaltigkeit identifiziert, 
deren Konstruktion die Gruppe v,1ll,v;* zugrunde gelegt ist; diese Unter- 
gruppe ist aber mit der Gruppe Ul, = Ul, der Bilder f,(g) identisch, was 
man erkennt, wenn ¢ stetig von t nach 0 lauft; die zugehérige Oberlage- 
rungsmannigfaltigkeit ist also wo’. Fassen wir auf Grund dieser Beziehung 
zwischen y;* und wg die zu f, gehdrige Abbildung f,* als Abbildung auf 
ue’ = w™ auf, so ist das Bild eines Punktes z von M folgendermaBen zu be- 
stimmen: man nimmt einen festen Weg w von z nach z und ordnet z 
als Bild denjenigen Punkt von u* = u* zu, der zu dem in ¢ beginnenden 
Weg v,f,(w) gehért. Dieser Bildpunkt f,* (x) andert sich offenbar stetig mit t, 
einer stetigen Anderung von f entspricht also eine stetige Anderung von /*. 


Es liegt also folgender Sachverhalt vor: 


Satz I. f léft sich in zwei Abbildungen f* und @ zerlegen, 
f(M)=@f*(M); dabei ist f* eine Abbildung vom Index 1 auf die zu f 
gehérige Uberlagerungsmannigfaltigkeit u* und dndert sich bei stetiger 
Anderung von f stetig; p ist die durch die Uberlagerung gegebene Abbildung 
von u* auf wu und bleibt bei stetiger Anderung von f fest. 


3. Die Einteilung der Originalmenge eines Bildpunktes in 
Schichten. & sei ein Punkt in uw, X seine Originalmenge in M, d.h. die 
Menge derjenigen Punkte z, fiir die f(z) —€ ist. Ist uw eim Weg zwischen 
zwei Punkten z,,z, von X, so ist f(w) ein geschlossener Weg in uv. Es 
kann eintreten, daB dieser zusammenziehbar ist; dies sei der Fall, und es 
sei ferner v ein Weg von 2, nach dem ebenfalls zu X gehérigen Punkt z,: 
dessen Bild f(v) auch zusammenziehbar ist. Dann ist das Bild f (wv) =f (u)f(v) 
des von 2, nach z, laufenden Weges uv ebenfalls zusammenziehbar. Diese 
Tatsache erméglicht es, die Menge X in zueinander fremde Teilmengen X, , 
X,,.-. durch die Bestimmung einzuteilen, daB zwei Punkte von X dann 
und nur dann derselben Teilmenge X, angehéren, wenn sie sich durch 
einen Weg verbinden lassen, dessen Bild zusammenziehbar ist; diese Teil- 
mengen X; bezeichnen wir als ,Schichten“, d.h. wir definieren: 

Definition IV. Eine Teilmenge der Originalmenge X von & heiBt 
»Schicht“, wenn sich je zwei ihrer Punkte durch einen Weg verbinden 


- 
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lassen, dessen Bild, als geschlossener Weg in mu aufgefaBt, zusammenziehbar 
ist, und wenn sie nicht in einer gréBeren Teilmenge von X enthalten ist, 
die dieselbe Eigenschaft hat. 

Ist 2 ein Haufungspunkt von X, so gehért er wegen der, aus der 
Stetigkeit von f folgenden, Abgeschlossenheit von X zu X und somit zu 
einer bestimmten Schicht, etwa zu X,. Ist U eine so kleine Umgebung 
von z, daB ihr Bild in einem é enthaltenden euklidischen Element £ ent- 
halten ist, und sind z,, x, irgend zwei Punkte von X in U, so ist das 
Bild eines Weges u, der x, mit x, innerhalb U verbindet, ein geschlossener 
Weg in £, also zusammenziehbar; mithin gehéren z,, x, zu einer Schicht, 
und zwar, da x,=— 2 sein kann, zu X,. Ein Haufungspunkt von X ist 
also stets Haufungspunkt einer und nur einer Schicht und gehért dieser an. 
Hierin ist erstens enthalten, daB jede Schicht abgeschlossen ist; bezeichnen 
wir ein System von Mengen A,, A,,... in M als ,,isoliert“, wenn es um 
jeden Punkt von M eine Umgebung gibt, welche Punkte héchstens einer 
der Mengen A, enthalt, so haben wir zweitens gezeigt, daB die Schichten 
X,, X,,... ein isoliertes System bilden; es gilt also: 

Satz Il. Die zu einem Punkt & gehdrigen Schichten bilden ein iso- 
liertes System abgeschlossener Mengen. 

Besteht ein isoliertes System A,, A,,... aus unendlich vielen, nicht 
leeren Mengen A;, so kann eine unendliche Punktmenge a,, a,,..., die aus 
Punkten a;C A; gebildet ist, wegen der Eigenschaft der Isoliertheit keinen 
Haufungspunkt in M haben, die Vereinigungsmenge der A; ist also nicht 
kompakt. Damit ist gezeigt: 

Satz Ila. Wenn die Originalmenge X von — kompakt ist — insbe- 
sondere also, wenn die Abbildung f im Punkte — kompakt ist**), — so 
besteht X nur aus endlich vielen Schichten. 

4. Der Zusammenhang zwischen der Zerlegung von f und der 
Schichteneinteilung. Neben der Einteilung von X in Schichten laBt 
sich X auf Grund der in Nr. 2 besprochenen Zerlegung von f in f* und p 
dadurch in zueinander fremde Teile zerspalten, daB man Punkte von X 
dann und nur dann zum selben Teil rechnet, wenn sie durch f* auf den- 
selben Punkt von u* abgebildet werden. Diese beiden Einteilungen von X 
sind aber miteinander identisch, d. h. es gilt 

Satz Ill. Zwei Punkte x,, x, von X gehdren dann und nur dann zu 
derselben Schicht, wenn f*(x,)=f* (xq) ist. 

Beweis. z, und z, mégen zu derselben Schicht gehéren. Dann gibt 
es einen Weg u von x, nach z, derart, daB der durch § = f(x,) = f(z,) 


45) Definition der ,Kompaktheit von f in &“: Teil I, §4, 8. 598. 
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laufende geschlossene Weg f(u) zusammenziehbar ist. w, sei ein beliebiger 
Weg von z (siehe Nr.2) nach z,, w, der durch w, = w,u definierte Weg 
von z nach z,. Dann ist f(w,)f(w,)* =f (w,)f(w,u)* =f(w,)f(u)* f(w,)”; 
dabei lauft f(w,) von ¢=f(z) nach &, f(w)~* von & nach & zuriick, 
f (w,)~* von £ nach f. f (u)~* 1aBt sich unter Festhaltung von é auf é 
zusammenziehen; dadurch geht f(w,)f(w,)~* in den Weg f(w,) f(w,)~* 
iiber, der selbst zusammenziehbar ist; mithin ist f(w,) f (w,)~* zusammen- 
ziehbar, f(w,) und f(w,) sind also gewiB aquivalent mod U,, d.h. es ist 
f* (x) =f* (x,). 

Es sei andererseits f*(xz,)=f*(a,). Dann ist, wenn w,, w, Wege 
von z nach 2,,2z, sind, f(w,)f(w,)~*CU., es gibt also einen geschlos- 
senen Weg g durch z, so daB f(w,)f(w,)~* =f(g) ist; das bedeutet, 
dab f(w,) f(w,)~* f(g)~* zusammenziehbar jst; setzen wir wigi= u, 
so ist uw ein Weg von x, nach z, und f(w,)f(u) ist zusammenziehbar. 
Nun folgt aber stets, wenn a und b zwei Wege sind, derart, daB der 
Anfangspunkt des einen mit dem Endpunkt des anderen zusammenfillt, 
aus der Zusammenziehbarkeit von ab die Zusammenziehbarkeit von ba. 
Daher ist auch f(w)f(w,)=f(ww,) zusammenziehbar, und da uw, ein 
Weg von z, nach 2, ist, ist gezeigt, daB x, und x, zu derselben Schicht 
gehoren. 

Damit ist der Satz III bewiesen. 


Da bei der Abbildung p der Punkt § genau j Originalpunkte auf u* 
hat, folgt aus den Satzen I und III 


Satz IIla. Die Anzahl der zu einem Punkt — gehdrigen Schichten 
ist héchstens gleich dem Index j von f **). 

5. Orientierbarkeit einer Abbildung. Sind z,y Punkte in M, 
E,,E, Elemente, die diese Punkte enthalten, und ist u ein Weg von x nach y, 
so la8t sich eine in Z, willkiirlich ausgezeichnete Orientierung folgender- 
mafen lings u auf Z, iibertragen: Durch Einfiigung von Punkten z,, 2,,...,2,_, 
teilt man u in Teilwege u, = 22,,...,U;=2%;_,%,-..)U,=2%,_,y ein, 
die so klein sind, da8 sich jeder Bogen wu; in ein Element Z, einschlieBen 
laBt, wobei H,=£#,, E,=EH, ist; man iibertrigt nacheinander fiir 
t=1,2,...,4—1 die Orientierung von ZH, vermége der Koinzidenz in 
einer Umgebung von z; auf H;,, und gelangt somit zu einer bestimmten 
Orientierung von £,. Diese Orientierung hangt weder von der Wahl der 





16) Bis hierher ist von den Raumen M und wu nicht benutzt worden, daB sie 
Mannigfaltigkeiten, sondern-nur, da8 sie zusammenhingende, im Kleinen zusammen- 
hangende, im Kleinen kompakte topologische Raume sind, in denen sich jeder hin- 
reichend kleine geschlossene Weg zusammenziehen ]48t. — Von nun an aber ist es 
wesentlich, daB M und uw Mannigfaltigkeiten von der gleichen Dimensionszahl n sind. 
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Punkte 2; noch von der Wahl der Elemente £,, also — nach Auszeichnung 
der Orientierung in Z, — nur von dem Wege u ab; denn man erkennt 
miihelos, daB sie sich erstens nicht andert, wenn man unter Festhaltung 
der x, die Z, (i = 2,3,...,—1) durch andere Elemente Z/ ersetzt, dab 
sie sich zweitens nicht andert, wenn man die durch die 2, bewirkte Zer- 
legung von u in die Bégen uw, durch Einfiigung neuer Teilpunkte verfeinert, 
und daB sie schlieBlich von der Wahl der x, unabhangig ist, da man zu 
zwei verschiedenen Unterteilungen von u stets eine beiden gemeinsame 
feinere Unterteilung angeben kann. 

Diese Ubertragung der Orientierung von EZ, auf HE, lings u behilt 
ihren Sinn, wenn z mit y zusammenfiallt, wenn also uw geschlossen ist. Es 
sind dann zwei Fille miglich: die vermége der Koinzidenz in x von E, 
auf E, iibertragene Orientierung ist entweder mit der urspriinglichen Orien- 
tierung identisch oder sie ist ihr entgegengesetzt. Je nachdem ob der erste 
oder der zweite Fall eintritt sagen wir, daB der geschlossene Weg u die 
Orientierung erhalt oder umkehrt. Man sieht iibrigens leicht, daB diese 
Unterscheidung nicht von der Wahl des Punktes x auf u, sondern nur 
von dem Weg wu abhingt. 

Ist «’ ein zu u hinreichend benachbarter*‘) geschlossener Weg, so er- 
gibt sich aus der Definition mittels der Elemente Z; wieder ohne weiteres, 
daB u’ die Orientierung erhalt oder umkehrt, je nachdem u sie erhilt 
oder umkehrt. Da ferner jeder ganz in einem Element verlaufende ge- 
schlossene Weg die Orientierung erhalt und sich jeder zusammenziehbare 
Weg in das Innere eines Elementes hinein stetig zusammenziehen 1aBt, 
folgt hieraus, daB jeder zusammenziehbare Weg die Orientierung erhilt. 
Weiter ergibt sich aus der Definition, daB die Zusammensetzung uv zweier 
geschlossener Wege u und v durch z die Orientierung erhalt, wenn beide 
Wege sie erhalten oder beide sie umkehren, daB dagegen uv die Orientie- 
rung umkehrt, wenn von den beiden Wegen einer sie erhalt, der andere 
sie umkehrt. Aus alledem folgt, daB die Eigenschaft, die Orientierung zu 
erhalten oder sie umzukehren, nicht nur einzelnen geschlossenen Wegen 
durch xz, sondern den ganzen Wegeklassen zukommt, daB die Klassen, die 
die Orientierung erhalten, eine Untergruppe @ der Fundamentalgruppe 
bilden, daB, wenn ¢ ein bestimmter die Orientierung umkehrender Weg 
durch z ist, es zu jedem die Orientierung umkehrenden Weg 7’ durch x 
einen die Orientierung erhaltenden Weg g so gibt, daB i’ =#g ist, dab 
also G genau zwei Restklassen in 9% hat und man mithin § in }¥=G+iG 
zerlegen kann, vorausgesetzt, da8 iiberhaupt ein 7 existiert. 

*”) Dabei sind u und w’ als Bilder einer festen Kreislinie k aufzufassen und die 


Entfernung zwischen u und wu’ ist das Maximum der Entfernungen der beiden Bilder 
eines & durchlaufenden Punktes. 
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Aus der Definition der Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit**) folgt, 
da8 kein ¢ existiert, wenn M orientierbar ist. Ist dagegen M nicht orien- 
tierbar, so gibt es Wege 7; denn andernfalls wire die Fortsetzung der 
Orientierung von E, nach einem beliebigen anderen Element Z, vom Wege 
unabhangig (da, wenn u,v zwei Wege von x nach y sind, der Weg uv * 
die Orientierung erhielte), also in eindeutiger Weise méglich, M wire also 
orientierbar. 

Wir teilen nun die Abbildungen von M auf uw nach dem Verhalten 
der Bilder der die Orientierung umkehrenden geschlossenen Wege in zwei 
Kategorien ein: 

Definition V. f heiBt ,nicht orientierbar“, wenn es einen die Orien- 
tierung umkehrenden geschlossenen Weg in M gibt, dessen Bild in « m- 
sammenziehbar ist; andernfalls heiBt f orientierbar. 

Ist M orientierbar, so ist jede Abbildung / orientierbar. 

Ist M nicht orientierbar, f orientierbar und ist g ein die Orientierung 
erhaltender, ¢ ein die Orientierung umkehrender geschlossener Weg durch 
x, so kénnen die durch § = f(z) laufenden geschlossenen Wege f(g), f(#) 
nicht untereinander aquivalent sein, da sonst f(g) f(i)~* = f(gt~*) mu- 
sammenziehbar ware, was der Orientierbarkeit von f widerspriche, da gi-* 
ein geschlossener Weg ist, der die Orientierung umkehrt. Also ist ein ge- 
schlossener Weg in yu, sofern er iiberhaupt dem Bilde eines geschlossenen 
Weges von M Aquivalent ist, entweder nur Bildern von Wegen, die die 
Orientierung erhalten, oder nur den Bildern von Wegen, die die Orientie- 
rung umkehren, aquivalent. 

Ist f nicht orientierbar, ¢ ein die Orientierung umkehrender Weg, fiir 
den f(i) zusammenziehbar ist, z irgendein Punkt in M, w ein Weg von z 
nach einem Punkt z von i, so kehrt der durch z gehende geschlossene 
Weg i’ =wiw* die Orientierung um und sein Bild ist ebenfalls zu- 
sammenziehbar; derartige geschlossene Wege gibt es also durch jeden Punkt 
von M. Ist g irgendein die Orientierung erhaltender oder umkehrender, 
geschlossener Weg durch z, so kehrt i’g die Orientierung um bzw. erhilt 
sie; die Bilder f(g) und f(#’g) sind aquivalent, da f(¢”) zusammenziehbar 
ist. Also ist ein geschlossener Weg in yu, sofern er iiberhaupt dem Bilde 
eines geschlossenen Weges von M dquivalent ist, sowohl dem Bild eines 
die Orientierung erhaltenden, als dem Bild eines die Orientierung umkeh- 
renden Weges aquivalent. 

Ist f orientierbar, X, eine Schicht, z, ein Punkt von X;, in dessen 

Umgebung eine Orientierung ausgezeichnet ist, so ist, wenn man fiir die 
Fortsetzung dieser Orientierung nach anderen Punkten von X, nur solche 
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Wege zulaBt, deren Bilder in « zusammenziehbar sind, die so fortgesetzte 
Orientierung in der Umgebung jedes Punktes von X; eindeutig bestimmt; 
denn ist x, ein zweiter Punkt von X; und sind u,v zwei Wege von z, 
nach x,, deren Bilder zusammenziehbar sind, so ist auch das Bild von 
uv~* zusammenziehbar, also erhalt wegen der Orientierbarkeit von f der 
Weg uv~* die Orientierung, mithin liefert die Fortsetzung der Orientie- 
rung der Umgebung von z, langs u dieselbe Orientierung der Umgebung 
von x, wie die Fortsetzung lings v; zu jeder der beiden Orientierungen 
der Umgebung von z, gehért also eine bestimmte Orientierung einer Um- 
gebung der ganzen Schicht X,, und wir diirfen festsetzen: 


Definition VI. Bei einer orientierbaren Abbildung f verstehen wir 
unter einer Orientierung der Umgebung einer Schicht X, solche Orientie- 
rungen von euklidischen Umgebungen der Punkte von X;, die aus einer 
Orientierung der Umgebung eines Punktes von X, durch Fortsetzung lings 
Wegen hervorgehen, deren Bilder zusammenziehbar sind. 


Ist M orientierbar, so ist eine solche Orientierung natiirlich die durch 
eine der Orientierungen von ganz M bewirkte. 


6. Die Beitrage der Schichten. f sei im Punkte £ von u kompakt. 
@ sei eine offene, die Originalmenge X von & enthaltende Menge in M und 
zerfalle in die Komponenten a eee dabei sind die G; zueinander 
fremde Gebiete, d. h. zusammenhangende offene Mengen in M, also Teil- 
mannigfaltigkeiten von M; und zwar sind sie simtlich, wenn nicht G = M 


und M geschlossen ist, offene Mannigfaitigkeiten. 

Nur in endlich vielen G; kénnen Punkte von X enthalten sein; denn 
wiirde jedes Gebiet einer unendlichen Folge G,, G,,... von Komponenten 
je einen Punkt z,,z,,... von X enthalten, so hatte die Folge der z, 
wegen der Kompaktheit von X einen Haufungspunkt z,, dieser gehérte 
einer Komponente G, an und mit dieser hitten fast alle der Gebiete 
G,, G,, ... Punkte — namlich Punkte von X — gemeinsam, im Widerspruch 
zu ihrer Eigenschaft, voneinander verschiedene Komponenten zu sein. 

Die endlich vielen Mannigfaltigkeiten G,, die Punkte von X enthalten, 
mogen die ,,wesentlichen* Komponenten von @ heiBen. 

Ist G, eine wesentliche Komponente, so ist die Abbildung /(G,) in é 
kompakt (fiir eine unwesentliche Komponente ist dies trivial). Ist nam- 
lich die positive Zahl 6 erstens kleiner als der Abstand des Punktes & von 
dem Bilde des Randes von G, und zweitens so klein, daB die ganze Ori- 
ginalmenge der 6-Umgebung von é in M kompakt ist — infolge der Kom- 
paktheit von f(M) in é ist diese Bedingung erfiillbar —, so hat der zu 
G, gehérende Teil dieser Originalmenge “keinen Haufungspunkt auf dem 
Rande von G,, ist also in G; kompakt. 
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Wir nehmen als G nun die e-Umgebung von X, wobei « eine die 
folgenden zwei Bedingungen erfiillende positive Zahl ist: erstens ist die Bild- 
menge f(G@) in einem é enthaltenden euklidischen Element enthalten; zwei- 
tens ist 2¢ kleiner als der kleinste Abstand zwischen irgend zwei von den 
nach Satz IIa in endlicher Anzahl vorhandenen Schichten, in die X zer- 
fallt. Dann enthalt infolge der zweiten Bedingung keine der Mannigfaltig- 
keiten G; Punkte zweier verschiedener Schichten. Jede der wesentlichen 
Komponenten G@; enthalt also Punkte genau einer Schicht; und zwar seien 
diejenigen wesentlichen Komponenten von G, die Punkte von X; enthalten, 
jetzt mit G,,, G,,,... bezeichnet. 

Ist f orientierbar, so ist jede Mannigfaltigkeit G,; orientierbar; denn 
ist g ein geschlossener Weg in G,;, so ist infolge der ersten ¢ auferlegten 
Bedingung f(g) in einem euklidischen Element enthalten, also zusammen- 
ziehbar, mithin erhalt wegen der Orientierbarkeit von f der Weg g die 
Orientierung. Die Orientierung von G,, bewirkt auf Grund von Definition VI 
eine bestimmte Orientierung von G,,, G,,,.... 

Die Abbildung jeder der so orientierten Mannigfaltigkeiten G,, (4 fest, 
j =1,2,...) hat, da sie, wie oben gezeigt wurde, in & kompakt ist, in & 
einen bestimmten Grad**), wenn man noch eine bestimmte Orientierung 
der Umgebung von & ausgezeichnet hat. Andert man diese Orientierung 
oder die Orientierung von G,, und damit die Orientierung von G,,,G;,, ..., 
so andert die Summe der Grade der Abbildungen von G;,,G;.,... ihr 
Vorzeichen, ihr absoluter Betrag bleibt derselbe. Dieser bleibt ferner un- 
geandert, wenn man « verkleinert, da dann von den G;, nur Punkte fort- 
fallen, deren Bilder ¢ nicht bedecken, die also auf den Wert des Grades 
keinen Einflu8 haben. Der absolute Betrag der Sumime der Grade hangt 
also nur von der Schicht X, selbst ab und werde als der ,,Beitrag“ von X; 
bezeichnet. 

Ist f nicht orientierbar, so wird sowohl die Orientierbarkeit der Mannig- 
faltigkeiten G,; in Frage gestellt, als auch die Ubertragung der Orientie- 
rung von G,, auf G,,, G,,,... unméglich. Die Grade sind daher nicht de- 
finiert, die Betrachtung behalt aber ihren Sinn, wenn wir die Grade durch 
die Paritaten’*) ersetzen und sagen, daB die Schicht den ,,Beitrag“ 0 oder 
1 liefere, je nachdem die Summe der Paritéten der Abbildungen von 
G;,, Gig, ... in & gerade oder ungerade ist. 

Wir fassen die Definition der ,,Beitrige“ noch einmal zusammen und 
fiigen einige weitere Definitionen hinzu: 


Definition Vila. Ist f in & kompakt, so verstehen wir unter dem 
Beitrag einer zu ¢ gehérigen Schicht X; die folgende Zahl: wenn f orientier- 
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bar ist, den absoluten Wert des Grades der Abbildung einer hinreichend 
kleinen, gema8 Definition VI orientierten Umgebung von X; im Punkte é; 
wenn f nicht orientierbar ist, die Zahl 0 oder 1, je nachdem die Paritat 
der Abbildung einer hinreichend kleinen Umgebung von X; im Punkte é 
gerade oder ungerade ist. 


Definition VIIb. Eine Schicht heiBt ,wesentlich“ oder ,,unwesent- 
lich“, je nachdem ihr Beitrag von 0 verschieden oder gleich 0 ist; die 
—- nach Satz Ila a fortiori endliche — Anzahl der zu & gehérigen wesent- 
lichen Schichten heiBt die ,wesentliche Schichtenzahl* von f in & und wird 
im folgenden mit s, bezeichnet. 


Definition VIlc. Die Summe der (wesentlichen) Schichtenbeitrage 
eines Punktes — hei®t der ,Absolutgrad“ von f in é und wird im folgen- 
den mit a, bezeichnet. 


Ist M orientierbar und sind y,, y,,... die auf Grund einer Orientie- 
rung von M bestimmten Grade der Umgebungen der einzelnen Schichten 
X,, X,,... in §, so ist der Grad gleich Sy;, der Absolutgrad gleich 5 ’| y,|; 
folglich ist im diesem Fall, d. h. immer dann, wenn der Grad iiberhaupt 
definiert ist, der Absolutgrad mindestens so gro8 wie der absolute Betrag 
des Grades; insbesondere ist der Grad 0, wenn der Absolutgrad ( ist. 
Ebenso folgt im Fall einer nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit M, dai 
die Paritat von f gerade ist, falls der Absolutgrad 0 ist. 


Wir nehmen die durch Satz I gegebene Zerlegung von f vor; é;, &,... 
seien die Punkte von u*, die durch m auf ¢ abgebildet werden. Nach 
Satz III gehért zu jeder Schicht X, ein Punkt &;,=/*(X,). X, bildet 
auch beziiglich f* eine einzige Schicht, da jeder durch g auf einen zu- 
sammenziehbaren Weg von mu abgebildete Weg von u* selbst zusammen- 
ziehbar ist (siehe § 1). Der von X, beziiglich f* gelieferte Beitrag ist, da 
g in der Umgebung von £;* eineindeutig und f = yf ist, gleich dem von 
X, beziiglich f gelieferten Beitrag a,; dabei hat man zu beriicksichtigen, 
daB f* orientierbar oder nicht orientierbar ist, je nachdem f es ist oder 
nicht ist, wieder infolge des Entsprechens der zusammenziehbaren Wege 
auf w und u*. 

G sei nun wieder eine ¢- Umgebung von X und « wieder so klein, dab 
verschiedene Schichten zu verschiedenen Komponenten von G gehéren, und 
iiberdies so klein, daS Komponenten, die Punkte verschiedener Schichten X;, 
enthalten, durch f* in die zueinander fremden Umgebungen U;' der £7 = f* (X,) 
hinein abgebildet werden, die einer festen Umgebung U von & entsprechen. 
V sei eine in U enthaltene Umgebung von §é, V;, V.,... seien die ent- 
sprechenden Umgebungen der £;, é;,...; V sei so klein, daB ¢(M— G) 
auBerhalb V, daB also die Originalmenge von V in G@ liegt; diese Original- 
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menge besteht aus den zueinander fremden Originalmengen der V;" be- 
ziiglich f*, und die Originalmenge einer einzelnen V;" gehért wegen V;* < U;* 
solchen Komponenten von G an, die Punkte von X, enthalten; hat ein 
Punkt &* keinen Originalpunkt bei f*, so ist auch die Originalmenge seiner 
Umgebung V;" leer. 

Nun sei V ferner so klein, da8 f in allen Punkten von V kompakt ist; 
dann ist f* in allen Punkten von V," kompakt, und da das durch f* ge- 
lieferte Bild von M— G, also auch das des Randes von G@ fremd zu V; 
ist, ist auch die Abbildung f*(G@) und somit erst recht die Abbildung f* 
jeder einzelnen Komponente von G in allen Punkten von V;’ kompakt. 
Jede dieser Abbildungen hat also in V;’ konstanten Grad bzw. konstante 
Paritiét. Ist 7 ein Punkt von V, »* der entsprechende Punkt in V,", a, der 
Beitrag von X;, so ist also a; die Grad- bzw. Paritétensumme der Ab- 
bildung der Komponenten von G@ nicht nur in é*, sondern auch in 7%. 
Da es auBerhalb G keine Originalpunkte von 7* gibt, ist a, die Grad- 
bzw. Paritétensumme bei der Abbildung der Komponenten einer Umgebung 
der ganzen Originalmenge Y; von nf. Ist a;4+-0, X; also wesentlich, so 
ist Y, nicht leer, sondern eine wesentliche Schicht von 4 mit dem Bei- 
trag a;. Ist a, 0, X, also unwesentlich, so ist Y; entweder leer oder un- 
wesentlich. 


Somit ist die Reihe a,, a,,..., a, der Beitrige der wesentlichen Schichten 
in der Umgebung V von é konstant, und da es um jeden Punkt eines Ge- 
bietes, in dem f kompakt ist, eine solche Umgebung gibt, folgt: 


Satz IVa. Die Rethe der Beitrage der (wesentlichen) Schichten, also 
insbesondere auch die wesentliche Schichtenzahl s. und der Absolutgrad a, . 
sind konstant in jedem Gebiet, in dem f kompakt ist. 

Andert man f gleichmaBig stetig so ab, daB die Abbildung immer 
kompakt in & bleibt, so bleibt bei hinreichender Kleinheit der Anderung 
die Originalmenge X in G enthalten; der Anderung entspricht (siehe Satz 1) 
eine stetige Anderung von f*; f* bleibt in den é;* kompakt, die Original- 
menge jedes Punktes é,* bleibt in den Komponenten von @ enthalten, in 
denen sie urspriinglich war, und die Anderung der Abbildung jeder Kom- 
ponente ist gleichmaBig stetig. Die Grade bzw. Paritaten der Abbildungen 
dieser Komponenten andern sich daher in ¢," nicht**). Daraus folgt: 


Satz IVb. Die Rethe der Beitrdge der (wesentlichen) Schichten, also 
insbesondere auch die wesentliche Schichtenzahl und der Absolutgrad, im 
Punkte — sind Invarianten der ,, Abbildungsklasse in bezug auf &*°). 
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§ 3. 
Uberall kompakte Abbildungen. 


Aus den im vorigen Paragraphen behandelten Tatsachen leiten wir in 
diesem Paragraphen Folgerungen fiir den Spezialfall her, in dem f in allen 
Punkten von » kompakt ist; dieser Fall umfaSt insbesondere alle Ab- 
bildungen geschlossener Mannigfaltigkeiten M. 

Satz V. Bei einer tiberall kompakten Abbildung sind alle Schichten- 
beitrdge untereinander gleich; d. h. entweder gibt es nur unwesentliche 
Schichten, oder es gibt nur wesentliche Schichten und die Schichtenbeitrage 
in jedem Punkt sind untereinander und mit den Schichtenbeitragen in den 
anderen Punkten gleich. 

Beweis. X,, Y, seien Schichten in den Punkten £, 7 von mw mit den 
Beitrigen a, baw. b,; dabei darf auch =» sein. Dann sind (siehe § 2, 5.) 
a,, b, auch die Beitrage der Schichten X, bzw. Y, in den Punkten & = f*(X,) 
baw. 9," =f*(Y,) bei der Abbildung f*. Aus der Kompaktheit von f in 
allen Punkten von yu folgt die Kompaktheit von f* in allen Punkten von 
u*; aus Satz IVa, angewandt auf /*, ergibt sich daher a,= b,. 

Satz VI. Sind M und yw orientierbar und ist f tiberall kompakt, so 
ist der Absolutgrad gleich dem absoluten Betrag des Grades. 

Beweis. Aus der Orientierbarkeit von yu folgt die Orientierbarkeit 
von u*, da die Orientierung euklidischer Elemente von uw durch die in 
ihnen eindeutige Umkehrung der Abbildung @ in eindeutiger Weise auf ein 
vollstandiges, aus euklidischen Elementen bestehendes Umgebungssystem in 
* tibertragen wird. Sind M und wu orientiert, so ist also auch u* orientiert, 
und die Abbildung f * hat einen bestimmten Grad y, der wegen der Kom- 
paktheit von f* in ganz u* konstant ist. Sein absoluter Betrag ist der 
laut Satz V konstante Schichtenbeitrag bei f*. Infolge des oben definierten 
Zusammenhanges zwischen den Orientierungen von « und u* hat die Ab- 
bildung ¢ in jedem Gebiet von *, in dem sie eineindeutig ist, den Grad +1. 
Nach der Produktregel fiir die Grade’*) hat daher die Abbildung f= f* 
der Umgebung einer Schicht X; im Punkt é ebenfalls den Grad y. Gehéren 
zu & t Schichten, so ist ty der Grad von f, t|y| der Absolutgrad. 

Bemerkung. Ist M orientierbar, ~ nicht orientierbar, so ist der Grad 
auch noch definiert und stets gleich 0**). Der Absolutgrad kann aber 
von 0 verschieden sein. So hat er z. B. bei der durch die Uberlagerung ge- 
gebenen Abbildung der eine projektive Ebene zweischichtig iiberlagernden 
Kugel auf die projektive Ebene den Wert 2. 


Satz VII. Hat eine iiberall kompakte Abbildung einen von 0 ver- 
schiedenen Absolutgrad, so ist der Index der Abbildung endlich. 








RVQicok 


“> 








Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. II. 585 


Beweis. Ist der Index j der iiberall kompakten Abbildung f un- 
endlich, so hat (siehe § 1) die Uberlagerungsmannigfaltigkeit 4* unendlich 
viele Schichten, d. h. so gibt es auf ihr zu jedem Punkt & von uw unendlieh 
viele Punkte é,, é7,... mit 9 (& ) =&; da andererseits nach Satz Ila die 
Originalmenge X von é in nur endlich viele Schichten zerfallt und nach 
Satz III jede von diesen durch f* auf einen der Punkte ¢7, é3, ..., nach 
Satz I aber kein nicht zu X gehériger Punkt durch f* auf einen Punkt é; 
abgebildet wird, gibt es Punkte &," — und sogar unendlich viele —, die 
bei der Abbildung f* nicht Bildpunkte sind. Ware nun in einem der 
Punkte é,")£3,... der Schichtenbeitrag von 0 verschieden, so wire er nach 
Satz V in allen Punkten von u* von 0 verschieden, es waren also alle é; 
Bildpunkte; mithin ist der Schichtenbeitrag von f*, der zugleich der Schichten- 
beitrag von f ist, gleich 0, und folglich ist auch der Absolutgrad 0. 

Satz Vila. Der Index einer tiberall kompakten Abbildung ist ein 
Teiler des Absolutgrades; der laut Satz V konstante Schichtenbeitrag hat, 
wenn der Absolutgrad a und der Index j ist, den Wert 7 (dabei wird 
~ = 0 gesetzt); ist a+0, so ist j gleich der (wesentlichen) Schichten- 
zahl s. 


Beweis. Wir diirfen a +0 annehmen. Zu jedem der Punkte ae &}, 
fiir die p(&)=€ ist, gehért derselbe Schichtenbeitrag a,;—a,; es ist 
a = Sa,= ja,, also a, = 7 Daraus folgt weiter a,+ 0, also sind alle 

t=1 


j Schichten wesentlich, und es ist j =s. 


Folgerung. Fir die Abbildbarkeit einer geschlossenen Mannigfaltig- 
keit M auf die Mannigfaltigkeit « mit einem vorgeschriebenen, von 0 ver- 
schiedenen, Absolutgrad a ist notwendig, daB sich % homomorph so in ® 
abbilden 148t, daB der Index der Bildgruppe endlich und ein Teiler von a 
ist. Z. B. muB, wenn § eine endliche Gruppe ist, auch ® eine endliche 
Gruppe sein. 

Satz VIII. Hat eine tiberall kompakte Abbildung den Absolutgrad a =1, 
so ist jeder geschlossene Weg auf u dem Bild eines geschlossenen Weges 
auf M dquivalent. 

Beweis. Nach Satz VIIa hat die Abbildung den Index j = 1, folglich 
ist die Bildgruppe U1 mit der Fundamentalgruppe ® von w identisch. 

Satz IX. Bet einer iberall kompakten Abbildung mit von 0 ver- 
schiedenem Absolutgrad ist die Anzahl der Komponenten (d.h. zweinander 
fremden zusammenhangenden abgeschlossenen Mengen), in die die Original- 


menge X eines beliebigen Punktes — von mu zerfallt, mindestens gleich dem 
Index j von f. 
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Beweis. Jede der wesentlichen Schichten, in die X zerfallt, enthilt 
wenigstens eine Komponente. Die Anzahi der wesentlichen Schichten ist 
nach Satz Vila gleich j. 


Satz X. Gibt es bei einer iiberall kompakten Abbildung mit von 0 
verschiedenem Absolutgrad einen Punkt auf u, dessen Originalmenge zu- 
sammenhdngend ist, so ist jeder geschlossene Weg auf u dem Bilde eines 
geschlossenen Weges auf M dquivalent. 


Beweis. Die Abbildung hat nach Satz [IX den Index 1; folglich ist 
U mit ® identisch. 


§ 4. 
Die Anzahl der Originalpnnkte und der glatten Bedeckungen 
eines Bildpunktes. 


f sei wieder eine beliebige Abbildung von M auf uw und im Punkte é 
von « kompakt; mit St. bezeichnen wir die ,,Abbildungsklasse in bezug 
auf &“, zu der f gehdért, d. h. die Gesamtheit aller Abbildungen, die sich 
durch gleichmaBig stetige Abanderung unter Wahrung der Kompaktheit im 
Punkte & aus f herstellen lassen*®). In R- gibt es Abbildungen, bei denen 
die Originalmenge von £ aus endlich vielen Punkten besteht; deren Anzahl 
ist mindestens gleich der wesentlichen Schichtenzahl 8:, die innerhalb R- 
invariant ist (Satz IVb). Bezeichnen wir die innerhalb St. erreichbare 


Mindestzahl von Originalpunkten des Punktes = mit o,, so ist also o, >s.. 

Statt nur nach der kleinsten Zahl von Originalpunkten von ¢ kann 
man allgemeiner fragen, welche endlichen Zahlen als Anzahlen der Original- 
punkte von & bei einer zu St, gehdrigen Abbildung auftreten kénnen; diese 
Frage wird durch die Antwort auf die Frage nach der GréBe von o, mit- 
beantwortet: jede endliche Zahl, die nicht kleiner als o, ist, tritt auf. Denn 
wenn f eine Abbildung aus S$, mit o, Originalpunkten von & ist, so laBt 
sich folgendermaBen eine zu &. gehérige Abbildung /, mit o, +k (k >0) 
Originalpunkten von £ konstruieren: y sei ein Punkt von M mit f(y) = +6, 
E ein & und 9 enthaltendes Element von wu (beziiglich der Existenz von Z 
siehe den unten ausgesprochenen Hilfssatz Ia), e ein y enthaltendes Element 
von M mit f(e)c HE und §+/(e); dann kann man f im Innern von e 
so abandern, daB é dort genau & Originalpunkte bekommt*'), und die so 
abgeiinderte Abbildung f, laBt sich, da das Innere von £ als euklidischer 
R” aufzufassen ist, ohne Anderung am Rande von e, also in stetigem An- 
schiu8 an f, durch gleichférmige Bewegungen in E aus / herstellen; die 


*) Folgt aus Teil I, §1, Satz X, durch Anwendung auf & zueinander fremde 
Teilelemente von e, 








Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. I. 587 


Originalmenge einer Umgebung von & gehért dabei in jedem Augenblick 
zu eé, ist also kompakt, mithin gehért /, zu &-. 

o; hangt von & ab; jedoch gilt ebenso wie fiir die im § 2 behandelten 
Klasseninvarianten (siehe Satz IV) 


Satz XIa. 0, tst konstant, wenn & ein Gebiet durchlduft, in dem f 
kompakt ist. 


Dieser Satz ist in dem folgenden allgemeineren Satz enthalten: 


Satz XI. & und » seten Punkte eines Gebietes G von mu, in dem f 
kompakt ist; dann tritt jede Punkimenge X von M, die als Originalmenge 
von & bei einer Abbildung f, aus R- auftritt, auch als Originalmenge 
von » bei einer Abbildung f, aus X, auf. 

Beim Beweis werden wir, wie oben bereits einmal, den folgenden 
Hilfssatz verwenden, den wir zusammen mit anderen Hilfssaitzen im nachsten 
Paragraphen beweisen werden: 


Hilfssatz Ia. Zu zwei Punkten einer Mannigfaltigkeit gibt es stets 
ein sie im Inneren enthaltendes Element der Mannigfaltigkeit. 


- 


Beweis von Satz XI. £ sei ein ¢ und » im Inneren enthaltendes 
Element von G. D, sei eine topologische Deformation von y in sich, die 
auBerhalb und auf dem Rande von £ die Identitaét ist und, wahrend i 
von 0 bis 1 lauft, € in » iiberfiihrt; dabei ist D, auch im Inneren von E 
die Identitaét. Alle Abbildungen D,f(M) sind in G kompakt; also gehért 
insbesondere D,f(M) zu &,. f, (QSt<1) sei die in & kompakte 
Abbildungsschar, die f= f, in f, iiberfiihrt. Die Abbildungsschar D, f (M) 
ist in » kompakt, da die Originalmenge einer Umgebung von y bei D, f, 
mit der Originalmenge einer Umgebung von & bei f, identisch ist; folglich 
ist D, f, =f, C8,. Die Originalmenge von » bei f, ist mit der Original- 
menge von & bei f, identisch, sie ist also die Menge X. 

Es liegt nahe, der Zahl o, eine in ahnlicher Weise definierte Zahl 6. 
an die Seite zu stellen: 6, sei die durch eine Abbildung aus &, erreichbare 
Mindestzahl der Komponenten (d. h. untereinander fremden, zusammen- 
hingenden abgeschlossenen Teilmengen) der Originalmenge von ¢. Auch 
diese Zahl ist mindestens gleich der wesentlichen Schichtenzahl s,; ferher 
folgt aus den Definitionen unmittelbar 6, < o,. Die neue Definition liefert 
aber keine neue Zahl; es ist vielmehr stets 6, = 9,. Diese Tatsache ist 
in dem folgenden Satz enthalten: 


Satz XII. Besteht bet der Abbildung f die Originalmenge X von & 
aus genau k Komponenten, so lapt sich f durch eine stetige Abdnderung, 
die sich auf eine beliebig kleine Umgebung von X beschrankt, in eine 
zu R, gehdrige Abbildung f, tiberfiihren, bei der die Originalmenge von — 
aus genau k Punkten besteht. 

38* 
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Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall k = 1; 
X sei also zusammenhangend. « sei eine so kleine positive Zahl, daB das 
durch f gelieferte Bild der e~Umgebung von X in einer euklidischen Um- 
gebung U von é enthalten ist. Diese e-Umgebung von X kann in mehrere 
Komponenten zerfallen; aber da X zusammenhangend ist, enthalt nur eine 
Komponente Punkte von X; diese Komponente heiBe M’.. Durch eine 
beliebig kleine Abanderung in einer beliebig kleinen Umgebung von X 
kann man unter Wahrung der Kompaktheit in & die Abbildung f der 
Mannigfaltigkeit M’ so abandern, daB & bei dem Ergebnis f’ nur endlich 
viele Originalpunkte hat**). Ist deren Anzahl gréBer als eins, so JaBt sie 
sich folgendermafen vermindern: man schlieBe zwei Originalpunkte in ein 
Element E von M’ ein (s. Hilfssatz Ia). f’ bewirkt eine Abbildung des 
Elements Z in das als euklidischen R” aufzufassende Gebiet U. Daher**) 
kann man f’, ohne auBerhalb und auf dem Rande von Z etwas zu andern, 
im Inneren von E so abandern, daB & dort nur noch einen einzigen 
Originalpunkt hat; dabei bleibt die Originalmenge einer Umgebung von & 
immer kompakt. Mithin kann man die Originalmenge von é innerhalb 
von §. schlieBlich bis auf einen einzigen Punkt vermindern. Damit ist 
der Spezialfall k = 1 erledigt. 


Ist k>1, so seien K; (¢ =1,...,&) die Komponenten von X. Man 
wihle ein so kleines positives 6, daB die 6- Umgebungen der verschiedenen K; 
zueinarider fremd sind. Unter den Komponenten der d6-Umgebung von K; 
ist, da K; zusammenhingend ist, nur eine, die Punkte von K, enthilt. 
Sie ist eine Mannigfaltigkeit M;. Bei der Abbildung f(M,) ist die Original- 
menge von § zusammenhangend. Auf Grund des bereits bewiesenen Spezial- 
falles lat sich f daher innerhalb von §, so abandern, daB jede Kom- 
ponente K; durch einen einzigen Originalpunkt von é ersetzt wird und 
daB weitere Originalpunkte nicht hinzutreten. 


Bei der Definition von o, waren wir von der Tatsache ausgegangen, 
da8 es in &. ,,fastglatte* Abbildungen**) gibt, d.h. solche, bei denen die 
Originalmenge von & endlich ist. Nun gibt es in §, sogar Abbildungen, 
die ,,glatt“ sind, d.h. die eine endliche Anzahl von Gebieten eineindeutig 
auf eine Umgebung von é abbilden, wahrend die Komplementarmenge 
dieser Gebiete keinen Originalpunkt von é enthalt**). Diese Tatsache fihrt 
zu der folgenden Definition: «, sei die Mindestzahl von glatten (d.h. ein- 
eindeutigen) Bedeckungen einer Umgebung von é, die durch eine Ab- 
bildung aus §, geliefert wird. «, ist mindestens so groB wie der Absolut- 


*) Teil I, § 4, Satz Ia. 
*3) Teil I, § 1, Satz X. 
*) Teil I, § 4, Satz II. 














Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. II. 589 


grad a. im Punkte £; denn bei einer in ¢ glatten Abbildung gehéren zu 
einer Schicht, deren Beitrag a; ist, wenigstens a, Originalpunkte von é, 
da die eineindeutige Abbildung der Umgebung eines solchen Punktes den 
Grad +1 bzw. ungerade Paritét hat. Es ist also immer «, > a,. 

Analog wie am Anfang des Paragraphen bei der Betrachtung von o, 
kann man statt nach der Mindestzahl nach jeder innerhalb §, iiberhaupt 
méglichen Anzahl glatter Bedeckungen von & fragen. Auch jetzt ist die 
Antwort auf diese Frage gegeben, wenn man @, kennt: jede endliche Zahl, 
die nicht kleiner als «, und die mit «, kongruent modulo 2 ist, kann als 
Zahl glatter Bedeckungen von é auftreten. Denn wie friiher kann man, 
wenn eine in & glatte Abbildung vorliegt, diese in einem Element e von M, 
dessen Bild é nicht enthialt, stetig so abindern, daB das Bild von e & be- 
deckt; dabei kann man die abgeanderte Abbildung als glatt in ¢ annehmen 
und, da die Abbildung von e in § den Grad 0 hat, als Anzahl der Be- 
deckungen der Umgebung von § durch das Bild von e jede gerade Zahl 
willkiirlich vorschreiben *°). 

Ferner gilt in Analogie zu Satz Xla 


Satz XIb. a, ist konstant, wenn £ ein Gebiet durchlduft, in dem f 
kompakt ist. 

Beweis. § und » seien Punkte des Gebietes G, in dem f kompakt 
ist; f, sei eine Abbildung aus §,, die in & glatt ist, und zwar werde bei 
ihr eine Umgebung von é k-mal glatt bedeckt. Dann liefert die im Be- 
weise von Satz XI benutzte Konstruktion eine Abbildung f, aus 8,» bei 
der eine Umgebung von 7 k-mal glatt bedeckt wird. Jede Zahl k, die 
als Zahl der Bedeckungen einer Umgebung von é bei einer in é glatten 
Abbildung aus St. auftritt, tritt also auch als Zahl der Bedeckungen einer 
Umgebung von 7 bei einer in  glatten Abbildung aus §, auf, und um- 
gekehrt. Daraus folgt die Behauptung. 

Die Klasseninvarianten o. und @, sind durch die Abbildung f und 
den Punkt ¢ eindeutig bestimmt; jedoch ist aus ihrer Definition nicht er- 
sichtlich, wie sie sich ermitteln lassen, wenn f und é gegeben sind (hierin 
besteht ein prinzipieller Gegensatz zwischen o, und q, einerseits und den 
im § 2 behandelten Klasseninvarianten andererseits). o, und «, sind durch 
ihre Definitionen ja nicht als Eigenschaften von f, sondern als Eigenschaften 
der durch f und & bestimmten Abbildungsmenge §, charakterisiert. Es 
entsteht daher die Aufgabe, o, und «, durch GréBen auszudriicken, die 
bereits bei vollstindiger Kenntnis der Abbildung f selbst bekannt sind. 

Diese Aufgabe bildet den weiteren Inhalt dieser Arbeit. Sie wird 
zwar fiir die meisten Fille, jedoch nicht in voller Allgemeinheit gelést 


*) Teil I, § 1, Satz IX. 
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werden; ist die Dimensionszahl von M und uw n+ 2, so wird sie dadurch 
gelést, daB gezeigt wird: in den uns schon bekannten Beziehungen a, > s., ‘ 
«, >a, stehen immer die Gleichheitszeichen; dagegen gelten die Gleichungen 
0, =8., «, =a, nachweislich nicht bei gewissen Flachenabbildungen, und : 
in diesen Fallen bleibt die oben formulierte Aufgabe ungelést. 

Nach Voranschickung einiger Hilfssitze im § 5 wird im § 6 der | 
Fall n + 2 in dem genannten Sinne erledigt werden; im §7 wird gezeigt 
werden, daB der Fall n = 2 sich nicht nur unserer Beweismethode entzieht, | 
sondern da in ihm die fiir die anderen Dimensionszahlen giiltigen Satze 
tatsachlich falsch sind. 


§ 5. 
Hilfssitze. 


1. Sind w,, w, zwei Wege mit dem gemeinsamen Anfangspunkt x und 
dem gemeinsamen Endpunkt y in der Mannigfaltigkeit M, so nennen wir 
sie, in Verallgemeinerung der im §1 fiir geschlossene Wege getroffenen 
Festsetzungen, ,,aquivalent“, wenn man den einen unter Festhaltung von 
Anfangs- und Endpunkt in den anderen deformieren kann; es ist leicht 
zu sehen, daB dies gleichbedeutend mit der Zusammenziehbarkeit des ge- 
schlossenen Weges w,w,' ist. Die Wege von 2 nach y werden so in 
Aquivalenzklassen eingeteilt. 


Ist ¢ ein Teilbogen des Weges w, ist also w = stu, wobei s der Teil- 
bogen von w von dem Anfangspunkt von w bis zu dem Anfangspunkt 
von ¢, u der Teilbogen von dem Endpunkt von ¢ bis zu dem Endpunkt 
von w ist, und ist ¢ mit ¢’ dquivalent, so wird durch die Deformation 
von é in ¢’ zugleich w in w’ =st’u deformiert. Ersetzt man also einen 
Teilbogen eines Weges durch einen Aquivalenten Bogen, so bleibt die 
Aquivalenzklasse des ganzen Bogens ungedandert. 


Ist HZ em x und y enthaltendes Element, so sind zwei Wege w, 
und w,, die z mit y innerhalb EZ verbinden, stets miteinander Aquivalent, 
da man die Uberfiihrung von w, in w, mit Hilfe der euklidischen Geometrie 
von £ geradlinig und gleichférmig durchfiihren kann. Zu jedem x und y 
enthaltenden Element £ gehért also eine wohlbestimmte Aquivalerzklasse 
von Wegen zwischen z und y. Es fragt sich, ob man umgekehrt bei ge- 
gebenen Punkten z und y zu jeder Aquivalenzklasse ein solches Element £ 
angeben kann. Man sieht leicht, daB diese Frage nicht in voller Allgemein- 
heit zu bejahen ist: denn ist n 1, M ein Kreis und w ein Weg von x 
nach y, der den Kreis mehrere Male umliuft, so daB die Anderung des 
Winkelarguments auf w gréBer als 22 ist, so ist sie auch auf jedem zu w 
aiquivalenten Weg > 22; ein solcher Weg lat sich aber nicht in ein 
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Interval! einschlieBen. Jedoch spielt der Fall n =1 eine Ausnahmerolle; 
denn es gilt: 

Hilfssatz I. Istn >1, M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w 
ein Weg zwischen den voneinander verschiedenen Punkten x und y in M, 
so gibt es in M ein x und y enthaltendes Element £ mit der Eigenschaft, 
daB die x mit y innerhalb Z verbindenden Wege mit w Aquivalent sind. 

Bemerkung. Hierin ist der im vorigem Paragraphen ausgesprochene 
und benutzte . Hilfssatz Ia“ fiir n >1 enthalten; da dieser aber fiir den 
Fall n =1, in dem M entweder eine Gerade oder ein Kreis ist, sofort zu 
verifizieren ist, darf er nach Beweis des Hilfssatzes I als bewiesen an- 
gesehen werden. 

Beweis. e sei ein 2 enthaltendes, y nicht enthaltendes Element. 
w hat Punkte mit dem Rande r von e gemeinsam, und unter diesen gibt es 
einen bei der Durchlaufung von w in der Richtung z y ersten Punkt 2; falls der 
Bogen xz von w nicht doppelpunktfrei ist, ersetzen wir ihn durch einen 
in.e von x nach z laufenden doppelpunktfreien Bogen. Hierdurch wird, 
da die beiden Bégen «xz in e verlaufen, also, wie friiher bemerkt, aquivalent 
sind, die Aquivalenzklasse des ganzen Weges w, wie ebenfalls friiher be- 
merkt, nicht geandert. Falls w in seinem weiteren Verlauf wieder in e 
eintritt, falls es also auf dem Bogen zy einen im Inneren von e liegenden 
Punkt z gibt, so gehért dieser einem Teilbogen von w an, dessen End- 
punkte z,,z, auf dem Rande r von e liegen; da r eine (nm — 1)-dimensionale 
Sphare und n —1> 0 ist, lassen sich z, und z, auf r durch einen Bogen 
verbinden, der wieder mit dem zwischen z, und z, verlaufenden Teil von w 
aquivalent ist, durch den wir den letzteren also ersetzen diirfen, ohne die 
Klasse von w zu andern. Indem wir dies fiir jeden in e eintretenden Bogen 
tun, erreichen wir, daB der ganze Weg zunichst doppelpunktfrei von z 
bis in den Randpunkt z von e lauft und danach nie mehr ins Innere von e 
eintritt, so daB insbesondere der Anfangspunkt x nicht noch ein zweites 
Mal von dem Wege erreicht wird. Wir diirfen also annehmen, da8 w von 
vornherein diesen Verlauf hat. (Diese Annahme ist, wie man leicht sieht, 
unzulassig, wenn M ein Kreis ist.) 

Der Bogen zy la8t sich in so kleine Teilbégen einteilen, daB es zu 
jedem von ihnen ein ihn im Inneren enthaltendes, x nicht enthaltendes 
Element gibt. Setzen wir e = EZ, und bezeichnen wir die soeben eingefiihrten 
Elemente nach der Reihenfolge der in ihnen enthaltenden Teilbégen mit 


E,,..., ,, so haben wir folgendes erreicht: w ist in k aneinanderschlieBende 
Bogen w,,...,w, eingeteilt und diese sind ins Innere von Elementen 
E,,..., #, derart eingeschlossen, daB der Anfangspunkt x von w auBer 


dem Element EZ, keinem weiteren EZ, angehért. Eine solehe Bedeckung von w 
mit Elementen mége eine ,, zulassige Bedeckung von der Ordnung k“ heifen. 
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Unser Satz wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben, daG es, falls 
k>1 ist, einen zu w dquivalenten Weg gibt, der eine zulissige Bedeckung 
von der Ordnung k —1 gestattet. Denn dann gelangt man nach k —1 
Schritten zu einem Weg, der die Behauptung erfiillt. 

Die Méglichkeit der Verminderung der Ordnung & einer zulissigen 
Bedeckung durch Ubergang zu einem Aquivalenten Weg sei bereits fiir den 
Fall & = 2 bewiesen; dann ergibt sie sich fiir beliebiges k dadurch, da8 
man fiir den Teil w,w, von w und seine aus EZ, und E£, bestehende zu- 
lassige Bedeckung von der Ordnung 2 die Verminderung der Ordnung 
vornimmt: man ersetzt w,w, durch einen aquivalenten Weg w{, der eine 
Bedeckung der Ordnung 1 gestattet, sich also in ein Element 2, ein- 
schlieBen la8t. Dann ist der Weg w’, der aus w bei der Ersetzung von 
w,w, durch w{ entsteht, mit w aquivalent, und die Elemente Ej, H;, ..., E, 
bilden eine zulissige Bedeckung von w’, deren Ordnung k—1 ist. Es 
geniigt also, die Méglichkeit der Verminderung der Ordnung fiir den Fall 
k =2 zu beweisen. 

w sei also in zwei Bogen rq = w,, gy = w, geteilt, w, sei im Innern 
des Elements Z,, w, im Innern des Elements Z,, 2 sei nicht in HZ, ent- 
halten. Da der Bogen w, vom AuBeren ins Innere von Z, lauft, besitzt 
er Punkte auf dem Rande R von HZ,; p sei der im Sinne der Durch- 
laufung von w, letzte derartige Punkt. Der Bogen pq verliuft also in 
dem Durchschnitt #,-H#,. Nun sei 7 eine topologische Abbildung von 
E,+ £, mit den folgenden Eigenschaften: AuSerhalb und auf dem Rande 
von E, ist sie die Identitét; H, wird durch T auf sich abgebildet, und 
zwar so, daB 7'(q)=y ist. 7 kann durch eine eindeutige stetige De- 
formation hergestellt werden, indem man in HZ, jeden Punkt geradlinig 
und gleichférmig im Sinne einer in Z, giiltigen euklidischen Geometrie in 
der Zeit 1 in seinen Bildpunkt laufen l48t und auBerhalb und auf dem 
Rande von £, alle Punkte festhilt. Da x auBerhalb von HZ, und p auf 
dem Rande von £, liegt, werden diese beiden Punkte dabei festgehalten, 
und der Bogen zp von w ist daher mit seinem Bild 7'(xp) dquivalent. 
Ferner ist der Bogen py von w mit dem Bild T(pq) des Bogens pq 
aquivalent, da beide Wege die Punkte p und y in EZ, miteinander ver- 
binden. Folglich ist auch der Weg w=2xp-}-py mit dem Weg 
w’=T(xp)+T(pq) =T(cq)=T(w,) aquivalent. Da aber w, im 
Inneren des Elements Z, liegt, liegt w’ = 7T'(w,) im Inneren des Llements 
E'=T(E,). w’ und £’ erfiillen also die Behauptung, und der Hilfs- 
satz I ist damit bewiesen. 

(Bemerkung. Da man innerhalb eines Elementes zwei Punkte immer 
durch einen doppelpunktfreien Weg verbinden kann, folgt aus dem Hilfs- 
satz, daB man zu jedem Weg w einen Aquivalenten, doppelpunktfreien 
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Weg w’ mit denselben Anfangs- und Endpunkten finden kann. Die Kon- 
struktion eines solchen w’ ist, wie man leicht sieht, bereits durch eine 
beliebig kleine Abinderung von w méglich, wenn n> 2 ist; dies ist je- 
doch, wie man an einfachen Beispielen sieht, im Fall n = 2 im allgemeinen 
nicht méglich, vielmehr mu8 man in diesem Fall Konstruktionen von der 
Art vornehmen, wie sie im Beweis des Hilfssatzes verwendet wurden.) 


2. Ist F eine abgeschlossene Teilmenge eines k-dimensionalen Elements E *, 
und ist in F eine Abbildung f auf die n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
definiert, so 148+ sich diese im allgemeinen — im Gegensatz zu dem 
Spezialfail, in dem yu der euklidische Raum ist**) — nicht auf das ganze 
Element Z£* erweitern. Denn ist zB. F eine Kreislinie, so ist in der 
Erweiterbarkeit auf E* die Erweiterbarkeit auf eine von F begrenzte Kreis- 
scheibe enthalten, und dies bedeutet (siehe § 1), daB der geschlossene 
Weg /f(F) in mw zusammenziehbar ist, was nicht der Fall zu sein braucht. 
Jedoch ist stets wenigstens eine Erweiterung von f ,,im Kleinen* méglich; 
es gilt namlich 

Hilfssatz Ila. Ist in der abgeschlossenen Teilmenge F des k-dimen- 
sionalen euklidischen Elements E* eine Abbildung f auf die Mannigfaltig- 
keit » definiert, so laBt sich f auf eine gewisse Umgebung von F erweitern. 
Dabei wird unter einer Umgebung von F eine F enthaltende, relativ zu 
E* offene Teilmenge von E£* verstanden. 


Beweis. In mw wird eine bestimmte Metrik mit einer Entfernungs- 
funktion @ zugrunde gelegt. ® sei eine kompakte Menge in uw. Dann 
la8t sich jeder positiven Zahl b eine positive (von ® abhingige) Zahl 4 (b) 
mit folgender Eigenschaft zuordnen: Jede Punktmenge, die wenigstens einen 
Punkt von ® enthalt und deren Durchmesser < 5(6) ist, laBt sich in ein 
Element mit einem Durchmesser < 6 einschlieBen. Gabe es namlich zu 
einem positiven 6 keine derartige Zahl 5(b), so gabe es zu jedem posi- 
tiven 6, eine einen Punkt p, von ® enthaltende Menge m; mit einem 
Durchmesser < 4,, die sich nicht in ein “lement mit einem Durchmesser 
<5 einschlieBen lieBe. Ist aber 4,, 4,,... eime gegen 0 konvergierende 
Folge, so hat die zugehérige Punktfolge p,, p,,... wegen der Kompaktheit 
von ® einen Haufungspunkt p; e sei ein p im Inneren enthaltendes Ele- 
ment mit einem Durchmesser < 6; « sei eine so kleine positive Zahl, dab 
die ganze «- Umgebung von p im Inneren von ¢ liegt. Ist dann ¢ so groB, 
daB sowohl 4,< je als o(p, p,) < }e ist, so liegt die ganze Menge m, im 


%6) Diese Méglichkeit der Erweiterung einer Abbildung folgt unmittelbar aus 
der Méglichkeit, den Definitionsbereich einer stetigen Funktion zu erweitern. Man 
vgl. Teil I, FuBnote +’), und die entsprechende Stelle im Text. 
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Inneren von e, im Gegensatz zu der Annahme, da8 sich m,; in kein Ele- 
ment mit einem Durchmesser < } einschlieBen lasse. 

Eine Funktion 6(b) existiert also. Aus ihrer Definition ergibt sich, 
da8 immer 6(b) <b ist. Der Existenzbeweis bleibt giiltig fiir 6 = + co; 
der Sinn der Zahl 5* = d(oco) ist der, dab jede Menge, die einen Punkt 
® enthilt und deren Durchmesser < 6* ist, in ein Element eingeschlossen 
werden kann. 

Wir setzen nun, wenn @ die Bildmenge f(/) und, wie oben eingefiihrt, 
k die Dimension von E* ist: 


d,—0*, d,=6(54d,,,) (x= k—1,k—2,...,1, 0). 


E* denken wir uns als Simplex mit einer euklidischen Metrik. Infolge der 
gleichmaBigen Stetigkeit der Abbildung f laBt sich eine Zahl c>0O so 
bestimmen, daS fiir zwei Punkte z,,z, von F, deren Entfernung <c 
ist, stets o(f(x,), f(%,)) << d, ist. 

E* zerlegen wir in Teilsimplexe, deren Durchmesser < jc sind; 
BE, B*. ... Seien diejenigen von ihnen, die im Inneren oder auf dem Rande 
wenigstens je einen Punkt von F enthalten. Die Menge der (relativ zu E*) 
inneren Punkte der Vereinigungsmenge F, = YE,‘ bildet eine Umgebung 


vu 
von F. Unsere Aufgabe ist daher gelést, sobald wir f(F) zu einer Ab- 
bildung f(F,) erganzt haben. 


Mit BE” (x=0,1,...,4—1; #=1,2,...) bezeichnen wir die x-di- 
mensionalen Randsimplexe der £*, mit F, die Vereinigungsmenge von F 


= 


und SE; (worin bei festem x iiber alle dabei vorkommenden i zu sum- 


mieren ist), Wir werden f der Reihe nach fiir F,, F,,..., Fy_,, F, er- 
klaren. 

Ist EZ,” ein Eckpunkt, der nicht zu F gehért, in dem also f nicht 
von vornherein definiert ist, so waihlen wir willkirlich einen Punkt x von 
F, der einem E* angehért, an welchem E° Ecke ist, und setzen: 
{( BE) = f(x); damit haben wir f(F,) erklart. Sind dann y,,y, zwei 
Punkte von F,, die einem E£;* angehéren, so gibt es jedenfalls zwei Punkte 
x,, x, von F (die nicht von den y,, y, verschieden zu sein brauchen), 
deren Abstand voneinander < ¢ ist, derart, daB f(y, )=f(2,), f(y.) =f(2,) 
ist: folglich ist @(f(y,), f(Ye))< dy. Aus y,C Fy-E*, y, C FE; (fir 
irgendein ¢, das aber in beiden Relationen dasselbe ist) folgt also immer 
o(f(y,), f(y.)) < dy. 

Es sei nun bereits f(F,) so erklirt, daB aus y, C F,-E,*, y,¢ F,-E;} 
immer o(f(y,), f(Y¥)) <@, folgt. Dann hat, wenn wir ein bestimmtes Z,*** 
betrachten, die Bildmenge /(F,-£,"**) einen Durchmesser < d_, sie laBt 
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sich also infolge der Definition von d, und der Definition der 6-Funktion 
in ein Element e einschlieBen, dessen Durchmesser <id,,, ist. Unter 
Zugrundelegung einer euklidischen Metrik in e lat sich die Abbildung 
f(P,-E;***) zu einer Abbildung f(Z,‘**) auf eine Teilmenge von e stetig er- 
weitern**), Die so in den verschiedenen £,** erklirten Abbildungen schlieSen 
stetig aneinander, da f in allen Simplexen £Z,* ja schon bei dem vorigen 
Schritt erklart worden war; somit ist eine stetige Abbildung f(F,,,) er- 
klart. Wenn wir noch gezeigt haben, daB dabei aus y,< F,,,-E;*, 
y, C F,,,-E* immer e(f(y,), f(y¥.)) <d,,, folgt, so ergibt sich durch 
Induktion die Méglichkeit der Erklarung von f(F,), womit die Behauptung 
bewiesen sein wird. 

Es ist also noch zu zeigen, daB bei der soeben erklarten Abbildung 
f(F41) aus y,C Py. E*, yeC F41°2/* immer 0(f(y,), f(Y2)) < dees 
folgt. Ist y ein Punkt von F,,,-E,*, der in keinem E,*** liegt, so gehért y 
zu F, also auch zu F_; ein beliebiger Eckpunkt z von E,* gehért auch 
zu F.; mithin ist yC F.-E*, 2¢ F,-E*, folglich o(f(y), f(z))<d,, 
und da stets 6(6) <b ist, auch o(f(y), f(z))<jd,,,. Ist y ein Punkt 
von | re der in einem hts liegt, so ist, da die Bildmenge f(E,‘**) 
in dem Element e enthalten ist, dessen Durchmesser <id,,, ist, 
o(f(y), f(z)) <id,,, fiir jeden Eckpunkt z von £;***. In jedem Fall 
gibt es zu dem Punkt y aus F_,,-E;* einen Eckpunkt z von Z;* mit 
o(f(y), f(z))<id.,,. Zu zwei derartigen Punkten y,, y, gibt es dem- 
nach zwei derartige Eckpunkte z,,z, von E;*. Da z, und z, zu F,-E; 
gehéren, ist o(f(z,), f(z,))<d,<id,,,. Da somit jede der drei Ent- 
fernungen 0 (f(y,), f(z,), o(f(2,), f(z_)), o(f (2), f(y_)) kleiner als jd, ,, 
ist, ist o(f(y,), f(¥,))<d,,,, W.2 bd. w. 

Damit ist der Hilfssatz Ila bewiesen. 

Hilfssatz IIb. E*, F, u haben dieselben Bedeutungen wie im Hilfs- 
satz Ila; in F sei aber nicht nur eine Abbildung /, sondern eine fiir 
0 <t<1 stetig von dem Parameter ¢ abhaingende Schar von Abbildungen 
f, auf « gegeben. Dann laBt sich die ganze Abbildungsschar stetig auf 
eine Umgebung von F erweitern. 

Beweis. Im euklidischen R*** sei ein rechtwinkliges x*-a°-...-2***. 
Koordinatensystem eingefiihrt. 2“ sei durch ein Simplex in dem durch 
die Gleichung x***—0 ausgezeichneten R* gegeben. Ist 2 < R*, so be- 
zeichne x, den Punkt, dessen senkrechte Projektion auf R* der Punkt x 
und dessen x"**-Koordinate die Zahl ¢ ist. F sei die Menge der Punkte z, 
im R***, fir die «¢ F, 0<t<1 ist, E*** der Quader im R**’, der 
von den Punkten x, mit 2c E*, 0<t<1 gebildet wird. Durch f(2,)=/f,(2) 
fiir z,< F ist eine Abbildung f(F’) definiert; sie 148t sich nach Hilfssatz Ila 
zu einer Abbildung einer Umgebung [’ von F in E*** erginzen. Es gibt 


+1 
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eine Umgebung U von F in E* derart, daB aus xc U, 0< t<1 folgt: 
z,C U. In U wird durch f,(x) = f(x,) die gewiinschte Erweiterung von 
f,(F) geleistet. 

Hilfssatz IIc. F sei eine abgeschlossene Teilmenge von E*. In E* 
sei eine Abbildung f, auf mw, in F eine an /f, anschlieBende stetige Ab- 
bildungsschar f, fiir 0 <¢<1 definiert, die in den zum Rande R von FE“ 
gehérigen Punkten von F fiir alle t-Werte mit /, iibereinstimmt. Dann 
laBt sich in Z* eine an f, anschlieBende stetige Abbildungsschar fiir 
0 <t<1 erkliren, die in F mit der Schar f, und auf # fiir alle t-Werte 
mit f, tibereinstimmt. 

Beweis. Es sei /,(R)=/f,(R), Fy = F +R. Nach Ib 1aBt sich die 
Schar f,(F,) auf eine Umgebung U von F, erweitern. « sei so klein, daB die 
e-Umgebung von F, in U liegt. Ist y ein Punkt von £*, so bezeichne 
r(y) die Entfernung des Punktes y von der Menge F,. Die folgender- 


1 
maBen erklairte Abbildungsschar g,(£“) hat die gewiinschten Eigenschaften: 


Ist r(y) De, 80 ist 9,(y) = f(y) fir 0<t<1; 
ist _r(y)<e, 80 ist g,(y) —f,(y) fir o<¢<1-") 


und g,(y)=f,_-m(y) fiir 1-2 <s<1. 


3. In der euklidischen Ebene ist jede Kreislinie zusammenziehbar; 
entfernt man aber den Mittelpunkt eines Kreises aus der Ebene, so ent- 
steht eine einem Zylinder homéomorphe Flache, auf der derselbe Kreis nicht 
mehr zusammenziehbar ist. Jedoch kann die Zusammenziehbarkeit eines 
geschlossenen Weges in einer Mannigfaltigkeit durch Herausnehmen eines 
Punktes aus dieser nur dann zerstért werden, wenn die Dimensionszahl 
der Mannigfaltigkeit 2 ist; es gilt namlich: 

Hilfssatz Ill. Ist n>2, w ein in der n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit « zusammenziehbarer Weg, ¢ ein nicht auf w liegender Punkt 
von , mw’ die durch Herausnahme von £ aus mu entstehende Mannigfaltig- 
keit, so ist w auch in «’ zusammenziehbar. 

Beweis. Die Zusammenziehbarkeit von w in u« bedeutet, dab w das 
Bild des Randes R bei einer Abbildung g einer Kreisscheibe, oder, was 
dasselbe bedeutet, einer Dreieckscheibe 7' auf yu ist. Falls das Bild g(7') 
den Punkt é nicht enthalt, ist g(7’) <u’, w also in M’ zusammenziehbar; 
falls § < g(T7’) ist, besteht unsere Aufgabe darin, eine auf R mit g iiberein- 
stimmende Abbildung A von 7’ auf « zu konstruieren, so daB — nicht in 
der Bildmenge A(7’) enthalten ist. 

Es sei also § C g(7'); X sei die Originalmenge von ¢ in 7. e¢ sei ein 
€ im Inneren enthaltendes Element; « sei eine so kleine positiye Zahl, dab 
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die «-Umgebung von é in e enthalten ist. Infolge der gleichmaBigen 
Stetigkeit der Abbildung g(7’) gibt es eine positive Zahl 6 von der Eigen- 
schaft, daB das Bild jeder Punktmenge von 7’, deren Durchmesser < 6 
ist, einen Durchmesser hat, der <e ist. Wir nehmen mit 7' eine Unter- 
teilung in Dreiecke #,, t,,... vor, deren Durchmesser <6 und kleiner als 
der Abstand zwischen R und X sind; dann liegt das Bild jedes einen 
Punkt von X enthaltenden Dreiecks ¢; im Inneren von e, und die Ver- 
einigungsmenge Q derjenigen ¢;, die wenigstens je einen Punkt von X im 
Inneren oder auf dem Rande enthalten, ist fremd zu dem Rande R. Wir 
tilgen nun die Abbildung g im Inneren von Q; auf R bleibt sie also be- 
stehen. AuBerhalb und auf dem Rande von Q setzen wir h=g. Jedem 
im Inneren von Q liegenden Eckpunkt eines ¢; ordnen wir als Bild bei der 
Abbildung A einen beliebigen, von ¢ verschiedenen, inneren Punkt von e 
zu. Darauf erweitern wir auf jeder Seite eines ¢;, deren innere Punkte im 
Inneren von Q liegen, die in ihren Ecken schon erklarte Abbildung zu einer 
solchen Abbildung A der ganzen Seite in das Innere von e, daB é nicht 
zu der dabei entstehenden Bildmenge gehért; dies ist méglich, da n >1 
ist*’). SchlieBlich erweitern wir in jedem zu Q gehérigen #; die auf seinen 
Seiten schon erklarte Abbildung zu einer solchen Abbildung h des ganzen t; 
in das Innere von e, daB & nicht in der Bildmenge A(t;) enthalten ist; 


dies ist méglich, da n >2 ist*’). Damit ist A(7) in der gewiinschten 
Weise konstruiert. 


Bemerkung. Man sieht iibrigens leicht, da8 der Hilfssatz III trivialer- 
weise auch fiir n=—1 gilt, da in diesem Falle jeder zusammenziehbare 
geschlossene Weg in sich selbst zusammenziehbar ist, so da8 die Zusammen- 
ziehbarkeit durch Herausnahme eines nicht auf ihm gelegenen Punktes 
aus M nicht gestért wird. 


Durch mehrmalige Anwendung des Hilfssatzes III wird dieser er- 
weitert zu: 


Hilfssatz IIa. Die Aussage des Hilfssatzes III behalt ihre Giiltig- 
keit, wenn man an Stelle des Punktes ¢ eine Menge von endlich vielen 
Punkten é,, &,,..., €,, und an Stelle von u’ die durch Herausnahme dieser 
Punkte aus uw entstandene Mannigfaltigkeit betrachtet. 


§ 6. 
Die Bestimmung der im § 4 definierten Mindestzahlen fiir » + 2. 
Wir beginnen mit dem Beweis des am SchluB des § 4 angekiindigten 
Satzes, daB die in der Klasse &, erreichbare Mindestzahl von Original- 


®”) Teil I, § 2, Hilfssatz I. 
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punkten des Punktes é gleich der wesentlichen Schichtenzahl in ¢ ist, falls 
die Dimensionenzahi nicht 2 ist, fiir einen Spezialfall: 


Satz XIIla. Es sei n+2. Das n-dimensionale Element E sei auf 
die n-dimensionale Mannigfaltigkeit u so abgebildet, daB die Original- 
menge des Punktes — von mu aus zwei im Inneren von E gelegenen Punkten 
besteht, deren Verbindungswege in E zusammenziehbare Bilder in u haben. 
Dann laBt sich die Abbildung durch eine stetige Abdnderung, die nur die 
Bilder innerer Punkte von E verriickt, in eine Abbildung tiberfiihren, bei 
der — einen einzigen Originalpunkt hat. 


Beweis. Ist n —1, so wird durch die nach Voraussetzung mégliche 
Zusammenziehung des Bildes der Verbindungsstrecke der Originalpunkte 
z,, x, von & auf den Punkt € die Abbildung f(#) ohne Anderung in den 
beiden Randpunkten von £ stetig in eine Abbildung /, (2) iibergefiihrt, 
bei der die Strecke x, 2, die Originalmenge von é ist. /f, laBt sich (siehe 
Satz XII) ohne Anderung in den Endpunkten von £ weiter stetig in eine 
Abbildung iiberfiihren, bei der & einen einzigen Originalpunkt hat. 

Es sei n > 2. e€,, e, seien & enthaltende Elemente, und e, liege im 
Inneren von e,. E denken wir uns als Simplex, v sei die Verbindungs- 
strecke der Originalpunkte z,, x, von &. Wir werden zuerst zeigen, daf 
man die Abbildung f unter Festhaltung des Randbildes so abandern kann, 
da8 xz, -+-2, die Originalmenge von é bleibt und da8 das Bild von v ganz 
im Inneren von e, liegt. 

Das letztere sei also noch nicht der Fall. Dann gibt es bei Durch- 
laufung von v in der Richtung 2,2, einen ersten Punkt p und einen 
letzten Punkt qg mit Bildern auf dem Rande r von e,; wir bezeichnen die 
Strecken z,p, pq, qx, der Reihe nach mit v,,v,, v,; ferner sei w ein Weg 
von f(p) nach f(q) auf r (w existiert, da n > 2 ist). Der geschlossene 
Weg f(v,)~* f(v,)~* w~* ist zusammenziehbar, weil er in dem Element e, 
liegt, der geschlossene Weg f(v,)f(v,) f(v,) ist zusammenziehbar, weil der 
Weg f(v,) f(v,) f(v,)=f(v) nach Voraussetzung zusammenziebbar ist; 
folglich ist auch f(v,)w~* = f(v,) f(v,) f(v,) f(v,)~* f(v,)~* w~*  zu- 
sammenziehbar. Da & auf v, keinen Originalpunkt hat und da w auf r 
verliuft, liegt ¢ nicht auf dem Wege f(v,)w~*; dieser ist daher nach 
Hilfssatz III nicht nur in y», sondern auch in der durch Herausnahme 
von € aus mu entstehenden Mannigfaltigkeit u’ zusammenziehbar. w ist also 
mit f(v,) in mw’ aquivalent (siehe §5, Anfang), und man kann f(v,) unter 
Festhaltung seiner Endpunkte f(p), f(q) innerhalb u’ in w deformieren. 
Da die Strecke v, keinen Doppelpunkt hat, entspricht dieser Deformation 
eine stetige Schar eindeutiger Abbildungen f,(v,) von v, in die Mannig- 
faltigkeit u’ mit 0 <t<1, f,(v%)=f(%,), A, (v,) =w. 
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Es sei nun £’ ein im Inneren von E£ gelegenes Element mit folgen- 
den Eigenschaften: p und q liegen auf dem Rande, die iibrigen Punkte 
von v, liegen im Inneren, die von p und q verschiedenen Punkte von », 
und v, liegen im AuBeren von EZ’. Auf 2’, v, = F und uw’ wenden wir 
den Hilfssatz IIc an; dann gelangen wir zu einer fiir 0 < ¢< 1 stetigen 
Abbildungsschar f,(Z’) mit f, =f, mit f, =f am Rande von £’ und mit 
f,(v,)=w. Fassen wir die f, als Abbildungen von E’ auf die Mannig- 
faltigkeit 4 auf und setzen wir dann f,=/ in E— EZ’ fir 0<t<1, so 
haben wir eine stetige Abbildungsschar /,(#) mit f,=/, mit f, =f am 
Rande von £, mit f,(v)=/f(v,)wf(v,) und mit der Eigenschaft, da8 
x,+ 2, fiir alle t-Werte die Originalmenge von é ist. Da f,(v) Ce, ist, 
erhalt man, wihrend ¢ von 0 bis 1 lauft, eine solche Abanderung von f, 
wie sie oben (2. Absatz des Beweises) als vorlaufiges Ziel hingestellt wurde. 

Damit sind wir aber auch im wesentlichen am Ende des Beweises; 
denn ist ¢ eine so kleine positive Zahl, daB das durch f, gelieferte Bild 
der e-Umgebung von v in e, liegt, so kann man, da die abgeschlossene 
Hiille der e-Umgebung der Strecke » ein Element 2” ist, in 2” f, weiter 
so abindern, daB am Rande von Z£” nichts geandert wird und daB & 
schiieBlich nur noch einen einzigen Originalpunkt hat **). 


Damit ist der Vorbereitungssatz XIII a bewiesen, und wir haben jetzt die 
Gleichung o, = s,, die ja das Ziel unserer gegenwirtigen Uberlegungen ist, fiir 
n + 2 in voller Allgemeinheit zu beweisen. Hierzu haben wir, wenn die Ab- 
bildung f im Punkt £ kompakt und wenn dort die wesentliche Schichtenzahl s. 
ist, eine zu der ,,Klasse &. in bezug auf &“, die durch f bestimmt ist, ge- 
hérige Abbildung f, anzugeben, bei der & genau s. Originalpunkte besitzt. Wir 
werden etwas mehr beweisen; wir werden namlich den Bereich der zulis- 
sigen Abanderungen von f dadurch noch einschrinken, da8 wir die ,,Klasse 
in bezug auf “*°) durch die , Klasse ®“*°), zu der f gehért, ersetzen. 
In den Beweisen der folgenden Sitze dieses Paragraphen wird die Zuge- 
hérigkeit zu & stets dadurch sichergestellt sein, daB alle vorkommenden 
Abanderungen von f sich immer nur auf kompakte Teile von M beziehen 
und auBerhelb dieser Teile nichts andern. 


Satz XIIIb. Hs sei n+2, Mund wu seien n-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten, f sei eine Abbildung von M auf mw, die im Punkte — kom- 
pakt ist; dann gibt es in der durch f bestimmten Klasse & eine Abbildung f,, 
bet der die Originalmenge X von é keine unwesentliche Schicht enthdlt und 
bet der jede wesentliche Schicht von X aus nur einem Punkt besteht. 


Beweis. Es sei zunichst n > 2. Da sich jede Abbildung durch eine 
kleine Abanderung ,fastglatt“ in einem gegebenen Punkt machen la8t**), 
diirfen wir annehmen, daS die Originalmenge X von nur aus endlich 
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vielen Punkten besteht. 2z,, 2, seien Punkte einer Schicht von X; dann 
gibt es einen Weg u von z, nach z,, dessen Bild f(u) zusammenziehbar 
ist; nach Hilfssatz I gibt es ein x, und x, im Inneren enthaltendes Ele- 
ment, so daB jeder Weg v, der z, mit z, in dem Element verbindet, 
aiquivalent mit u, daB daher sein Bild auch zusammenziehbar ist. Falls 
dieses Element auBer x, und z, noch andere Punkte von X enthilt, er- 
setzen wir es durch ein x, und 2x, enthaltendes Teilelement Z£, welches die 
anderen Punkte von X in seinem AuBeren la6t. Indem wir auf Z den 
Satz XIIIa anwenden, ersetzen wir x, und z, durch einen einzigen Original- 
punkt von &; wir vermindern also die Anzahl der Originalpunkte. Dies 
wiederholen wir so lange, bis jede Schicht nur noch einen einzigen Punkt 
enthalt. 

Wir haben nun noch diejenigen von diesen Punkten, die unwesentliche 
Schichten darstellen, zu beseitigen. Ist z ein solcher unwesentlicher Punkt, 
und ist f orientierbar, so hat die Abbildung eines kleinen, x enthaltenden 
Elementes im Punkt § den Grad 0, und man kann die Abbildung in diesem 
Element, ohne sie auf seinem Rande zu fndern, in eine Abbildung iiber- 
fiihren, bei der £ nicht mehr zu der Bildmenge gehért**). So werden, 
wenn f orientierbar ist, alle unwesentlichen Schichten beseitigt. Ist f nicht 
orientierbar, so hat die Abbildung eines kleinen, z enthaltenden Elementes e 
im Punkte é einen geraden Grad 2c. Wir ersetzen f im Inneren von e 
mittels stetiger Abanderung, die am Rande von e wieder nichts dndert, 
durch eine solche Abbildung, daB ¢ zwei Originalpunkte z,,z, erhalt und 
da8 die Abbildungen von Umgebungen U, bzw. U, dieser beiden Punkte 
in § je den Grad ¢ haben, wobei die Orientierungen von U, und U, durch 
eine Orientierung von e induziert sind**). Nun sei 7 ein geschlossener, die 
Orientierung umkehrender Weg durch z,, dessen Bild zusammenziehbar ist; 
ist uw ein z, mit x, innerhalb e verbindender Weg, so liefert die Fortsetzung 
einer bestimmten Orientierung von U, langs ui die entgegengesetzte Orien- 
tierung in U, wie die Fortsetzung lings uw. Da das Bild von u in der 
Umgebung von é verliuft, ist es zusammenziehbar, und mithin ist auch 
das Bild von us zusammenziehbar. Wir schlieBen jetzt, was nach Hilfs- 
satz I méglich ist, z, und z, in ein solches Element £ ein, da8 jeder z, 


*) Teil I, §1, Satz Xa. 

®) Deutet man die in einer Umgebung von § mit & als Nullpunkt eingefiihrten 
euklidischen Koordinaten der Bildpunkte als die Komponenten von Vektoren, die 
den Punkten von e zugeordnet sind, so ist die hier zu lésende Aufgabe identisch 
mit der Aufgabe, ein in e gegebenes Vektorfeld, das am Rande den Index 2c hat, 
durch eine Abaénderung im Inneren von « durch ein anderes Vektorfeld, das dort 
genau zwei Nullstellen mit den Indexen c hat, zu ersetzen; diese ,Randwertaufgabe“ 
ist lésbar; siehe H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, 
§ 5, Nr.4, Math. Annalen 96 (1926). 
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mit z, in EZ verbindende Weg wv dquivalent mit ui ist; dann ist auch das 
Bild von v zusammenziehbar. Da die Fortsetzung der Orientierung von 
U, nach U, lings v dasselbe Ergebnis hat wie die Fortsetzung lings dem 
Weg ut, also das entgegengesetzte Ergebnis wie die Fortsetzung lings u, 
hat die Abbildung einer der Umgebungen U,, U,, wenn man, sie als Teile 
des Elementes £ orientiert, in § den Grad +- c, die der anderen den Grad — c; 
die Abbildung von £ hat also in & den Grad 0. Da wir wieder annehmen 
diirfen, daB Z auBer z, und z, keinen Originalpunkt von & enthialt, kénnen 
wir nach Satz XIIIa durch eine Anderung im Inneren von £ die Abbildung 
in eine solche tiberfiihren, die in Z nur einen Originalpunkt z, von & be- 
sitzt. Der Grad in & andert sich bei der Abanderung nicht; mithin hat 
die Abbildung einer Umgebung U, von z, den Grad 0, und man kann 
daher den Originalpunkt x, von & mittels einer weiteren Abianderung der 
Abbildung in U, beseitigen**). — Damit ist unser Satz fiir n > 2 bewiesen. 
Ist n = 1, so unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem M ein Kreis 
oder eine Gerade ist. Im ersten Fall laBt sich, falls « eine Gerade ist, die 
Bildmenge auf einen beliebigen Punkt von « zusammenziehen, die Original- 
menge eines gegebenen Punktes £ léBt sich also iiberhaupt beseitigen; falls 
M und wu Kreise sind, la8t sich die Abbildung /, wenn ihr Grad c + 0 ist, 
in eine monotone c-malige Umlaufung von u deformieren; bei einer solchen 
besteht jede der c wesentlichen Schichten fiir jeden Punkt ¢ aus genau 
einem Punkt; ist c= 0, so laBt sich die Bildmenge wieder auf einen Punkt 
zusammenziehen, und die Originalmengen aller anderen Punkte sind leer. 
Ist M eine Gerade, so andern wir wie im Fall n > 2 f zunichst so 
ab, daB & nur endlich viele Originalpunkte hat. Sind z,, 2, Punkte einer 
Schicht, so ist, da auf der Geraden je zwei Verbindungswege zwischen zwei 
Punkten einander dquivalent sind, das Bild der Strecke z,2, zusammen- 
ziehbar. Wir andern f stetig ab, indem wir es auf den Punkt § zusammen- 
ziehen. Haben wir dies getan, so kénnen wir wieder wie im Beweis des 
vorigen Satzes die Abbildung im Inneren eines xz, und 2, im Inneren ent- 
haltenden Intervalles, ohne sie in dessen Endpunkten zu fndern, stetig 
in eine Abbildung iiberfiihren, bei der ¢ in diesem Intervall nur noch einen 
Originalpunkt enthalt (siehe Satz XII). Auf diese Weise erreichen wir, wie im 
Fall n >2, daB jede Schicht der Originalmenge von é nur einen Prnkt 
enthalt, und dieser l4Bt sich, wie bei einer orientierbaren Abbildung im 
Fall n > 2, beseitigen, falls die durch ihn reprisentierte Schicht unwesent- 
lich ist. 
Damit ist der Satz XIIIb bewiesen; er lat sich noch verschirfen zu 
Satz XIlIc. Hs sei n+2, M und wu seien n-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten, die Abbildung f von M auf u sei in den Punkten gt MY 
kompakt; dann laBt sich f innerhalb der Klasse 8 stetig in eine Abbil- 
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dung f, tiberfiihren, bei der keine der Originalmengen X* der Punkte &* 
(k=1,2,...,m) eine unwesentliche Schicht enthdlt und bei der jede 
wesentliche Schicht einer Menge X* nur aus einem einzigen Punkt besteht. 


Beweis. Es sein > 2. Wir diirfen annehmen, daB jede der Mengen X* 
von vornherein nur aus endlich vielen Punkten besteht**). Entfernt man 
einige der Punkte ¢* aus « und die entsprechenden Mengen X* aus UM, 
so bleiben Mannigfaltigkeiten «’ und M’ iibrig, wobei letztere auf erstere 
so abgebildet ist, daB diese Abbildung in den iibriggebliebenen Punkten £* 
kompakt ist; fiir deren Originalmengen hat sich iiberdies auf Grund des 
Hilfssatzes III die Schichtenzerlegung nicht geandert. 


M,, “, seien die Mannigfaltigkeiten, die durch Herausnahme aller ¢* 
und X* mit Ausnahme von é* und X* entstehen. Wenden wir dann den 
Satz XJIIb zunichst auf M,, uw, und &* an, so wird die Behauptung 
unseres Satzes erfiillt, ohne daB an den Originalmengen der Punkte lt 


etwas geaindert wiirde. Darauf wenden wir den Satz XIIIb auf M,, nu, 
und &* an, wobei M, und ju, die Mannigfaltigkeiten sind, die durch Ent- 


? A Se mi pf s 
fernung der (jetzt vorliegenden) Originalmengen von é’, é*,...,&”" aus M 
i} Pas ) 
und der Punkte é°,é°,...,é”" aus mu entstehen; dabei wird an keiner der 
3 - . . - “ 
Mengen X*, X*,...,X™ etwas geindert, insbesondere wird das fiir 


bereits erzielte Ergebnis nicht wieder zerstért, und die Behauptung unseres 
Satzes wird also fiir ¢* und é° erfiillt. So fortfahrend erfiillen wir sie 
schlieBlich fiir alle é*. 


Ist n=1 und M ein Kreis, so erfiillt, wie im Beweis des vorigen 
Satzes, diejenige durch stetige Abainderfing von f entstandene Abbildung /,, 
die M auf einen einzigen Punkt abbildet, oder die eine monotone mehr- 
malige Durchlaufung des Bildkreises ~ darstellt, die Behauptung. Ist M 
eine Gerade, so fiihrt die im Beweis des vorigen Satzes fiir den Punkt é 
angegebene Konstruktion zum Ziel, wenn man sie nacheinander fiir £*, £", ... 
durchfiihrt; denn wendet man sie auf ¢* an, so besteht ihr erster Schritt 
in der Zusammenziehung des Bildes einer Strecke auf den Punkt &*, wo- 
bei die Originalmenge keines von ¢* verschiedenen Punktes vermehrt wird, 
und ihr zweiter (und letzter) Schritt — das Ersetzen dieser Strecke durch 
einen einzigen Originalpunkt von ¢* — andert die Abbildung nur in einer 
beliebig kleinen Umgebung von £*. Unsere Behauptung gilt also auch fiir 
n=l. 

Wir weisen noch auf eine Folgerung aus den Satzen XIIIc und 
Vila hin: 


SatzXIlIld. Ist n+2, f eine tiberall kompakte Abbildung von M 
auf u mit einem von 0 verschiedenen Absolutgrad und mit dem Index j, 
so gibt es in der Klasse von f eine Abbildung, bei der jeder von endlich 
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vielen, in u willkiirlich gegebenen Punkten &",&°,...,&" genau j Origi- 
nalpunkte hat. 

Wenn im Satz XIIlb der Absolutgrad in § a, = 0, wenn also auch 
die wesentliche Schichtenzahl s, = 0 ist, so besagt der Satz, daB es eine 
Abbildung f, in & gibt, bei der & keinen Originalpunkt hat, also nicht zu 
der Bildmenge gehért. Diese Tatsache verallgemeinern wir, indem wir da- 
mit die zweite am SchluB des § 4 ausgesprochene Behauptung, namlich: 
a, =a, fiir n +2“, beweisen, zu folgendem Satz: 

Satz XIV. Ist n+2, ist die Abbildung f von M auf mu in den 
Punkten &" kompakt und hat ste dort die Absolutgrade a* (k=1,2,...,m), 
so.gibt es in der durch f bestimmten Klasse & eine Abbildung f*, die in 
den Punkten &* glatt ist und bei der je eine Umgebung dieser Punkte 
a'-, a®-, ..., @”-mal glatt bedeckt wird. 


Beweis. Auf Grund von Satz XIIIc diirfen wir annehmen, daB es in 
jedem der Punkte &* nur wesentliche Schichten gibt und daB jede von 
diesen aus einem einzigen Punkt besteht. Die Originalmenge X* von é* 
bestehe also aus den Punkten ae af, ..., deren jeder eine Schicht darstellt, 
und a} sei der Beitrag der durch x; dargestellten Schicht. e sei ein so 
kleines, x; enthaltendes Element, daB das Bild f(er) in einer euklidischen 
Umgebung V* von &* liegt. 

Ist f orientierbar, so ist as der Betrag des Grades in &* bei der Ab- 
bildung f (er). Man kann daher durch Anderung im Inneren von e* und 
v* zu einer Abbildung f’ iibergehen, die sich am Rande von e stetig an 
f anschlieBt und bei der das Bild f’ (e* ) eine Umgebung von E* at-mal 
glatt bedeckt®*). Fiihrt man dies fiir jeden Punkt 2} einzeln durch, so 
gelangt man, da Sa} =a" ist, zu einer Abbildung f*, die die Behaup- 
tung erfiillt. . 

Ist f nicht orientierbar, so ist af =1 und der Grad in é* bei der 
Abbildung f(e;) ist ungerade. Wir diirfen aber sogar annehmen, da8 er 1 
ist. Denn ist er zunachst 2c +1, so kénnen wir durch eine Abanderung 
in e* erreichen, daB é* dort zwei Originalpunkte y,z hat und daB die 
Abbildung einer Umgebung von y in &* den Grad 1, die Abbildung einer 
Umgebung von z in &* den Grad 2c hat?*). Dann kénnen wir nach dem 
Verfahren, mit dem wir im Beweis des Satzes XIIIb die unwesentlichen 
Schichten im Fall einer nicht orientierbaren Abbildung beseitigt haben, den 
Punkt z aus der Originalmenge von ¢* entfernen, so daB man zu den 
Satzen XIIIb und XIIIc den Zusatz machen kann: Im Fall einer nicht 
orientierbaren Abbildung kann die Abbildung f, so gewahlt werden, daB 
die Abbildungen der Umgebungen der die einzelnen Schichten reprasentie- 


" 


28) Dies geschicht analog wie in FuBnote *) angegeben. 
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renden Punkte in ~ bzw. in allen Punkten ¢*,é*,...,é” samtlich den 
Grad 1 haben. 

f(ef) habe also in é* den Grad 1. Dann kann man durch Anderung 
im Inneren von ef und V* zu einer Abbildung f’ iibergehen, die sich am 
Rande von e/ stetig an f anschlieSt und fiir die die Teilabbildung f(e/) in der 
Umgebung von é* eineindeutig ist*®). Durchfiihrung dieses Verfahrens fiir 
jeden einzelnen Punkt z/ liefert schlieBlich eine Abbildung f*, die die Be- 
hauptung erfiillt. 

Es liegt nun die Frage nahe, wie weit sich die a*-maligen glatten Be- 
deckungen, die wir in kleinen Umgebungen der Punkte &* erzielt haben, 
ausdehnen lassen. Der folgende Satz gibt eine Antwort. 


Satz XIVa. Ist n+2, sind G* (k=1,2,...) Gebiete von m, in 
deren jedem f kompakt ist, und K* Teilmengen der G*, die in diesen 
kompakt sind, so gibt es in der Klasse von f eine Abbildung f*, bei der 
in jeder Menge K* eine dort iiberall dichte, offene Teilmenge genau a*-mal 
glatt von der Bildmenge bedeckt wird, wobei a* der Absolutgrad von f in 
G* ist. 

Beweis. Ist 7 ein n-dimensionales Simplex, ¢ ein n-dimensionales 
Teilsimplex von 7’, so verstehen wir unter dem ,Aufblasen von ¢ auf 7“ 
eine eindeutige Deformation von T' in sich, bei der alle Randpunkte von 
T festbleiben, alle Punkte des Zwischengebietes 77—t und des Randes 
von ¢ auf den Rand von 7 wandern und bei deren Endergebnis ¢ einein- 
deutig auf 7 abgebildet ist. Eine solche Deformation la8t sich, wenn T 
und ¢ gegeben sind, stets in elementarer Weise angeben. 


E sei ein Teilelement von G*, ein innerer Punkt von Z, und f sei 
bereits in seiner Klasse so abgeandert, daB eine in EZ gelegene Umgebung 
von £ a*-mal glatt bedeckt wird. e sei ein Teilelement dieser Um- 
gebung, das bei einer topologischen Abbilduug von Z auf ein Simplex T 
einem Teilsimplex ¢ von 7’ entspricht. Dann entspricht dem Aufblasen 
von ¢ auf 7 eine Deformation D, (0<1<1) von yw, die wir das ,,Auf- 
blasen von e auf Z“ nennen; da f in EF kompakt und D, auBerhalb E die 
Identitaét ist, sind die Abbildungen f, = D_f iiberall dort kompakt, wo f 
kompakt ist, gehdren also zu der Klasse von f. Bei dem Endergebnis f, 
wird das ganze Innere von E genau a*-mal glatt bedeckt. 

Sei jetzt Z’ ein zweites Teilelement von G*, das mit HZ innere Punkte 
gemeinsam habe; die Menge dieser Punkte wird bei f, a*-mal glatt be- 
deckt. In ihr la8t sich durch Abbildung von E£’ auf ein Simplex 7 ein 
Element e’ finden, das man auf Z’ aufblasen kann; tun wir dies, so wird 
bei dem Endergebnis f, der durch diese Deformation bewirkten Abande- 
rung von f,, die wieder innerhalb der Klasse von f vor sich geht, das 
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ganze Innere von E’, sowie der nicht auf dem Rande von EF’ gelegene 
Teil des Inneren von E a*-mal glatt bedeckt. Da der Rand von £’ in 
E nirgends dicht ist, wird somit eine offene, in H+ EZ’ iiberall dichte 
Menge a*-mal glatt bedeckt. 

Ist nun EZ” ein drittes Element von G*, das mit H+’ innere 
Punkte gemeinsam hat, so laBt sich die a‘-malige glatte Bedeckung eben- 
so auf eine offene, in H+ H’+ E” iiberall dichte Menge erweitern, nim- 
lich auf die Menge derjenigen inneren Punkte von E+ 2’ + 2”, die nicht 
auf dem Rande eines dieser Elemente liegen. Dasselbe Ergebnis la8t sich 
durch wiederholtes Aufblasen geeigneter kleiner Elemente fiir eine beliebige 
endliche Anzahl von Elementen Z, 2’,..., 2°” erzielen, von denen jedes 
mit wenigstens einem vorhergehenden innere Punkte gemeinsam hat. Hier- 
aus folgt, da sich jede Komponente jeder der gegebenen Mengen K* ins 
Innere eines derartigen Systems von Elementen einschlieBen laBt, die Rich- 
tigkeit unserer Behauptung. 

Betrachten wir noch den Spezialfall, daS M geschlossen ist: in ihm 
ist f iiberall in « kompakt, « kann also die Rolle eines G@* aus dem eben 
bewiesenen Satz iibernehmen. Ist auch mu geschlossen, so kann , iiberdies 
die Rolle des zugehérigen K* iibernehmen. Ist u offen, so wird nur ein 
echter Teil von « durch die Bildmenge bedeckt und es ist a=0; man 
kann die Bildmenge mit endlich vielen Elementen E£, Z’,..., £™ so be- 
decken, daB Z auch Punkte enthilt, die nicht zu der Bildmenge gehéren, 
und daB jedes weitere der Elemente mit wenigstens einem vorhergehenden 
innere Punkte gemeinsam hat. Dann liefert der beim Beweise des vori- 
gen Satzes benutzte ProzeB des sukzessiven Aufblasens, wenn man mit 
einem (-mal bedeckten Teilelement e von £ beginnt» eine Abbildung /*, bei 
der die Bildmenge ganz auf den Randern der Z, £’,..., 2” liegt. Es gilt also: 

Satz XIVb. Ist n+2, M geschlossen und f eine Abbildung von M 
auf « vom Absolutgrad a, so gibt es in der Klasse von f eine Abbildung f*, 
bei der eine offene, in mu tiberall dichte Menge genau a-mal glatt bedeckt 
wird. Ist insbesondere a =0, so ist bei f* die Bildmenge nirgends dicht in u. 

Die vorstehenden Satze sind unter der Voraussetzung n + 2 bewiesen. 
Jedoch gilt, wie H. Kneser gezeigt hat*)*), der dem Satz XIVb ent- 
sprechende Satz auch, wenn M und mw geschlossene Flachen sind. Ferner 
macht der soeben durchgefiihrte, auf offene « beziigliche Teil des Beweises 
von XIVb keinen Gebrauch von der Voraussetzung n +2 (da ja in ihm 
die a-malige, d. h. 0-malige, glatte Bedeckung eines Teiles von £ von 
selbst vorhanden ist und nicht erst auf Grund friiherer Sitze hergestellt 
zu werden braucht); die Annahme der Geschlossenheit von m ist fiir die 
Giiltigkeit des Kneserschen Satzes also unnétig. Mithin gilt 

Satz X1Vc. Die Voraussetzung n + 2 ist im Satz XIVb unnétig. 
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§ 7. 
Die Sonderstellung der Flaichenabbildungen. 


Wir werden jetzt die am SchluB des § 4 ausgesprochene Behauptung 
beweisen, daB die Gleichungen o, = s,, a: = a,, deren Richtigkeit fiir n +2 
wir soeben erkannt haben, nicht bei allen Flachenabbildungen gelten. Wir 
beginnen mit einer Hilfsbetrachtung: 

P sei eine euklidische x-y-Ebene; die Punkte der x-Achse bezeichnen 
wir kurz durch ihre z-Koordinate. U,V seien die Kreise mit dem 
Radius 1 um die Punkte —1, +1. P sei orientiert, und wir ver- 
stehen unter U,V die Kreise in ihren positiven, unter U~*, V~* die Kreise 
in ihren negativen Durchlaufungsrichtungen. E sei eine in einer zweiten 
orientierten Ebene M gelegene Kreisscheibe, C der Randkreis von £ in 
positiver Durchlaufungsrichtung. Wir teilen C in vier in positiver Richtung 
aufeinander folgende Bégen b,, b,, b,, 6, und definieren folgende Abbildung g 
von C auf P: die Endpunkte der Bégen b,,..., 6, werden auf den Punkt 0, 
die Bogen selbst werden der Reihe nach proportional auf die Kreise 
U,V,U~*,V~* abgebildet; das Bild ist ein von 0 nach 0 zuriickfiihren- 
der geschlossener Weg C’ = UVU~* V~*. Jeder im Inneren von U liegende 
Punkt hat in bezug auf ©’ die Ordnung 0, da er von U einmal positiy, 
von U~* einmal negativ, von V und V~* gar nicht umlaufen wird; eben- 
so hat jeder im Inneren von V liegende Punkt in bezug auf C’ die Ord- 
nung 0, und dasselbe gilt fiir die auBerhalb von U und V gelegenen Punkte 
von P. Jede Abbildung g(#), zu der die Randabbildung g(C) = OC’ ge- 
hért, hat also in allen (nicht auf C’ gelegenen) Punkten den Grad 0. Es 
gibt daher sowohl Abbildungen g, bei denen —1, als solche, bei denen 
+1 nicht zu der Bildmenge gehért**). Wir behaupten aber: Bei jeder Ab- 
bildung g(E) mit g(C) =O" gehért wenigstens einer der Punkte —1, +1 
zur Bildmenge und zwar besteht die Originalmenge des Punktepaares 
—1,+-1 sogar stets aus wenigstens zwei Punkten. 


Beweis*’). Wir diirfen annehmen, daB einer der beiden Punkte keinen 
Originalpunkt hat, und infolge der Symmetrie ist es keine Einschrankung, 


%°) Ein zweiter Beweis laBt sich folgendermaBen fiihren: Hat einer der Punkte 
nur einen Originalpunkt, so 148t sich dieser auf Grund von Teil I, § 1, Satz Xa 
durch eine kleine Abainderung, die dem anderen der beiden Punkte keinen neuen 
Originalpunkt schafft, beseitigen, da der Grad in den beiden Punkten 0 ist. Man hat 
also nur zu zeigen, daB es nicht eintreten kann, da8 beide Punkte keinen Original- 
punkt haben. Dies wiirde aber, da dann eine Abbildung der von C berandeten Kreis- 
scheibe in die in +1 und —1 punktierte Ebene vorlige, bedeuten, daB der Weg 
UVU~*V~* in dieser zweimal punktierten Ebene zusammenziehbar ware; das ist 
jedoch nicht der Fall, da deren Fundamentalgruppe bekanntlich die von U und V er- 
zeugte freie Gruppe ist. 
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anzunehmen, daS —1 dieser Punkt sei. Dann ist zu zeigen, daBS +1 
wenigstens zwei Originalpunkte besitzt. g ist zugleich eine Abbildung von 
E auf die Zylinderfliche P’, die durch Herausnahme von —1 aus P ent- 
steht; fassen wir die Abbildung so auf, so bezeichnen wir sie mit g’. Die 
Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben, daB es bei g’ in 
+1 zwei wesentliche Schichten gibt. (Bei g gibt es in jedem Punkt 
héchstens eine Schicht, da in P jeder geschlossene Weg zusammenzieh- 
bar ist.) 

Da in E jeder geschlossene Weg zusammenziehbar ist, sind auch die 
durch g’ gelieferten Bilder der geschlossenen Wege simtlich zusammenzieh- 
bar, die Bildgruppe U (siehe § 2, Definition I) besteht nur aus der Identitat, 
und die zu g’ gehérige Uberlagerungsmannigfaltigkeit (Definition III) P* 
von P’ ist daher die ,,universelle“ Uberlagerungsfliche, d. h. diejenige, die 
man erhalt, wenn man in P’ zwei von einem fest zugrunde gelegten Punkt & 
nach einem Punkt » laufende Wege w,, w, dann und nur dann als den- 
selben Punkt der Uberlagerungsfliche auffaBt, wenn der geschlossene Weg 
w,w;' in P’ zusammenziehbar ist. Nun ist die Zusammenziehbarkeit eines 
geschlossenen Weges v in P’ gleichbedeutend damit, daB in P der Punkt — 1 
in bezug auf v die Ordnung 0 hat, da sich also, wenn man in P ein 
Polarkoordinatensystem r, y mit —1 als Pol einfiihrt, y auf v als ein- 
deutige Funktion erklaren la8t. Folglich liefern, wenn man in é einen Wert 
von y festgelegt hat, w, und'w, dann und nur dann denselben Punkt 
von P*, wenn die stetige Fortsetzung von y lings w, denselben Wert in 
liefert wie die Fortsetzung lings w,. Daraus folgt, daB man P* darstellen 
kann als die durch r >0 bestimmte Hialfte einer Ebene, in der r und wy 
rechtwinklige kartesische Koordinaten sind. Die durch die Uberlagerung 
gegebene Abbildung ~ von P* auf P’ (siehe § 1) sowie die Abbildung g* 
von E auf P* (siehe Satz 1) wird unmittelbar durch die Werte von r 
und wy vermittelt. 

Auf Grund des Satzes III und der Definitionen VIIa, b haben wir zu 
zeigen, daB es unter den Punkten von P*, die durch auf den Punkt +1 
von P abgebildet werden, zwei gibt, in denen die Abbildung g*(Z) von 0 
verschiedene Grade oder, was dasselbe ist, die in bezug auf das Bild 
O*=g"*(C) von 0 verschiedene Ordnungen haben. Wahlt man in dem 
r-w-Polarkoordinatensystem die Richtung der positiven x-Achse als y = 0, 
so sind die durch » auf +1 abgebildeten Punkte diejenigen mit r— 2, 
y= 22m, wobei m ganz ist. g* sei tiberdies so normiert, daB y in dem 
(durch g’ auf den Punkt 0 abgebildeten) Anfangspunkt des Bogens }, 
von ©’ den Wert 0 hat. Dann kann der Verlauf von C*=g*(C) 
= 9* (b, bb, b,) = g*(b,)g*(b,)g*(b,)g*(b,) angegeben werden: g*(b,) 
ist die Strecke von r=1, y=0O nach r=1, y=2a; g*(b,) ist eine 
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von dem letztgenannten Punkt in ihn zuriicklaufende einfach geschlossene 
Kurve, die im Inneren des Streifens 22 — > <yp<2a+ > liegt, sym- 


metrisch zu der Geraden y= 22 ist und mit ihr die Punkte r—1, 
r = 3, und nur diese, gemeinsam hat: g*(b,) ist die Strecke von r=1, 
y =2a nach r=1, y=0; g*(b,) ist die einfach geschlossene Kurve, 
die aus g*(b,)~* durch Translation lings der Strecke g*(b,) entsteht, 
Dieser Verlauf von C* zeigt, daB es unter den Punkten r= 2, y= 2ma 
genau zwei gibt, die in bezug auf C* von 0 verschiedene Ordnungen haben, 
nimlich die im Inneren der geschlossenen Kurven g*(b,) bzw. g*(b,) 
gelegenen Punkte mit m=1 und m= 0; sie haben die Ordnungen +1 
bzw. — 1. 

Dies bedeutet, daB es bei der Abbildung g’ im Punkte +1 zwei 
wesentliche Schichten gibt; deren Beitrage sind je 1. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

Wenn wir statt der betrachteten Randabbildungen g(C)=C’ eine 
andere Randabbildung g,(C) = C{ zugrunde legen, in die sich g(C) stetig 
so iiberfiihren l48t, daB dabei in keinem Augenblick einer der Punkte 
—1, +1 auf dem Bilde von C liegt, so hat bei jeder Abbildung g,(£) 
mit der Randabbildung g,(C) das Punktepaar — 1, -+ 1 wieder wenigstens 
zwei Originalpunkte; denn in dem oben gegebenen Beweis ist nur der Weg 
c*—g*(C) durch Of = g(C) zu ersetzen, wobei C;* aus C* durch eine 
stetige Abanderung hervorgeht, wahrend welcher niemals einer der Punkte 
r= 2, y=2mza auf der sich andernden Kurve liegt, so da8 die Ordnungen 
dieser Punkte in bezug auf die Kurve ungedndert bleiben, also fiir CY 
dieselben sind wie fiir C*. 


Wir erweitern jetzt die anfangs betrachtete Abbildung g(#) auf die 
ganze Ebene M, in der £ liegt, durch die Festsetzung: das nicht im Inneren 
von £E liegende, unendliche Stiick jedes Strahles durch den Mittelpunkt 
von £ wird auf den Punkt von C’ abgebildet, der das Bild des auf dem 
Strahl liegenden Punktes von C ist. Da die Originalmenge jedes nicht auf (” 
liegenden Punktes von P ungeandert bleibt, bleibt der Grad iiberall 0. 
g(M) andern wir gleichmaBig stetig so ab, daB sie immer kompakt in 
jedem der Punkte —1, +1 bleibt. Ist g,(M) eine sich bei dieser Ab- 
anderung ergebende Abbildung, so hat, wie man leicht sieht, eine hin- 
reichend groBe, # enthaltende, zu E konzentrische Kreisscheibe HZ, in M 
die Eigenschaft, daB das Bild des Randes C, von HZ, in keinem Augenblick 
des Uberganges von g in g, einen der Punkte —1, +1 enthalt. Folglich 
gibt es, da wir die im vorigen Absatz gemachte Bemerkung auf FZ, und 0, 
statt auf Z und C anwenden kénnen, -bei der Abbildung g, wenigstens zwei 
Originalpunkte von —1 und +1 in &£,. 
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Somit hat die Abbildung g der Ebene M auf die Ebene P die folgende 
Figenschaft: ste hat iiberall, wo sie kompakt ist, den Grad 0; sie ist in 
—1 und +1 kompakt; bei jeder Abbildung, die aus g durch eine solche 
gleichmaBig stetige Anderung hervorgeht, daB in jedem Augenblick die je- 
weilige Abbildung in den Punkten —1, +-1 kompakt ist, haben diese beiden 
Punkte zusammen wenigstens zwei Originalpunkte. 


Dies ist das Ergebnis unserer Hilfsbetrachtung; mit seiner Hilfe kon- 
struieren wir jetzt ein Beispiel einer Abbildung f einer Flache M auf eine 
Flache u, so daB in einem Punkte & von uw, in dem f kompakt ist, 6, > 8; 
und @, > a, ist: 

M sei die oben betrachtete gleichnamige Ebene. yw sei ein Zylinder; 
die universelle Uberlagerungsfliche von « werde durch die Ebene P derart 
dargestellt, daB zwei Punkte z, y und 2’, y’ dann und nur dann zu dem- 
selben Punkt von mw gehéren, wenn z’=—2+2k (k ganz), y’=y ist. 
— sei der Punkt von uw, der zu den Punkten gz =2k+1, y=0 von P 
gehért. Die durch die Uberlagerung gegebene Abbildung von P auf u be- 
zeichnen wir mit ®. Die Abbildung f von M auf , sei durch f(M)= ®g(M) 
definiert, wobei g dieselbe Bedeutung wie friiher hat. Da jeder geschlossene 
Weg in M zusammenziehbar ist, so folgt — wie an einer ahnlichen Stelle 
wahrend der obigen Hilfsbetrachtung —, daB die zu f gehérige Uberlagerungs- 
mannigfaltigkeit «* die universelle Uberlagerungsflaiche von u ist. Wenn 
wir diese in der angegebenen Weise mit P identifizieren, so ist in unserer 
friheren Bezeichnungsweise f*—g. Da g in allen Punkten x= 2k+1, 
y= 0 kompakt ist und in jedem von ihnen den Grad 0 hat, ist f in 
kompakt und besitzt dort keine wesentliche Schicht. Es ist also s.=a,=0. 


Die durch f bestimmte Klasse &, in bezug auf & ist die Gesamtheit 
aller Abbildungen, die man erhalt, wenn man f gleichmaBig stetig so ab- 
indert, daB die Abbildungen immer kompakt in é bleiben. Einer solchen 
Anderung entspricht eine gleichmaBig stetige Anderung von f* =g (siehe 
Satz II), bei der die Abbildungen immer kompakt in allen Punkten 
a=2k-+1, y=0, also insbesondere in den Punkten —1 und +1, 
bleiben. Nach dem Ergebnis der Hilfsbetrachtung behalt das Punktepaar 
—1,-+1 dabei immer wenigstens zwei Originalpunkte, und diese sind 
Originalpunkte von & bei der abgeiinderten Abbildung f. Folglich ist o, > 2, 
und, da immer a, >, ist, auch «, > 2, also 0, > 8, &, > G,, W.Z. b. w. 
(Es ist iibrigens leicht, durch Angabe einer speziellen Abbildung g zu zeigen, 
daB «.—o,—2 ist.) Also ist bewiesen: 

Satz XV. Ist n=2, so gibt es — im Gegensaiz zu den von 2 ver- 
schiedenen Dimensionszahlen — Abbildungen, fiir die die im § 4 definierten 
Mindestzahlen o- und «, grofer sind als die Invarianten s. bzw. a,. 
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Am Schlu8 des vorigen Paragraphen sahen wir, da8 die Ausnahme- 
stellung der Dimensionszah] 2 beziiglich der Zahien « und a in Fortfall 
kommt, falls M geschlossen ist. Es entsteht die Frage, ob dies beziiglich 
der Zahlen o und s ebenso ist, d. h. ob die fiir die anderen Dimensions- 
zahlen richtige Gleichung o=s im Fall »=2 wenigstens fiir alle Ab- 
bildungen von geschlossenen Flichen gilt. Diese Frage ist zu verneinen. 
Wir werden namlich zeigen: 


Satz XVa. Zu jedem j >4 gibt es eine Klasse von Abbildungen der 
geschlossenen orientierbaren Flache vom Geschlecht 2 auf die geschlossene 
orientterbare Flache vom Geschlecht 1 mit o>j=s. 


Beweis. Sind su, u* zwei geschlossene orientierbare Flachen vom 
Geschlecht 1, so laBt sich u* durch eine Abbildung @ so auf uw abbilden, 
da8 u* eine j-blatterige unverzweigte Uberlagerungsfliche von u wird. /* sei 
folgende Abbildung der geschlossenen orientierbaren Fliche M vom Ge- 
schlecht 2 auf u*: durch eine geeignete einfach geschlossene Kurve C wird 
M in zwei Hilften zerlegt, deren jede eine einmal berandete Fliche vom 
Geschlecht 1 ist; jede der beiden Hialften wird so auf «* abgebildet, daf 
die Randkurve in einen einzigen Punkt ¢ von u* iibergeht und daB die 
Abbildung im iibrigen auf jeder der Hialften eineindeutig vom Grade +1 
ist; dann hat f* den Grad +2 und, da die Originalmenge von ¢ das 
Kontinuum C ist, nach Satz IX (§ 3) den Index 1, und nach Satz X ist 
jeder geschlossene Weg auf «* dem Bilde eines geschlossenen Weges auf M 
aiquivalent. Hieraus folgt fiir die Abbildung f= yf* von M auf p, dab 
u* die zu ihr gehérige Uberlagerungsmannigfaltigkeit (Definition III, § 2), 
die Zerlegung in f* und @ die durch Satz I gekennzeichnete Zerlegung 
und mithin j der Index von f ist. Wenn es nun in der Klasse von f eine 
Abbildung f, gibt, bei der ein Punkt § von uw nur j Originalpunkte hat, 
so hat bei der f, entsprechenden Abbildung f, von M auf u* jeder der 
j Punkte von u*, die durch auf & abgebildet werden, nur einen Original- 
punkt. Daher ist die Behauptung bewiesen, sobald gezeigt ist, daB es bei 
jeder Abbildung vor M auf u* vom Grade 2 héchstens 4 Punkte auf u* 
gibt, die nur je einen Originalpunkt haben; somit ist der Satz XVa zuriick- 
gefiihrt auf 


Satz XVI. Bei jeder Abbildung der geschlossenen orientierbaren 
Fliche F, vom Geschlecht p auf die geschlossene orientierbare Flache F, 
vom Geschlecht q, deren Grad einen Betrag >1 hat, ist die Anzahl der 
Punkte auf F,, die nur je einen Originalpunkt haben, hochstens 2 p +- 2 — 2q. 

Der Beweis wird nicht wie die iibrigen in dieser Arbeit angestellten 
Betrachtungen mit dem auf der stetigeri Deformierbarkeit beruhenden Begriff 
der ,,Aquivalenz“ geschlossener Wege, sondern mit dem Begriff der ,,Homo- 
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logie“ arbeiten**), und wir schicken einen in dieser Richtung liegenden ein- 
fachen Hilfssatz voraus. 


Hilfssatz. Die offene Flache F/, die aus der geschlossenen orientier- 
baren Fliche F, vom Geschlecht g durch Herausnahme von s (>) Punkten 
Ys» Yor «+> Y, entsteht, besitzt ee Homologiebasis von 2g +s —1 Elementen 
(d. h. es gibt auf F/ 2q-+-s—1 geschiossene Kurven derart, daB jede 
geschlossene Kurve auf F’ einer eindeutig bestimmten linearen Verbindung 
von ihnen homolog ist). 

Beweis des Hilfssatzes. A,, A,,..., A, seien geschlossene Kurven 
auf F/, die eine Homologiebasis von F, bilden; B,, B,,..., B, seien kleine 
Kreise um die Punkte y,, y,,...,y,- Ist C irgendeine geschlossene Kurve 
auf F/, so ist C auf F, einer linearen Verbindung der A, homolog: 


2¢ 
(1) C~ 3a,A, (auf F,): 

i=1 
d. h. es gibt einen auf F, liegenden Flichenkomplex K mit dem Rand 
C— 5S a,A;. Schneidet man aus F, so kleine Locher L,, L,,..., 2, um 
Y,, Yo,---, ¥, aus, daB kein Randpunkt von K in einem solchen Loch liegt, 


so entsteht aus K ein Komplex K’, der F/ angehért und dessen Rand 
auBer aus dem Rande von K aus einer linearen Verbindung der Riander 
der Lécher besteht; da diese Rander auf F/ den Kreisen B, homolog sind, 
ist also der Rand von K auf FY einer linearen Verbindung der B; homolog, 
mithin ist 


2¢q@ 8 
9 , ’ ' "4 , 
(2 C ~ 24,4, + 28, B, (auf Fy). 
t= j= 


Die A, und B; zusammen erzeugen also die Gruppe der Homologie- 
klassen von F. Sie sind aber nicht voneinander unabhingig; denn die 
Summe der B, bildet den Rand des Teiles von F/, der aus Fy, durch 
Herausnahme der durch die B; begrenzten, die Punkte y, enthaltenden 
kleinen Kreisscheiben entsteht; d. h. es ist 

& 
(3) SB,~0 (auf Ff). 
j=1 
Dies ist aber die einzige zwischen den A; und B; auf F’ bestehende Re- 
lation; denn wenn 


(4) yu, + 3'v,B, ~0 (auf F’) 
t=1 j=1 


irgendeine Relation ist, so folgt, da (4) erst recht auf F, gilt, aus 
(5) B,~0 (auf F,), 


8) Zur ‘Orientierung iiber die mit der ,, Homologie“ zusammenhingenden Begriffe 
und Sitze vgl. man: J. W. Alexander, Combinatorial Analysis Situs. Transact. Am. 
Math. Soc. 28 (1926). 
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da8 
2q r 
2% ~0 (auf F,), 
also 
(6) u; = 0 (i= 1,2,..., 2¢), 


mithin nach (4) 


(7) 


M. 


'v;B,;~0 (auf F’) 


1 


} 


ist. Elimination von B, aus (3) und Einsetzen in (7) liefert 


(8) Py v,—v,)B;~0 (auf FY). 
j= 

Dies bedeutet die Existenz eines zweidimensionalen Teilkomplexes K, von F,, 
der von » (9%; — v,) B; berandet wird; fiigt man zu ihm fiiri=1, 2,...,8—1 
das (v,—v,;)-mal genommene Innengebiet von B; (d.h. das von B; be- 
grenzte, y; enthaltende Gebiet) hinzu, so entsteht ein geschlossener Kom- 
plex K,, der in einem echien Teil der geschlossenen Flache F, liegt, da 
er den Punkt y, nicht enthalt. Ein solcher Komplex ist aber identisch 0; 
und da die (v, — v,;)-mal genommene Umgebung von y; ein Stiick von K, 
ist, mu8 daher v, = », fiir alle j sein. Hieraus und aus (6) folgt, daB (4) 
die Gestalt 


8 
v, 5B ~0 
j=l 


hat, also eine Folge von (3) ist. 

Man kann also jede geschlossene Kurve auf F/ in der Gestait (2) 
darstellen, und zwischen den A; und B; besteht nur die Relation (3). 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen; denn man kann als Basis zum Beispiel 
die Kurven A,, A,,..., A,,; B,, ..., Bs, wahlen. 

Beweis von Satz XVI. F,, sei durch f auf F, mit dem Grade c 
abgebildet, und es sei |c|>1. y,,y.,...,y, seien Punkte auf F, die 
nur je einen Originalpunkt haben; ob es noch mehr solche Punkte gibt, 
ist dabei gleichgiiltig, Die ihnen entsprechenden Originalpunkte seien 
21, %_,---,%,- Die offenen Flachen, die durch Herausnahme der Punkte 
Za, Bq +++) Sg DSW. Ho Fer --+s 9,-_, SB A bzw. F, entstehen, seien mit 
F’, F. bezeichnet. Dann ist f (F;) eine iiberall kompakte Abbildung 
von FY auf F’, bei der der Punkt y, nur einen einzigen Originalpunkt 
hat, bei der daher nach Satz X (§ 3) jeder geschlossene Weg auf F, dem 
Bild eines geschlossenen Weges auf F’ aquivalent, also a fortiori homolog ist. 

Nach dem Hilfssatz gibt es auf F eine Basis C,, C,,. 


Z,, Zy,-++» Zyqg4,-9 Seien geschlossene Wege auf F’ deren Bilder den 
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Wegen C, homolog sind: 

(9) {(Z,)~C, (auf Fi; i=1,2,...,2¢+r—2). 

Wir behaupten, daB die Z; unabhangig voneinander beziiglich Homologien 


nicht nur auf F’, sondern sogar auf F,, sind. 
Ist 


(10) +4,Z;,~0 (auf F,), 


so kénnen wir, da es auf F, keine ,,Nullteiler“ gibt, d.h. da auf F, ein 
Vielfaches einer geschlossenen Kurve nur dann ~ 0 ist, wenn die einfache 
Kurve ~ 0 ist, die linke Seite von (10) durch den gréBten gemeinsamen 
Teiler der a, dividieren. Wir diirfen also von vornherein annehmen, da& 
die a, entweder zueinander teilerfremd oder simtlich 0 sind. (10) besagt, 
da8 es auf F, einen zweidimensionalen Komplex K gibt, der von Sa; Z, 
berandet wird. Schneiden wir um die Punkte z,, z,,...,z,_, herum so 
kleine Elemente L,, L,,..., L,_, aus F, aus, da8 kein Randpunkt von K 
(also kein Punkt einer Kurve Z;) in einem L,; und daB jedes Bild f(Z;) in 
einer euklidischen Umgebung von y; liegt, so entsteht aus K ein Komplex K’, 
der auBer von dem Rande von K noch von einer linearen Verbindung 
der Rander Y,, Y,,...,¥,_, der L; berandet wird; da K’ in F’ liegt, 
ist daher 


(11) d4,Z,+ 5b, ¥,~0 (auf FY). 


Die Abbildung f(Z;) hat, da x; der einzige Originalpunkt von y; ist, im 
Punkt y; den Grad c; die Ordnung von y; in bezug auf die Bildkurve /(Y;), 
d. h. die Anzahl der Umlaufe von f/( Y;) um y;, ist daher c. Wenn also Y; 
einen, den Punkt y; einmal umlaufenden kleinen Kreis auf F, bezeichnet, so ist 


(12) f(¥;)~c¥, (auf F’). 
Aus (11), (9), (12) folgt 
(13) y4,0,+¢Sb,Y,~0 (auf F). 


+ 4,C, ist also auf F’ einer c-mal genommenen geschlossenen Kurve 
homolog; da sich jede geschlossene Kurve eindeutig als Verbindung der C, 
darstellen 148t, folgt daraus, daB alle a, durch c teilbar sind. Da |c|>1 
ist, sind sie daher nicht teilerfremd, also, wie wir oben sahen, samt- 
lich 0. Dies bedeutet im Hinblick auf ihre Definition (10), daB die Z, 
(¢=1,2,...,.2g+r—2) auf F, voneinander unabhingig sind. Ihre 
Anzahl kann also héchstens 2 sein, d. h. es ist 


2pj2qt+r—2, rg2p+2—2g. 


Damit sind der Satz XVI und der oben auf diesen zuriickgefiihrte 
Satz XVa_ bewiesen. 





H. Hopf. 





Anhang IL. 


Uber die Punktmenge, in der eine Abbildung eineindeutig ist. 

Die soeben durchgefiihrte Abschitzung der Anzahl derjenigen Punkte 
bei einer Flachenabbildung, die nur je einen einzigen Originalpunkt haben, 
la8t sich — wenigstens unter gewissen Einschrinkungen — auf Abbildungen 
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten tibertragen. An Stelle der Anzahl der 
Punkte, die ja die 0-dimensionale Bettische Zahl des Komplexes dieser 
Punkte ist, tritt dabei die (mn —2)-dimensionale Bettische Zahl**), und 
diese Betrachtung weist daher vielleicht einen Weg, auf dem man den Fall 
m= 2 von seiner Ausnahmestellung, die in dieser Arbeit eine so groBe 
Rolle spielt, befreien und ihn in eine allgemeine Theorie einordnen kann: 
man wird versuchen miissen, nicht nur die Komponentenzahlen der Original- 
mengen einzelner Punkte oder der glatten Originalmengen einzelner Ge- 
biete, sondern auch die héheren Zusammenhangszahlen dieser Mengen zu 
untersuchen. 

Die erwahnten Einschrankungen — die iibrigens kaum wesentlich sein 
diirften — bestehen darin, da8 wir nur solche Mannigfaltigkeiten und Ab- 
bildungen betrachten, die den Methoden der kombinatorischen Topologie 
ohne weiteres zuginglich sind. Wir werden uns also auf triangulierbare 
geschlossene Mannigfaltigkeiten beschranken, waihrend den bisherigen Unter- 
suchungen die ( wenigstens begrifflich ) weitere Gesamtheit der ,,topologischen“ 
Mannigfaltigkeiten zugrunde lag, und wir werden von den Abbildungen 
voraussetzen, daB sie ,,simplizial“ sind, d. h. daB sie den Eckpunkten 
eines Simplexes von M immer Eckpunkte eines (evtl. niedriger-dimensionalen ) 
Simplexes von u zuordnen und da8 sie im Inneren der Simplexe von M 
die durch die Eckpunktzuordnung eindeutig bestimmten baryzentrischen 
Abbildungen sind. 

Der Grad ¢ einer simplizialen Abbildung von M auf wu ist die Anzahl 
der auf ein festes n-dimensionales Simplex von » im positiven Sinne ab- 
gebildeten n-dimensionalen Simplexe von M vermindert um die Anzahl 
der auf dasselbe Simplex im negativen Sinne abgebildeten n-dimensionalen 
Simplexe von M. Die Punkte von y, die nur je einen Originalpunkt haben, 
bilden einen Komplex X, der, wenn |c| >1 ist, héchstens (n — 2)-dimensional 
ist; denn wiirde er ein (m —1)-dimensionales Simplex t"~* enthalten, so 


kimen als Originalsimplexe fiir die beiden an t"~* anstoBenden n-dimen- 
n—-1 n—-1 


sionalen Simplexe nur die beiden an das Originalsimplex ¢ von t 

anstoBenden Simplexe in Betracht, wihrend doch jedes n-dimensionale 
Simplex von ys wenigstens |c| Originalsimplexe besitzt. Die (nm — 2)-di- 
mensionale, also die héchste nicht trividlerweise verschwindende, Bettische 
Zahl von X, und damit auch von dem mit X homéomorphen Original- 
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komplex X von X ist, wie wir zeigen werden, durch die Bettischen Zahlen 
von M und yw nach oben beschrinkt. 

Wir bezeichnen die t-te Bettische Zahl eines Komplexes K stets 
mit p’(K). 

Satz XVII. M set auf mu simplizial mit dem Grade c abgebildet; 
|c| sete >1 und, falls M 1-dimensionale Torsionskoeffizienten besitzt, zu 
diesen teilerfremd; X und X seien die Komplexe in M bzw. u, auf 
denen die Abbildung eineindeutig ist. Ist dann X’ ein echter Teilkomplex 
von X, so tst 

p"~*(X’) < p*(M) — p*(u) + p* (nu). 

Bevor wir den Satz beweisen, werden wir einige Folgerungen ziehen. 
Zunichst ergibt sich, da nur dann c +0 sein kann, wenn p*(M)> p*(n) 
ist**), unmittelbar eine Beschriankung von p"~ ° (X’) mittels der Invarianten 
von M allein: 

Satz XVIla. Unter den Voraussetzungen von Satz XVII ist 

p"~*(X') < p*(M) + p*(M). 

Hierin ist z. B. die Tatsache enthalten, daB, falls bei einer Abbildung 
der 3-dimensionalen Sphare mit |c|>1 der Komplex X ein einfach ge- 
schlossenes Polygon enthalt, er mit diesem identisch ist, da die erste 
Bettische Zahl eines einfach geschlossenen Polygons 1, die eines echten 
Teils von X nach XVIla aber 0 ist. Dasselbe gilt fiir die Abbildungen 
des 3-dimensionalen projektiven Raumes, vorausgesetzt, da8 nicht nur |c| <1, 
sondern auch c ungerade ist, da der projektive Raum den 1-dimensionalen 
Torsionskoeffizienten 2 besitzt. DaB hierbei die Voraussetzung der Un- 
geradheit von c fiir die Giiltigkeit von XVII und XVIIa wirklich not- 
wendig ist, zeigt folgendes Beispiel: Der euklidische z,-2,-2,-Raum 
sei der Abbildung auf sich unterworfen, die, wenn man statt z,, 2, Polar- 
koordinaten r, » einfiihrt, durch 

=r, gp’ =29, w= 
gegeben ist und die offenbar den Grad 2 hat; die Transformation von 
2, %q, XZ, ist 


2 2 
,_ af—ap 


2 
22, x 
Bat Bei ls 


= — 7 |  ——— ————— ’ 

Vai + a? V2? +23 
und sie la8t sich durch x{=2, zu einer Abbildung des projektiven 
(@,:%:%,:2,)-Raumes auf sich erweitern. Bei dieser hat sowohl jeder 


Punkt mit 2, = x, = 0 als jeder Punkt mit z, = 2, = 0 nur einen Original- 





L5 = Zz, 


*) H. Hopf, On some properties of one-valued transformations of manifolds, 
Satz Ia. Proc. of the Nat. Acad. of Sciences U.S.A. 14 (1928). — Eine ausfiihrliche 
Darstellung erscheint demnichst unter dem Titel ,Zur Algebra der Abbildungen von 
Mannigfaltigkeiten* im Journ. f. d. reine u. angew. Math. 
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punkt, X enthalt also zwei geschlossene projektive Geraden (und ist iibrigens 
mit diesen identisch) — im Gegensatz zu den Behauptungen der beiden Satze**). 

Auch die (n — 2)-te Bettische Zahl von X selbst laBt sich abschitzen: 
X’ entstehe durch Entfernung eines (n — 2)-dimensionalen Simplex 7 
aus X (den Fall, daB X weniger als (m — 2)-dimensional ist, brauchen 
wir nicht zu beriicksichtigen, da dann p"~*(X) = 0 ist). Beim Ubergang 
von X’ zu X, dh. beim Einsetzen von 7 in X’ sind zwei Fille méglich: 
entweder entsteht kein neuer (nm — 2)-dimensionaler Zyklus; dann ist 
p”"*(X) = p"~*(X"); oder es entsteht wenigstens ein neuer Zyklus Z; 
er enthalte 7’ a-fach genommen; ist dann Z’ ein zweiter Zyklus in X, 
der 7 enthalt, und zwar b-mal genommen, so ist aZ’ — 6Z ein Zyklus 
in X’, d.h. Z und Z’ sind in X’ voneinander linear abhangig, und der 
Rang der Gruppe der (nm — 2)-dimensionalen Zyklen hat sich somit beim 
Ubergang von X’ zu X nur um 1 vermehrt, in diesem Fealle ist also 
p”~*(X) = p*~*(X’)+1. In jedem Fall ist p"~*(X) < p”~*(X’) +1. 
Mithin folgt aus XVII und XVIla: 

Satz XVIIb. Unter den Voraussetzungen von XVII ist 


p"~*(X)<1+ p*(M) — p*(u) + p*(u) S14 p?(M) +p? (mM). 


Fiir n = 2 ist die erste dieser Ungleichungen der Satz XVI, da dann 
p*(u) = p*(F,) = 1 und p°(X) die Anzahl der Punkte ist, aus denen X besteht. 

Der Beweis von Satz XVII lauft dem Beweis des Satzes XVI ganz 
parallel. Wir haben zunichst eine Tatsache festzustellen, die dem dem 
Beweis von XVI vorangeschickten Hilfssatz entspricht. Sie beruht auf 
einer von Pontrjagin entdeckten Verallgemeinerung des Alexanderschen 
Dualitatssatzes, die folgendermaBen lautet*‘): Ist K ein in mu liegender 
Komplex, so werden die in K gelegenen i-dimensionalen Zyklen, die ~ 0 
in pw sind, in Klassen beziiglich Homologien in K eingeteilt; der Rang 
der Gruppe dieser Klassen heife r‘(K); analog seien fiir die Komplementar- 


3) Um den Gegensatz zu dem Wortlaut dieser Sitze vollstandig zu machen, hat 
man die im Text angegebene Abbildung noch durch eine simpliziale Abbildung mit 
denselben Eigenschaften zu ersetzen, was aber infolge des analytischen Charakters 
der Abbildung keine Schwierigkeit macht. 


*) Pontrjagin, Zum Alexanderschen Dualititssatz, Zweite Mitteilung, Satz Ia. 
Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Math.-Phys. Klasse (1927). Dort ist der Satz fir 
»Homologien mod 2“ bewiesen; der Beweis fiir gew6hnliche Homologien ist mir aus einer 
Note von Pontrjagin bekannt, die demnichst veréffentlicht werden diirfte. — In engem 
Zusammenhang damit stehen die folgenden Arbeiten: van Kampen, Eine Verallgemeine- 
rung des Alexanderschen Dualititssatzes. Koninkl. Akad. van Wetenschappen te Amster- 
dam Proc. 31 (1928), und: Die kombinatorische Topologie und die Dualitatssitze, 
Diss. Leiden 1929. — Lefschetz, Closed point sets on a manifold. Annals of Math. 29 
(1928), sowie die dort zitierten Noten in den Proc. Nat. Acad. (1927). 





als 


dei 


Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. II. 617 


menge von K die Zahlen r‘(u — K) erklart. Dann ist 


r'(u—K)=r""*~*(R), 
also insbesondere 
(1) r (u—K)=r""*(K). 

Nun bestehen einfache Zusammenhinge zwischen diesen Zahlen r und 
den Bettischen Zahlen von K, »—K und uw. Bezeichnet P*(K) die Gruppe 
der Klassen, in die alle i-dimensionalen Zyklen in K beziiglich Homo- 
logien in K zerfallen, deren Rang also p'(K) ist, R‘(K) die oben be- 
trachtete Untergruppe vom Range r‘(K), so ist der Rang p’(K)—r'(K) 


der Faktorgruppe ie héchstens gleich p‘(); denn von je 1+ p‘() 
Elementen der Faktorgruppe gibt es eine lineare Verbindung, die ~ 0 in yh, 
die also in R‘(K) enthalten ist, je 1+ p‘(y) Elemente der Faktorgruppe 
sind also voneinander linear abhangig. Es ist mithin in der Tat 





(2) p'(K) —r'(K)< p*(n), 

also insbesondere 

(2’) r"~*(K) > p""*(K) — p""*(n). 
Analog ist 

(3) p'(u—K)—r'(u—K)<p'(n), 
also insbesondere 

(3’) p(u—K)<r*(u—K)+p*(u). 


Es sei jetzt K héchstens (n—2)-dimensional. Dann steht in (3’) 
immer das Gleichheitszeichen; denn da es zu jedem 1-dimensionalen Zyklus 
in uw einen beliebig benachbarten, also homologen, gibt, der fremd zu K ist, 
also in u— K liegt, gibt es in u»— K p*(m) Zyklen, die nicht homolog 0 
in w und die untereinander unabhiangig beziiglich Homologien in yu, also 
erst recht beziiglich Homologien in «— XK sind; die ihnen entsprechenden 


Elemente der Faktorgruppe a =? 
a 

sonst eine lineare Verbindung von ihnen zu R*(u — K) gehérte, also ~ 0 

in w ware. Folglich ist der Rang der Faktorgruppe nicht nur wie im all- 


gemeinen Fall < p'(u), sondern = p*(y), d.h. es ist in der Tat 








sind voneinander unabhangig, weil ja 


(3”) p'(u—K)=r"(u—K) + p*(n). 
Ersetzt man hierin r'(u—K) aus (1), so folgt aus (2’): 
(4) p*(u—K)>p""*(K)—p""*(u) + p*(u), 


wofiir man infolge des Poincaréschen Dualitatsgesetzes fiir die Bettischen 
Zahlen einer Mannigfaltigkeit auch schreiben kann: 


(4’) p’(u—K)>p"~*(K)—p*(u)+ p* (x). 


Mathematische Annalen. 102. 40 
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Diese Ungleichung, die unter der Voraussetzung gilt, daB K héchstens 
(nm — 2)-dimensional ist, wird beim Beweise des Satzes XVII dieselbe Rolle 
spielen, wie der ,,Hilfssatz“ beim Beweis von Satz XVI. 

Wir betrachten nun eine Abbildung /, die die Voraussetzungen von 
Satz XVII erfiillt; X’ sei ein echter Teilkomplex des in dem Satz ge- 
nannten Komplexes X, X’ das Bild von X’. Wir wahlen in u — X’ eine 
1-dimensionale Homologiebasis; sie besteht aus p*(«u— X’) geschlossenen 
Kurven C,, C,,... und, falls 1-dimensionale Torsionskoeffizienten r,, t,, ... 
vorhanden sind, noch aus weiteren geschlossenen Kurven D,, D,, ... derart, 
daB jeder in « — X" gelegene 1-dimensionale Zyklus C eine und nur eine 
Homologie 

C~ 34,0;+ 56,D;,, OSb<4, (in wp— X’) 


erfiillt. Aus der Einzigkeit dieser Homologie folgt insbesondere, da8 nur 
dann C~cC’ in »— X’ sein kann, wenn alle a; durch c¢ teilbar sind. 
M — X’ wird durch f so auf «— X’ abgebildet, daB diese Abbildung 


iiberall kompakt ist. Dabei hat jeder Punkt von X — X’ nur einen Origi- 
nalpunkt. Folglich ist nach Satz X jeder geschlossene Weg in u — X’ 


dem Bilde eines geschlossenen Weges aus M— X’ in «— X’ aquivalent, 


also erst recht homolog. Z,, Z,,... seien geschlossene Wege in M — X’, 
so daB 
(5) {(Z,)~C, (in w— X’; §=1,2,..., p? (ue — X’)) 


ist. Wir behaupten, daB diese Z, unabhingig beziiglich Homologien nicht 
nur in M— X’, sondern sogar in M sind. 
Dem Beweise schicken wir die Bemerkung voran, daB aus 


(6) cZ~0 (in M) 
stets 
(7) Z~0O (in M) 


folgt, wobei Z irgendein 1-dimensionaler Zyklus ist. Bilden niamlich die 
Zyklen A,, A,,..-, Apyan, B,, By,..-, Bau, wobei p*(M) die 1-dimen- 
sionale Bettische Zahl, g*(M) die Anzahl der 1-dimensionalen Torsions- 
koeffizienten t,,t,,... von M ist, eine Basis in M, und ist 

Z~ Su;A; + S0;B;, O0Sv,<#t (in M&M), 


so ist nach (6) 


\cu,A;— Sev,;B;~0 (in M), 


also sind einerseits alle u; 0, andererseits sind alle cv, durch die ent- 
sprechenden ¢; teilbar, was wegen der vorausgesetzten Teilerfremdheit von 
c und t; nur méglich ist, wenn auch alle ,= 0 sind, wenn also in der 
Tat (7) gilt. 
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Wenn nun 
(8) D-a;,Z,;~90 (in M) 
ist, so kénnen wir, falls alle a; durch c teilbar sind, nach der eben ge- 
machten Bemerkung die linke Seite von (8) durch ¢ dividieren, und diese 
Division, falls nicht alle a4, 0 sind, so oft wiederholen, bis die Koeffi- 
zienten in (8) nicht mehr ¢ als gemeinsamen Teiler haben. Wir diirfen 
daher annehmen, daB von vornherein die a, entweder simtlich gleich 0 
sind oder nicht den gemeinsamen Teiler c haben. 

(8) bedeutet, daB ein 2-dimensionaler Komplex K in M existiert, der 
von .S’a,Z, berandet wird. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit laBt 
sich annehmen, daB sich K und X in ,allgemeiner Lage“ zueinander be- 
finden, daB sie sich also in endlich vielen Punkten schneiden (da X als 
(nm — 2)-dimensional vorausgesetzt werden darf, weil sonst unsere Behaup- 
tung XVII von selbst erfiillt ist). Es seien also z,,2,,..., x, die Schnitt- 
punkte von X und K; dabei diirfen wir infolge der ,,allgemeinen Lage“ noch 
annehmen, daS jeder Punkt 2; innerer Punkt eines (nm — 2)-dimensionalen 
Simplexes 7/*~” von X und eines Dreiecks von K ist. Um x; herum schneiden 
wir ein kleines Loch L; aus K aus; der dadurch entstehende Komplex K’ liegt 
ganz in M — X, also erst recht in M— X’, und wird auBer von dem Rande 
von K noch von einer linearen Verbindung der Rander der L, berandet; nun 
ist der Rand von L, in a X’ homolog dem geechlossenen Polygon Y,, 
welches von den zu T;* fremden Kanten derjenigen n- dimensionalen 
Simplexe 77", Ty’,..., Tj’ gebildet wird, auf denen 7;'~” liegt. Es ist also 
(9) D4,Z,+ 56,Y,~0 (in M—X’). 

Da 7;'~* zu X gehért, ist f(7/'~") = 7}~* ein ebenfalls (n —2)-dimen- 
sionales Simplex und besitzt auBer , yi kein weiteres Originalsimplex; 
mithin besitzen auch diejenigen n-dimensionalen Simplexe von u, auf denen 
T}~* liegt, als Originalsimplexe nur die Ty’, T;,..., 7j', und daher hat 
die Abbildung des ,,Sternes“ Sy T’ von T~* auf den Stern“ von 7/*~* 

i=1 

den Grad c; dabei wird jede nicht an 7° anstoBende Kante des Sternes 
von T~* von zu Y,; gehdrigen Kanten im algebraischen Sinne c-mal be- 
deckt, und andererseita wird jede zu Y; gehérige Kante auf eine nicht an 
T}~* anstoBende (evtl. in einen Punkt ausgeartete) Kante des Sternes von 
T}* abgebildet. f (Y;) ist also das c-mal genommene, aus den genannten 
aren des Sternes von 7j'~* gebildete geschlossene Polygon n;: 


(10) f(Y;)~ en, (in p— X’). 
Aus (9), (5), (10) folgt 


(11) Sa,0,~cC’ (in n—X’), 
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wobei — S'b;9; = C’ gesetzt ist. Daraus folgt weiter, wie wir oben sahen, 
daB alle a; durch c, teilbar sind, und dies bedeutet, wie wir ebenfalls schon 
sahen, daB alle a; = 0, daB also die Z; unabhangig in M sind. Thre Anzahl 
ist daher héchstens p*(M), d. h. es ist 


(12) p'(M)>p'(u— X*), 
also auf Grund von (4’) 
(13) p’(M)>p"~*(X’) — p*(u) +P’ (#), 


womit, da p‘(X’) = p‘(X’) ist, die Behauptung des Satzes XVII be- 
wiesen ist. 


Anhang Il. 
Uber die Windungspunkte einer Flichenabbildung. 


Hat man, wie es im Satz XVI und im Anhang I geschehen ist, bei 
einer Abbildung, deren Grad einen Betrag > 1 besitzt, diejenigen Punkte 
der Bildmannigfaltigkeit betrachtet, die nur je einen Originalpunkt haben, 
so liegt folgende Verallgemeinerung der Fragestellung nahe. Wir definieren: 
Bei einer Abbildung mit einem Grade c, dessen Betrag >1 ist, heiBt ein 
Punkt der Bildmannigfaltigkeit ein ,,.Windungspunkt“, wenn er weniger 
als |c| Originalpunkte besitzt; ist deren Anzahl b, so heiBt \c|—b die 
,Ordnung des Windungspunktes. 

Fiir die Anzahlen der Windungspunkte der verschiedenen Ordnungen, 
die bei Flachenabbildungen auftreten, existiert eine Schranke, die eine Ver- 
allgemeinerung und Verscharfung des Satzes XVI liefert: 


Satz XVIII. Bet jeder Abbildung einer geschlossenen orientierbaren 
Flache auf eine andere geschlossene orientierbare Flache gibt es héchstens 
endlich viele Windungspunkte. Ist w, die Anzahl der Windungspunkte der 


Ordnung r, 8o ist 

jel—1 

DS rw, < (2p—2)—|e|(2qg—2), 

r=1 
wobei p das Geschlecht der Originalflache, q das Geschlecht der Bildflache, 
c der Grad ist. 

Der Beweis besteht in einer einfachen Anwendung des folgenden Satzes 

von H. Kneser*): Ist die geschlossene orientierbare Flache vom Geschlecht P 
auf die geschlossene orientierbare Flache vom Geschlecht Q +0 mit dem 
Grade c +0 abgebildet, so ist 


(P—1)—|e|(Q—1) 20. 
Um unsere Behauptung auf diesen Satz zuriickzufiihren, nehmen wir 
mit der gegebenen Abbildung f der Flache F, vom Geschlecht p auf die 
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Flache F, vom Geschlecht g eine unwesentliche Abanderung in der Nahe 
von Windungspunkten vor. Es seien fiir r= 1, 2,...,|¢|—1 wenigstens 
je v, Windungspunkte der Ordnung r vorhanden: &[, &,..., &,, wobei es 
gleichgiiltig ist, ob dies alle Windungspunkte sind. Um jeden Punkt é/ be- 
stimmen wir ein Element w;, so daB diese Elemente zueinander fremd sind. 
%i,1, Li,2, +++) Li,je|-r Seien die Originalpunkte von é7. Um jeden von ihnen 
bestimmen wir ebenfalls ein Element e;;, so daB diese Elemente unter- 
einander fremd sind, und daB f(e; ;)< @;j ist. In wj fihren wir ein Polar- 
koordinatensystem 9, y mit & als Pol ein und ebenso in e;; ein Polar- 
koordinatensystem R, p mit xj ; als Pol. Wir betrachten nun fiir ein festes 
ej ; die Abbildung f; sie sei durch 


e=f,(R.¢), y=h(R,¢) 


gegeben, und sie habe in &; den Grad a, Wir ersetzen sie durch die fol- 
gende Abbildung /: 


f,(R,v)=f,(R,¢), F(R. ~)=f(R.y) fir RE2; 
f,(R, ep) =(R—-1) A(R, vy) + (2-8) | far 2 

f,(R, p) =(R—1)f,(R, vy) +(2—R)ay : 
A(R.g)=R, f,(R.v)=ag fir 1>R. 


R 


IV 
IV 


1; 


Diese Gleichungen stellen in der Tat eine eindeutige Abbildung dar; um 
dies zu erkennen, hat man sich nur davon zu iiberzeugen, dab 
f,(R.p+22)—f.(R,p) stets ein ganzes Vielfaches von 22 ist; fiir 
R=2 und R<1 ist das selbstverstandlich, und fiir 2> R>1 folgt es 
aus der Tatsache, daB f,(R,»+22)—f,(R,p)=a-22 ist, weil die 
Abbildung f(e;,;) im Punkte &/ den Grad a hat, & also von dem Bilde 
jedes Kreises R = konst. a-mal umlaufen wird. 


Diese Abainderung von f nehmen wir in jedem e;; vor und nennen 
die sich ergebende Abbildung /; sie hat denselben Grad ¢ wie f, da die 
Bedeckungen der auBerhalb der w; gelegenen Punkte ungeandert geblieben 
sind. f hat die Eigenschaft, daB die Originalmengen der durch 9 < 1 be- 
stimmten offenen Teilmengen der w; die durch R < 1 bestimmten offenen 
Teile der ¢;3, €j9,...,€j\¢j-, sind. Entfernen wir die genannten offenen 
Mengen aus den beiden Flachen, so wird aus der Originalfliche F, eine 


«, lel—1 
Flache F; vom Geschlecht p mit .S'(\c|—r)v, Randern und aus der 
be je|—1 
Bildfliche F, eine Fliche F; vom Geschlecht q mit 5) v, Rindern, und 
1 


F; ist durch f auf Fj so abgebildet, daB die Randkurven in die Rand- 
kurven iibergehen. Wir stellen nun von jeder der Flichen F,, Fy ein 
zweites Exemplar F,’ bzw. F,’ her, und bilden F,’ auf F,’ ebenfalls durch f 
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ab. Fiigen wir dann Fy, und Fy; lings entsprechender Rander und ebenso 
F; und F,’ langs entsprechender Rander zusammen, so entstehen zwei ge- 
schlossene, orientierbare Flachen Fp, Fg, so daB Fp auf Fg durch / ein- 
deutig mit dem Grade c abgebildet ist. Dabei sind die Geschlechter dieser 
Flachen 


P=2p—1+ S(\e|—r)e,, Q=2q—-1+ Sv,. 
Ist Q=0, so ist g=0, Sv,—1, also Srv, < |c| —1<2p—2+2\e|; 
ist Q>1, so ist nach den oben oneniie Kneserschen Satz 
2p—2+ |e] Xv, — are, — 2q|e| + 2\¢| — lc] Se, 20, 
d. h. es ist in jedem Fall 
Drv, S (2p— 2) — |e|(2q—2), 


womit die Behauptung bewiesen ist. 

Bemerkungen zu Satz XVIII. 1. Wenn die Bildmenge /(F,) als 
Riemannsche Flache iiber F, liegt, d. h. wenn die Umgebung jedes Punktes 
von F,, der nicht Windungspunkt ist, genau c-mal glatt im positiven 
Sinne. bedeckt wird, so gilt bekanntlich die ,,Hurwitzsche Formel“ **) 

Drw, = (2p— 2) —e(2q—2). 
Unser Satz sagt also, daB die ,,Windungszahl“ S’rw, einer solchen Abbil- 


dung den Héchstwert hat, der bei den vorliegenden p, gq, c iiberhaupt 
méglich ist. 


2. wje)-1 ist die Anzahl der Punkte auf F die nur je einen Original- 
punkt haben. Aus unserem Satz folgt 


2p—2ale! 

wea SRB yg 
Satz XVI besagte: 

Wie\-1 S2p+2—2q. 
Wenn nicht |c| = 2 und g=0 ist, so ist die neue Schranke besser als 
die friihere. Ist |c|—2, g=0, so liefern beide Satze 

w, 5 2p+2. 

Diese Schranke laBt sich nicht verbessern; denn die Riemannsche Flache 
der algebraischen Funktion 


f(z) = ¥z(z—1) (z+2)...(z—2p) 








%) Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie (Berlin 1923), 8. 160. 
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hat das Geschlecht p, zwei Blatter und 2p-+ 2 Windungspunkte der Ord- 
nung 1, namlich 0, 1, 2,..., 2p, co. 

3. Nach Satz XVa gibt es Abbildungen geschlossener Flachen mit o > j; 
dabei ist in den dort angegebenen Beispielen j > 4. Es bleibt aber noch 
die Frage offen, ob es auch Abbildungen geschlossener Flachen mit o > j= 1 
gibt, — eine Frage, deren Beantwortung der Beweismethode des Satzes XV a, 
namlich der Zuriickfiihrung auf Satz XVI, nicht zuginglich ist. Jetzt 
kénnen wir diese Frage bejahen; es gilt namlich 


Satz XVb. He gibt eine Klasse von Abbildungen der geschlossenen 
orientierbaren Flache F, (vom Geschlecht 2) auf die geschlossene orientier- 
bare Flache F, (vom Geschlecht 1) mit o>j=—1. 

Beweis. o > 1 ist gleichbedeutend mit w;,;_; = 0 fiir alle Abbildungen 
der Klasse. Nach der soeben bewiesenen Formel (mit p= 2, g = 1) 


Wie|-1S = +2 

geniigt daher die Angabe einer Abbildung f von F, auf F, mit c= 4 
und j =1. Eine solche Abbildung kann folgendermafen hergestellt werden: 
Man zerlegt F, durch eine geeignete einfach geschlossene Kurve C in zwei 
Hilften F; und F;’, von denen jede eine einmal berandete Fliche vom 
Geschlecht 1 ist. F; wird so auf F, abgebildet, daB der Rand in einen 
Punkt é iibergeht und die Abbildung im iibrigen eineindeutig ist; F;’ wird 
so abgebildet, daB der Rand in denselben Punkt ¢ iibergeht und die Bild- 
menge f(F:’) im iibrigen als 3-blatterige unverzweigte Uberlagerungsfliche 
iiber F, liegt. f(F,) ist eine eindeutige Abbildung vom Grade 4. Sie hat 
den Index j=1; denn jeder (nicht durch & gehende) geschlossene Weg 
auf F, ist Bild eines geschlossenen Weges auf Fy. 


(Eingegangen am 22. 6. 1929.) 








On the Structure of Sets of Points 
of Classes One, Two, and Three. 


Von 
A. H. Blue in Iowa City (U.S.A). 


I. Introduction. 
The Classification of Sets of Points. 


The classification, defined by Lebesgue’), of sets of points is based 
upon the Baire classification of functions. Any set is closed or F of class 
« if it can be considered as the set ZH (a <f< 5) relative to a function f 
of class «, at most. A set is cpen or O of class « if it can be considered 
as the set E (a <f<)) relative to a function f of class a, at most. 

The following are some of the properties of the Lebesgue classification: 

1. If a set is F of class a its complement is O of class «, and con- 
versely ; 

2. A finite sum or product of sets F of class a, at most, gives a 
set F of class «, at most, and a finite sum or product of sets O of class a, 
at most, gives a set O of class a, at most; 

3. The product of an enumerable infinity of sets F of class a, at 
most, is F of class «, at most, and the sum of an enumerable infinity of 
sets O of class a, at most, is O of class a, at most; 

4. A set F of class a is O of class «+1, at most, and a set O of 
class « is F of class «+1, at most; 

5. The sum of an enumerable infinity of sets F of class a, at most, 
is F of class a+ 2, at most, and the product of an enumerable infinity 
of sets O of class a, at most, is O of class a+ 2, at most. 


*) Journal de Mathématiques 1905, pp. 156, 157. 
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For the sets which are both F and O of class « de la Vallée Poussin’) 
has introduced the term ‘ambiguous’ or in notation, A of class «. By the 
introduction of new and powerful methods de la Vallée Poussin was able 
to simplify and extend the theories of Baire and Lebesgue. 


Two things are evident relative to the Lebesgue classification, a set 
belongs to two classes, open and closed, and its class depends directly on 
the class of a function. A classification which is not double and which 
depends only on the set itself is desirable. The sigma-delta-systems of 
Lebesgue*) and Hausdorff‘) attain this latter aim. These classifications are 
based on the representation of sets in terms of open sets and closed sets. 


In the Lebesgue classification the sets of class zero are open or O, and 
closed or F,. The sets open of class one or O, are sums of sets F, and 
the sets closed of class one or F, are products of sets O,. The sets open 
of class two or O, are sums of sets F, and the sets closed of class two 
or F, are products of sets O,. This can be continued for all finite classes. 
For the first transfinite class w the sets A‘, and A’ are defined as the 
sum and product, respectively, of sets A of all finite classes. Then the 
sets open of class w or O,, are sums of sets A, and the sets closed of 
class w or F, are products of sets A’,. The process can then be conti- 
nued for all transfinite classes. 


The Hausdorff system is equivalent. Let G@ denote an open set and F 
a closed set. If ZH, denotes a product and ZH, a sum of sets Z there are 
two systems of sets: 


1. G, G;, G;,, G50 Gs 650° wiatleed 
2. F, F., Fra» Fises Foaeas «+: 


odo? 


For the first system the classes are designated by the symbol («) and for 
the second by [a]. The open sets @ are of class (1), the sets G, are 
of class (2), and so on for all finite classes (n). To the class (mw) belong 
the products of sets of classes (1), (2), (3), (4),...,(m),.... A sum of 
sets of class (m) is of class (w-+-1) and the process can be continued 
for all transfinite classes. In like manner the sets F are of class [1], the 
sets F, are of class [2], and the sets F,, are of class [3]. The sets of 
class [w] are sums of sets of classes [1],[2],[3],...,[m],.... These 
syr ems have been called delta- and sigma-systems, respectively. Certain 
relations between the two systems follow from the fact that an open set O 
is F, and a closed set F is G,. 








*) Intégrales de Lebesgue, Paris 1916, pp. 150, 151. 
%) de la Vallée Poussin, loc. cit. pp. 138, 139. 
*) Math. Annalen 77, pp. 430—432. 
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These classifications of Lebesgue and Hausdorff are closely related. 
The sets of class (« +1) in the Hausdorff classification are open of class « 
in the Lebesgue system if « is even and are closed of class « ifa is odd. 
The sets of class [« +1] in the Hausdorff classification are closed of class « 
if @ is even and are open of class « if « is odd. 

The classifications of Lebesgue and Hausdorff are successful in defining 
classes without relying on the Baire classification of functions. The 
double character of these classifications has already been pointed out, and 
in either of them the classes overlap. From the properties cited for the 
Lebesgue classification it follows that a set open of class « is closed of 
class «—1, «, or +1 and a set closed of class « is open of class 
«—1, a, or a+1. These sets, though they have the same open class, or 
the same closed class, are distinctly different. To make a distinction 
between these sets is a part of the purpose of this paper. 

It is only natural to suppose that there are certain structural 
characteristics peculiar to the sets of a particular class. What are those 
structural characteristics possessed in common by all the sets of a given 
class? In this investigation an answer to this question has been found for 
sets of classes one and two, and in part for sets of class three. 


Il. The Structure of Sets of Points. 
The Type of a Set. 


In the Lebesgue classification the class of a set is defined in terms 
of its representation with closed sets and open sets. If the class be defined 
in terms of the simplest representation with closed sets and open sets, 
that is, the representation requiring not more alternate sums and products 
than any other such representation, then the classes are distinct and do 
not overlap. 

The distinction to be made between those sets which are of the same 
open class but are of different closed classes is based on the notion of 
the “type” of a set. If a set is open of class « and is closed of class 
it is of “type” (a, 8), and conversely. 

Of two sets A and B of types (a’, 8’) and (a, f), respectively, A is 
of lower type if a’ << and f’ <£# and the equalities do not hold simul- 
taneously. Of two sets A and B of types (a, 8) and (f,«), respectively, 
it cannot be said that either is of lower type than the other. However, 
the two types are distinct. 

Corresponding to the properties cited for the Lebesgue classification 
are the following properties of types: 
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1. Every finite sum or product of sets of type («’, 6’), where «’ < « 
and p’ < £, is of type (a, 8), at most; 

2. Every enumerably infinite sum or product of sets of type («’, p’), 
where a’ <a and f’ <8, is of type («2 +1,8+1), at most; 

3. The removal of a subset of type («,#) from a set of the same 
type leaves a subset of type (y,y), at most, where y is the larger of « 
and £; 

4. The removal of a subset of type (a, 8) from a set of lower type 
leaves a subset of type (8, a), at most. 


A Property of Sets of Form Gj. 


For two sets which are of form G, the following theorem holds: 

Theorem 1. Jf two sets of form G, are everywhere dense®) in a 
perfect set they have a common point. 

Assume the contrary, that two sets A and B of form //G,, and //G,,, 
respectively, have no common points and are everywhere dense in a per- 
fect set H. Since A is a subset of G, and B is a subset of G,,., both 
G,, and G, must be everywhere dense in H while their complementary 
closed sets are nowhere dense in H. If U,, = G,, —G,, and V, =G,,—G,,, 
these sets are nowhere dense in H. By definition, A is the product of 
sets (U,, + G,,-G,,). By hypothesis, A-B = ]]G,,-G,, is a null set. Hence, 
any point of A must be in every U,, for m sufficiently large. Therefore, 


A may be expressed as the sum of sets A, = I U,, each nowhere dense 


in H. Therefore, A is of the first category relative to H. The complement 
of A is evidently of the first category relative to H. Since a set and its 
complement cannot both be of the first category, the desired contradiction 
is obtained. 

From this theorem it is easy to demonstrate the following propositions: 


i. If a subset of any set A of form F,, is of the second category 
relative to a perfect set H in which a subset of any set B of form G, is 
everywhere dense, then A and B have a common point; 

2. There exists a perfect set H relative to which the subset A-H of 
any set A of type (2,1) or (2,2) is of the second category. 

By definition, a set of type (2,1) is of form F,, and G, and a set 
of type (2,2) is of form F,, and G,,. Hence, the complement, B, is of 
form G,,. 


5) Acta Mathematica 30 (1906), pp. 10—12. 
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Assume the contrary. Then B-H is everywhere of the second cate- 
gory relative to H, and by Theorem 1 any subset G, of A is nowhere 
dense in any perfect set H. But such a set is enumerable. Therefore, 
A is enumerable and of form F,, contrary to the hypothesis. 


Structure of the Sets of Type (1,1). 


Theorem 2. The necessary and sufficient condition that any set A 
which is neither open nor closed be of type (1,1) is that if a subset of A 
or its complement B be everywhere dense in a perfect set H then B H 
or A-H, respectively, is nowhere dense in H. 

By definition, both the set A and its complement B of type (1, 1) 
are of form G,. Any perfect set H is of form G, and the subsets A-H 
and B-H are then of the same form. By Theorem 1, the condition is 
necessary, since A and B have no common point. 

Consider the closed derived set of order zero, A°, which is the sum 
of a perfect set H and a reducible set*) N. The set A-H is everywhere 
dense in H and by hypothesis B-H is nowhere dense in H. If G be the 
open set determined by all those portions of H containing no point of B, 
the set G-H is a subset of A. If A, = A— G-H, the set A,-H, is every- 
where dense in the perfect subset H, of Aj. If G, be the open set deter- 
mined by all those portions of H, containing no point of B-H,, G,-H, 
is a subset of A, and of A. Let A, = A, — G,-4H,. 

The continuation of this process gives rise to a sequence of closed 
sets A® such that each is a subset of its predecessors. Let A’ be the 
closed set of points common to all the sets A’, where « < u of the second 
kind. Defining the corresponding sets H, and G, the process may be con- 
tinued for transfinite ordinals. 

By the fundamental principle of Cantor’) there exists a least number f 
such that the sets A}, Me, More ..., are identical. It follows that the 
corresponding perfect sets H,, Ay. H,,9,---, are null sets, since G,-H, 
must be a null set when A,= A,,, and G, is not a null set if H, exists. 
Also A, is a reducible set N, when H, is a null set. By definition, the 
sets G-H, G,-H,, G,-H,, ..., are non-overlapping. Every open set is a 
sum of closed sets and every set G,-H, is of form F,. The reducible set 
N, is enumerable and also of form F,. The set A is the sum of the sets 
G,-H, and the reducible set N,. Therefore, A is of form F,. By the 
same argument the complement B is also of form F,. Therefore, A, is of 


®) Annali di Matematica (3) 3, p. 37. 
7) Math. Annalen 17 (1880), S. 357. 
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form F, and G, and of type (1,1). by definition. Therefore, the condition 
is sufficient. 

From this theorem it is evident that a reducible set, which is nowhere 
dense in every perfect set is not of higher type than (1,1). That is, a 
reducible set must be of type (1,0) or (1,1). 


The Decomposition of Sets of Type (1,1). 


Theorem 2 furnishes a procedure for the decomposition of any set of 
type (1,1) into a sum of disjoined sets of form F-G. Let 4,—A be 
any set of type (1,1) with its complement B. The set A,-H, is every 
where dense in the perfect subset H, of A>, and B-H, is nowhere dense 
in H,. In every portion of H, there is a portion containing no point of 
B-H,. By definition, G, is the open set determined by all those portions 
of H, containing no point of B-H, and the set G,-H, is a subset of A). 
Let A, = A — G,-H, and repeat the same process on A,. The set A,-H, 
is everywhere dense in the perfect subset H, of A}, and B-H, is nowhere 
dense in H,. Let G, be the open set determined by all those portions 
of H, containing no point of B-H,. Then the set G,-H, is a subset of 
A, and of A, and the sets G,-H, and G,-H, are disjoined. Let 
A, = A, — G,-H, and continue the decomposition with A,. As was shown 
in Theorem 2 this decomposition must end, since it gives rise to a de- 
creasing sequence of closed sets Aj, A;’, A;,.... The set A, is thus 
decomposed into the sum of disjoined sets G,-H, and a reducible set N,, 
where « < 6 < 2. Therefore. 


A, = A= G,-H,+G,:H, + G,-H,+...+G,-H,+...4+ Ny. 


The Structure of Sets of Type (1,2) and (2,1). 


It is evident from the condition of Theorem 2 that sets of higher 
type than (1,1) must all possess the property of being everywhere dense 
with their complements in some perfect set. 

The following proposition characterizes the sets of type (1,2): 

The necessary and sufficient condition that any set A of form F,, 
with the complementary set B, be of type (1,2) is that there exist a 
perfect set H in which both the sets A-H and B-H are everywhere dense. 

If no such perfect set exists the set is of type (1,1), at most. 
Therefore, the condition is necessary. 

If there exists such a perfect set, A cannot be open or closed, or of 
type (1,1), by Theorem 2. Any set of form F, is of type (1,2), at 
most. Therefore, the condition is sufficient. 
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Since the complement of a set of type (1,2) is a set of type (2,1), 
there is the analogous proposition for sets of type (2,1): 

The necessary and sufficient condition that any set A of form G,, 
with the complementary set B, be of type (2,1) is that there exist a 
perfect set H in which both the sets A-H and B-H are everywhere dense. 

The characterization of sets of type (1,2) at the same time exposes 
the character of their complementary sets of type (2, 1). 


The Decomposition of Sets of Type (1, 2). 


Let A, be any set of type (1,2) with its complement B. If B is 
everywhere dense in the perfect subset H, of A\, then A, cannot fill any 
portion of H,. Hence, A, is the sum of closed sets nowhere dense in H, 
and a reducible set. If B is not everywhere dense in H,, there is at 
least one portion of H, containing no point of B. As in the case of a 
set of type (1,1) a subset G,-H, may be removed from A, leaving a 
subset A,. The decomposition may then be repeated with A,. It is 
evident that B must be everywhere dense in some perfect set H,. Then 
A, is the sum of closed sets nowhere dense in H,, and the sets of points 
common to the open sets G, and the perfect sets H, and a reducible set. 
The open sets will be null sets if B is everywhere dense in H,. 

For the decomposition of sets of type (1, 2) the following proposition 
may then be stated: 

Any set of type (1,2) is the sum of closed sets nowhere dense in 
a perfect set, a reducible set, and the sum of non-overlapping sets G,-H,, 
where «< P< Q. 


The Structure of Sets of Form F,,. 


Theorem 3. Jf any set A of form F,, has a subset A-H of the 
second category relative to a perfect set H, then A-H is the sum of sets 
A,-H and G, of the first and second categories, respectively, relative to H. 

The set A-H is the common subset of sets F, which must also be 
of the second category relative to H and everywhere of the second cate- 
gory relative to at least one portion of H. For each set F,, in a portion 
H, of H, at least one of the closed sets F is dense and fills a portion 
of H,. It follows that each set F, is a sum of closed sets nowhere dense 
in-H, and an open set G which is the sum of all those open sets de- 
termined by the portions filled by the closed sets F. These open sets 
are everywhere dense in H,. Hence, A-H is the sum of the subset A,-H 
of the first category relative to H and the subset G, everywhere of the 
second category relative to H,. 
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Let A be any set of form F,,. If A is of the second category rela- 
tive to the fundamental set P it is the sum of a subset A, of the first 
category relative to P and a set G,, by Theorem 3. 

If one of the sets F, of which A is the common subset is of the 
first category relative to P then A is also and the procedure is the same 
as for the subset A, in the following argument. 

Suppose A, is not of form F or F,, it is then of form F,,. Every 
closed set is the sum of a perfect set H and a reducible set. Hence, 
taking the product of such sets, A, = ]](S’ An,+N)=/]7 S Aa, +. 
Except for the enumerable subset N,, A, is a subset of the sum of non- 
overlapping perfect sets H,,, of diameter less than a given positive 
number ¢,, each nowhere dense in P. Consider the category of A,- H,, 
relative to the perfect set H,. By Theorem 3, we may remove a set G, 
from A, if it is of the second category relative to H,,. Therefore, A, is 
the sum of an enumerable set N,, a subset A, of the first category rela- 
tive to each set H,, and a set of form G,, or G,,,, respectively, when 
A, is of the second category relative to a finite number or an enumerable 
infinity of the perfect sets H,,. 

Suppose A, is not of form F or F,, it is then of form F,,. Except 
for an enumerable subset N,, A, is a subset of the sum of non-over- 
lapping perfect sets H,,,, each nowhere dense in H,, and of diameter less 
than a given positive number ¢«,. Consider the category of A,- Hy, n, Tela- 
tive to each perfect set H,,,,. As before, A, is the sum of an enumerable 
set N,, a subset A, of the first category relative to each set H,,,, and a 
set of form G,, or G,,,, Tespectively, when A, is of the second category 
relative to a finite or an enumerable infinity of sets Hy, n,. 

Suppose there has been chosen a monotonic decreasing sequence of 
positive numbers ¢, with the limit zero. The continuation of the foregoing 
process gives rise to sequences of perfect sets such as the following: 


in, Ag, 2,» |; ee 


"> Fy, 2, %... te tees 


where each set is a subset of its predecessor and is of diameter less than 
the corresponding «,. Each of these sequences must end with a null set, 
when one of the sets contains no point and the corresponding closed set 
is finite or enumerable, or the sequence must determine a point of a 
residual set A. 

Consider the sequence of subsets of A, A,, A,, A,,...,A,,---, Where 
«<m@-+1. Suppose any set A, of this sequence is of form F, F, or G;. 
Then the process of the decomposition of A should stop with that set A,. 
The set A is then the sum of an enumerable set of form F or F,, a set 
of form G,,, that is, the sum of sets G, removed at each step, and a 
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set A, of form F, F, or G,. The enumerable set is open of class one, the 
set of form G,, is open of class two, at most, and the set A, is open of 
class two, at most. Therefore, A is open of class two, at most. By hypo- 
thesis, A is of form F,, and is, therefore, closed of class two, at most. 
Therefore, A is of type (2,2), at most. 


The Structure of the Residual Set A,,. 


Suppose there is no set A, of the sequence of form F, F., or G,. 
Then the residual set A, exists and is of form F,,. 


Theorem 4. Jf the residual set A, of form F., ts dense in the 
fundamental set P it is of type (3, 2). 

Assume the contrary, that the complementary set B is also of form 
F,, or JJ] B,, where B, = S'F,,,, and B is a subset of B.. Now A 


mn m+1 


is of the first category relative to P. It follows that B, and consequently 
each set B,, is everywhere of the second category relative to P. Hence, 
for each set B,, in a portion of P at least one of the closed sets F, 
is dense and fills a portion P, of P. 

By hypothesis, A is dense in P, that is, A is everywhere dense in a 
portion K of P. The set B, fills a portion P, of K and has a perfect 
subset Hy .n,...,,- For this it is sufficient to choose r, so that the dia- 
meter ¢,, Of Hy n, ..1,, 18 less than one half the diameter of P,. In the 
portion of P, of diameter ¢,, determined by Ay,n,...n,,, the set B, fills 
a portion of P,. There exists .a number r,, such that the perfect set 
Fa, ny...0r,-..0r, 18 subset of B,. In general, for a set B, there exists 
a number r, such that the perfect set Hp, n,...n9,-+- fir, ---%r, 18 & subset 
of B,, and of every B,, preceding B,. 

But the sequence of perfect sets 


ae (m =1,2,...) 


determines a point of A,. This point is a point of B since every set B, 
contains a perfect set of this sequence. But B is the complement of A,,. 
Therefore, the assumption that B is also of the form F,, is false, and A,, 
cannot be of type (2, 2). 

Since any set of the form F,, is (by construction) of the type (3,2) 
at most, the theorem follows. 


University of Iowa, January 19, 1929. 
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Uber die Lésungen der linearen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 


Von 


Willy Feller in Kiel. 


Bekanntlich kann die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit zwei unabhdngigen Verdnderlichen auf eine Normal- 
form gebracht werden, welche fiir alle Untersuchungen besonders geeignet 
ist, da sie in den zweiten Ableitungen mit der Laplaceschen Gleichung 
iibereinstimmt. Fiir diese Gleichung hat Herr Lichtenstein in verschiedenen 
Arbeiten') die Randwert- bzw. die Eigenwertaufgabe in gréBter Allgemein- 
heit gelést, und ihre Lésungen verhalten sich in mancher Hinsicht ahnlich 
wie die Potentialfunktionen. Die dabei benutzten Methoden kénnen aber 
nicht auf den Fall von mehreren unabhingigen Veranderlichen iibertragen 
werden; indessen hat Herr Sternberg*) die Randwertaufgabe bei drei Ver- 
anderlichen auf eine lineare Integralgleichung zuriickgefiihrt, indem er von 
Integralausdriicken ausgeht, die ganz den bekannten Raum- und Flachen- 
potentialen fiir die Laplacesche Gleichung nachgebildet sind. 

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, wie sich fast alle kiassischen 
Satze iiber die Eigenschaften der Potentialfunktionen ohne weiteres auf 
die Lésungen der allgemeinen selbstadjungierten Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom elliptischen Typus tibertragen, wenn man zu ihrer Formulierung 
die naturgema8 mit der Gleichung verbundene Riemannsche MaBbestimmung 
benutzt. Es bleiben dann fast alle Formeln mit geringfiigigen Anderungen 
bestehen, so ein Analogon zum Mittelwertsatz, die Integraldarstellungen und 
Sprungrelationen, die Gaufsche geometrische Deutung fir die Doppel- 


1) Nahere Literaturangaben in der Encyklopidie der math. Wissensch. II, C, 12: 
L. Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus (1924). 
*) W. Sternberg, Uber die lineare elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit drei unabhangigen Verinderlichen. Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 286—311. 
Mathematische Annalen. 102. 41 
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belegung usw. Viele von diesen Eigenschaften iibertragen sich auch auf die 
nicht selbstadjungierten Differentialgleichungen. So ergibt sich z. B. ein 
auBerst einfacher Beweis der sog. Harnackschen Konvergenzsdize fiir beliebige 
Gleichungen. 

Alle folgenden Entwicklungen werden naturgemi8 nach Méglichkeit 
invariant geschrieben gegeniiber allen Koordinatentransformationen, und der 
selbstadjungierte Differentialausdruck wird daher als zweiter Differential- 
parameter der betreffenden MaSbestimmung aufgefaBt. Vorkenntnisse iiber 
Riemannsche Geometrie werden iibrigens nicht vorausgesetzt, bloB im 
folgenden Abschnitt mu8 das Volumelement einer im n-dimensionalen Raume 
eingebetteten (nm — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickelt werden. Es 
wird gleich allgemein der Fall von n unabhangigen Veranderlichen ins Auge 
gefaBt, da sich die Darstellung nicht umstandlicher gestaltet als fiir n — 3 
und der erste Teil doch in dieser Allgemeinheit notwendig ist. 


§ 1. 
Das Volumelement eingebetteter Mannigfaltigkeiten 
im Riemannschen Raume. 


Bekanntlich definiert man das Volumelement im Raume mit dem 
(definiten) Linienelement 
(1) ds* = SB 9,42,dz, (Gin = 9x i) 
i,k=1 
durch 


dV=Yygdz, ...dz,, 


wobei mit g die wesentlich positive Determinante der Matrix (g;,,) be- 
zeichnet wurde. Eine in diesem Raume eingebettete (n — 1 )-dimensionale 


Mannigfaltigkeit 


(2) F(z,,..-, £,) = 0 = konst. 

kénnen wir auch durch n—1 unabhingige Parameter 1,,...,4, , in 
der Form 

(2°) a= @,(4,,....4,_;) (t= by Ace 


bestimmen. Die MaSbestimmung auf dieser Hyperflache erhalten wir, indem 
wir diese GréBen in das Linienelement (1) einsetzen; so erhalten wir zu- 
gleich auch das Volumelement dieser Mannigfaltigkeit. Fiir das Folgende 
miissen wir jedoch, ahnlich wie im euklidischen Falle, dieses Volumelement 
direkt durch die Koeffizienten g,, und die GréSen (2’) ausdriicken. 

Es mége wie iiblich g** das durch die Determinante g dividierte 
algebraische Komplement von g,, in der Matrix (g;,) bezeichnen; ferner 
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bezeichnen wir mit D, (¢=1,...,m) die m Funktionaldeterminanten der 
Koordinaten z,,..., x, nach den Parametern 4,,...,4, _,, also 
\é- )( By oo oy De—~agy Meany -++5 Bp) 
pes oe 1 i-—1 0(% ; , + , >“~n 
D,=(—1) ioe... neces 


Wir zeigen, daB das gesuchte Volumelement der Mannigfaltigkeit (2') ge- 
liefert wird durch den Ausdruck®) 


F > th 
(3) do=Vo |) Sg" D,D,-da,...da,_,. 
lk=1 


Zum Beweise zeigen wir zuniachst, daB dieser Ausdruck unabhingig ist 
sowohl von der besonderen Wahl der Parameter 4,,...,4,_,, als auch 
vom speziellen Koordinatensystem z,,..., 2, des Raumes. Sodann geniigt 
offenbar der Nachweis, daB bei einer besonderen Wahl des Koordinaten- 
systems und der Parameter das gesuchte Volumelement in der Tat durch (3) 
dargestellt wird. 

Die GréBen g'* und g sind nur vom urspriinglichen Raume, nicht 
von der Hyperfliche abhangig, wahrend sich die Funktionaldeterminanten D, 
bei einer Transformation der Parameter 4; mit der Determinante der Trans- 
formation multiplizieren: daher bleibt die GréBe (3) invariant gegeniiber 
allen Transformationen der Parameter. 

Es bleibt zu zeigen, daB der Ausdruck 


af” D,D, 
Lk=1 
unabhangig ist von der Wahl des Koordinatensystems x, im Raume. Der 
Kiirze halber fiihren wir die Bezeichnung 


oF sag 
PF. = da, (t 
ein. Es ist, wie man leicht bestiatigen kann, 
P,: F, = D;:D, 
und daher 


(4) es Yo 


Sg FA Va > 9 DiD, 
Lk=1 








Der Nenner auf der linken Seite ist, wie leicht nachzurechnen, eine In- 
variante (namlich der sog. erste Differentialparameter von Beltrami der 





%) Diese Behauptung reduziert sich bekanntlich im Falle einer euklidischen MaB- 
bestimmung auf die Identitdét von Lagrange und stellt daher eine Verallgemeinerung 
derselben dar. 


41* 








636 W. Feller. 


Funktion F); um das Verhalten des Ausdrucks ) 5’ g'* D, D, bei Koordinaten- 
transformationen zu erkennen, fassen wir fiir den Augenblick auch o als 
unabhingige Veriinderliche auf, so daB uns die n-Gleichungen (2) und (2’) 
eine Transformation der Veranderlichen z,,...,2, in neue Veranderliche 
o, 4,,..-,4,_, liefern. Die Funktionaldeterminante dieser Transformation 
berechnet sich mit Hilfe von (4) zu 





OCs, ---2 0), SOD om 29"* D, Dy 29"* Di Dy 
D Pees Mas corp Meme) & ao a F;= So" FF 
Es ist mithin 


1 S9"D,D,=DVS9"F,F,, 


d. h. die linke Seite verhalt sich bei Transformationen der z — da ja die 
Wurzel rechts eine Invariante ist — wie die Determinante D. Daher ver- 
halt sich in der Tat die GréBe 


Vg V9" D, D, 


invariant gegeniiber allen Koordinatentransformationen. Damit sind beide 
Invarianzeigenschaften des Ausdrucks (3) bewiesen, und es ist leicht zu 
zeigen, daB er das Volumelement der Mannigfaltigkeit F =o darstellt. In 
einem hinreichend kleinen Gebiete kénnen wir namlich das Koordinaten- 
system so wiahlen, da8 diese Hyperflache etwa durch die Gleichung x, = konst. 
dargestellt wird. Fassen wir dann die iibrigen Koordinaten z, = i,, 
«=1,...,n—1, als Parameter auf, so wird der Definition nach das 
Volumelement gleich yy dz,...dz,_,, wenn y die Determinante der (n —1)- 
reihigen Matrix (g,,) bezeichnet («, 8 =1,...,n—1). Es ist also y—gg"" 
Andererseits wird offenbar D, = 0 fiir a=1,....n—1 und D,=—1, so 
da8 auch die rechte Seite von (3) do= )gg""dz,...dz,_, ergibt. Da 
aber dieser Ausdruck invariant ist gegeniiber allen Transformationen der 
Koordinaten und der Parameter, so stellt er tatsachlich das Oberflachen- 
element dar. 


§ 2. 


Die Greenschen Formeln und die Grundlésung. 


Um unser Ziel zu erreichen, miissen wir auch den Greenschen Formeln 
eine invariante Fassung geben, ahnlich wie sie in der Flachentheorie 
iiblich ist. 

Wir betrachten zuniachst einen selbstadjwngierten elliptischen Differential- 
ausdruck mit mehr als zwei unabhangigen Veranderlichen. Wir werden ihn 
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im folgenden stets in der Form des zum Linienelement (1) gehérigen zweiten 
Beltramischen Differentialparameter 


ik ou 
(5) 4,u= - Sk (9u,), 9=l9al= ar u; = 
gegeben denken. Man kann im Falle von n > 2 unabhingigen Verinder- 
lichen jeden selbstadjungierten Differentialausdruck 


n 
ae ik 
7m (4 u;) 


i,k=1 
1 
in dieser Form “7 indem man g** = A?-" A** setzt. (4 = at) und 


den Ausdruck mit 7 multipliziert. Die Koeffizienten des Linienelements (1) 
g 


sind dann die algebraischen Komplemente von (g‘*) dividiert durch die 
Determinante. Im iibrigen ist diese Schreibweise fiir das Folgende nicht 
wesentlich; 148t man namlich den Faktor Vg fort, so kommt in den zu 
entwickelnden Formeln blo8 iiberall eine Funktionaldeterminante ais Faktor 
vor. Die Koeffizienten g‘* mégen im ganzen betrachteten Bereiche 7’ mit 
hinreichenden Stetigkeitseigenschaften versehen sein, z. B. stetige, einer 
Hélderschen Bedingung geniigende zweite Ableitungen besitzen (auf eine 
méglichst weitgehende Reduktion der Voraussetzungen kommt es uns im 
folgenden nicht an); die Diskriminante g soll in diesem Bereiche wesentlich 
positiv sein. 

Unseren Differentialausdruck multiplizieren wir nun mit dem Volum- 
element dV= ¥gdz,...dx, und integrieren iiber ein (beschrinktes) Ge- 
biet G; dieses soll ganz in 7 liegen und durch eine zweimal stetig differenzier- 
bare Hyperfliche F begrenzt sein, die wir uns durch die Gleichungen (2’) 
gegeben denken. Durch partielle Integration erhalten wir in bekannter Art 
die sog. zweite Formel von Green, die wir in folgender Form schreiben 
kénnen: 


(6) Sy (v4,u—udA,v)dV = = {J (v= — um) ) do. 


Dabei wurde, wie auch im folgenden, der Ubersichtlichkeit halber durch 
ein dreifaches Integrationszeichen ein n-dimensionales Gebietsintegral be- 
zeichnet, durch das Doppelintegral das (nm —1)-fache Integral iiber dessen 
Rand, Ferner ist das Oberflichenelement do durch (3) definiert, wahrend 


(7) mo Do" 5 


ik=1 V Sg‘! D,D, Om, 
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ist*); es ist das die normierte Differentiation in der Richtung der Normale 
auf die Randjldche im Sinne unserer Riemannschen MaBbestimmung, und 
zwar ist dadurch bei geschlossenen Hyperflachen die dufere Normale fest- 
gelegt. Man kann das leicht bestiatigen, wenn man die Beziehung 


2'P, Sp di, =0 


beachtet, die sich aus den Gleichungen (4) und (2) ergibt. Die allgemeine 
Greensche Formel hat demnach so geschrieben genau dieselbe Form wie die- 
jenige fiir den Laplaceschen Ausdruck. Insbesondere ist die so normierte 
Differentiation in der Normalenrichtung bei einer Kugel mit dem Radius r 
gleich der Differentiation nach dem Radius r, wie man direkt aus den 
Differentialgleichungen der geodatischen Linien bestatigt, oder indem man 
die Entfernung r als unabhangige Veranderliche in das Linienelement 
einfiihrt. 

Den allgemeinsten nicht selbstadjungierten Differentialausdruck schreiben 
wir in der Form 


(8) L(u) = 4,u +>’ b,u,+cu= 2 = 2 ia, (g* Vou, + ddim + cu; 
i=1 rk 


als den dazu adjungierten Ausdruck miissen wir in unserer Schweibweise 


= x 


(9) M(v) = 4, _— 7 a aa (6 Vgv)+ev 


ansehen. Wie vorhin erhalten wir durch Produktintegration 


(10) SJeouw —uM(v)}dV = Ste: {ve u a. + Nuvldo 


mit 


(11) N= SS =D) be0 (n, x; 


ik 
= bezeichnet wiederum die Differentiation in der (auBeren) Normalen- 


richtung der Randflache. 


Man kann nun diese Formeln mit genau denselben Ergebnissen an- 


wenden, wie man es in der Potentialtheorie tat, wenn man eine Grund- 


lésung der Differentialgleichung benutzt. Eine solche hat bekanntlich 


*) Diese Definition unterscheidet sich von der iiblichen Differentiation in der 


»Transversalenrichtung* durch den Faktor 








Vg V9 D,D, 


; vgl. z. B. J. Hadamard, 


Lectures on Cauchys Problem in linear partial differential Equations, New Haven 1923. 
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Lineare Differentialgleichungen vom elliptischen Typus. 639 
E. E. Levi®) mit Hilfe der Fredholmschen Theorie konstruiert; ihr Haupt- 
teil ist 
1 





{2 giz (% —&) (m1 —S)\ ?, 


Es erspart uns manche Abschitzungen, wenn wir statt dessen eine Grund- 
lésung benutzten, deren Hauptteil 
1 





8 


ist, wobei s die geodatische Entfernung des Punktes (2) vom Aufpunkt (£) 
ist. Die Konstruktion ist natiirlich dieselbe, sogar etwas einfacher, als bei 


E. E. Levy; wesentlich ist blo® zu zeigen, daB 4,(—) von der GréBen- 
oa 
ordnung ae ist °). 
s” : 


Diese Grundlésung I(x, é) der selbsadjungierten Gleichung ist auBer- 
halb des Punktes (¢) zweimal stetig nach den Koordinaten x, differenzier- 
bar; wir kénnen sie, solange wir uns auf einen begrenzten Bereich be- 


5) E. E. Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivate parziali. 
Rend. del circ. mat. Palermo 24 (1907), S. 275—317, insb. 8. 311 ff. 

*) Man sieht das am einfachsten, indem man die kanonischen Koordinaten von 
Riemann benutzt. Dieses Koordinatensystem (r,,...,%,) ist so gew&hlt, daB die 
Gleichungen der vom Punkte (&,,..., &,) ausgehenden geod&tischen Linien mit der 
Bogenlange s als Parameter die Form 


Sa = G8, C, = konst. = (S*) . 
s= 


erhalten, wobei natiirlich > g,,c;c, = 1 sein mu8, wenn die Form (g,;) auf die Koor- 
i,k 


dinaten y, bezogen ist. Bezeichnet man mit g®, den Wert von g,;, im Punkte (&), 
d. h. r, = 0, so wird insbesondere 


9x6 =1 oder s?= Sgiegs*= SOU, 


d. h. die geoditische Entfernung ist eine quadratische Form in diesen Koordinaten 
mit konstanten Koeffizienten. Diese Beziehung braucht auch Hadamard bei seiner 
Konstruktion der Grundlésung und findet sie auf anderem Wege (a. a. 0. S. 84-90). 
Herr Herglotz hat nun gezeigt (vgl. ,Zur Riemannschen Metrik“, Berichte der saich- 
sischen Akademie der Wiss. 73 (1921), S. 215; siehe auch Math. Annalen 93 (1925), 
8. 47), daB die Normalkoordinaten charakterisiert sind durch das Bestehen der n 
Identitaéten 

2 Fire = J Ge (¢=1,...,m), 





woraus sich miihelos 4, - ) =—(n—2) oa oles Vo ergibt. Herr Herglotz setzt 


g"—* e*-! 


zwar die Koeffizienten analytisch voraus, doch diirfte das nicht notwendig sein. 
Unsere Behauptung kann man jedenfalls auch im allgemeinen Falle nachrechnen. 
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schranken, immer positiv voraussetzen, indem wir ihr eventuell eine Kon- h 
stante hinzufiigen. Um unsere Formeln méglichst den bekannten aus der 
Potentialtheorie anzupassen, kénnen wir daher gelegentlich unter Auszeich- ( 
nung eines Punktes (€) die Grundlésung in der Form 
e 
(12) I(x; é) = —~ 
9 

schreiben. Es ist dann g bestandig positiv, fiir 2, + &, regular und es wird 

lim + =lim * =1., 

(§}->(z) @ s>00 t 
Die Hyperflachen 9 = konst. sind (fiir hinreichend kleine Werte der Kon- f 
stanten) geschlossen, und speziell bestimmt die Gleichung 9 = 0 nur den I 
Punkt (¢). Fihrt man die GréBe o und n—1 geeignete Parameter 
P1;+++sP,—, Suf den Hyperflichen 9 = konst. als neue Koordinaten ein, , 
was innerhaib eines gewissen Bereiches immer méglich ist, so erhalt das 1 
Linienelement die Form ’) ' 

n—-1 

(13) de® = a,de*+ 5 4,547.49. 


Das Koordinatensystem hat im Nullpunkte dieselbe Irregularitat wie die 


” 


gewohnlichen Polarkoordinaten: die Diskriminante verschwindet wie 9°" °. 
Das vorhin bestimmte Oberflachenelement berechnet sich fiir diese 
Fiachen zu Jadg,...dy,_,, wenn a die Diskriminante der Form 
n—1 
> a,,4y,dp, bedeutet (nicht des Linienelements; das Volumelement 
a, f= ais 
des Raumes ist demnach ja,adodq,...dy,_,); die Differentiation in 
der Normalrichtung erweist sich gleich 7 x. Es ist nun wichtig zu 
nee a, 
bemerken, daB der Ausdruck y= die GréBe o nur als Faktor 9"~* ent- 
halt, so daB -_" yz = D(9,,.--,P,-3) von @ nicht mehr abhdngt. In 
o) 


unserem Koordinatensystem wird namlich 


0) engl) Fiblorreaa) 


wobei jetzt auch die a’ beziiglich der (n —1)-reihigen Matrix der a,, 
gebildet sind. Da nun u a5 eine Lésung sein muB, so folgt die Be- 





") Man kann immer die gy, so wahlen, daB die die Produkte enthaltenden ,,ge- 
mischten Glieder“ verschwinden; vgl. z. B. Darboux, G., Théorie des Surfaces 2, 2. Aufi., 
(1915), S. 522. 
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hauptung unmittelbar. Daher ist insbesondere auch 


(15) ff sai VE boyy... B41 = B(Eas +s By) 


e=konst. 


eine von 9 unabhingige bestindig positive GroBe. 


§ 3. 
Folgerungen. Der Mittelwertsatz. 


Nun sind wir imstande diese Ergebnisse genau so wie in der Potential- 
theorie anzuwenden und dadurch die bekannten Eigenschaften der Potential- 
funktionen auf die Lésungen der allgemeinen selbstadjungierten elliptischen 
Differentialgleichung zu iibertragen. 

Setzen wir zunachst in die Greensche Formel v = I(x; &) = 


so miissen wir bei der Integration den Punkt (é,,...,&,), falls er sich inner- 
halb des Integrationsgebietes befindet, etwa durch eine Hyperfliche 9 = « 
ausschlieBen. Der Beitrag dieser Hyperflache zum (n —1)-fachen Integral 
auf der rechten Seite ist nach dem Gesagten (das negative Vorzeichen 
wegen der umgekehrten Orientierung) 


{f(s Ne ee 


e=e 


=—{f (st+( n— 2) 1) V2¢o... -FP,_1- 


e=e 


Da nun yz =o"* D(@,,--->P_—z) ist, 80 verschwindet fiir e— 0 das 


ein, 








Integral iiber den ersten Summanden, wihrend das zweite in der Grenze 
(n+ 2) H#(&)u(é) ergibt. Es ist demnach fiir jeden Punkt (¢) im Innern 
des Integrationsgebietes 


(16) (n+2)EB “= —SIe ==; 4, vav+fI(e ue ay 


Diese Formel stellt jede Lisung der Gleichung 4,u = f(z,,...,%,) dar als 
das ,,Potential“ einer raumlichen ,,Massenverteilung* mit der Dichte /, 
und einer einfachen sowie einer ,Doppelbelegung* auf dem Rande. Fiir 
Punkte (£) auBerhalb des Integrationsgebietes wird natiirlich 


(16 ) | |Fe =e A uav+ f(a " <a 


das ist wiederum die bekannte Sprungrelation, auf die sich aber alle tibrigen 
zuriickfiihren lassen. 
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Wir kénnen diese Formel insbesondere auf Lésungen der Gleichung 
4,u = 0 anwenden, so erhalten wir ein Analogon zum bekannten Mittel- 
wertsatz, wenn wir fiir G das durch eine Hyperfliche 9 = konst. = A be- 


grenzte Gebiet wahlen und statt sat ; die am Rande verschwindende Funk- 


‘ 1 1 : r 
tion v= —~ — ae einsetzen. Wir erhalten 
o”" n = 





e . 
(n — 2) B(&)u(é) = - ff. do 
on 
e=A 


oder ausgerechnet 


" ” ] woe 1 
(17) u(é)= Eié) [J est =a0- Ei(é) 1 Cece Le 
e=A 


e=A 


Der Faktor von u unter dem Integrationszeichen ist bestandig positiv und 
hdngt nicht von o ab; es ist weiter E(E) Sf ®(@,,--4 0,3) dQ, -- de 
e=A 


n-1? 


so daB wir das genaue Analogon zum Mittelwertsatz vor uns haben, der 
den Funktionswert in einem Punkte (¢) ausdriickt als Mittelwert der 
Funktionswerte auf einer beliebigen Hyperflache Grundlésung = konst. mit 
diesem Punkt als Mittelpunkt. Nur ist hier die Funktion nicht blo8 mit 


dem Oberflichenelement multipliziert, sondern noch mit dem Faktor as 


—) 


} a 
welcher eben bewirkt, daB das Integral unabhangig wird von der speziellen 
Flache der Schar. Im euklidischen Falle ist a,—1, und auch in nicht- 
euklidischen Raumen mit konstantem Kriimmungsma8 (sog. ,,projektiven 
Raumen“) hangt a, bloB von o ab; die Flachen 9 = konst. sind hier, wie 


man leicht nachrechnet, Kugeln, so daB die Analogie noch gréBer wird. 

Selbstredend ergibt sich nun in bekannter Weise der Satz von der 
Nichtexistenz eines Extremwertes (im weiteren Sinne) usf. Im Falle von 
analytischen Koeffizienten folgt auch der analytische Charakter der Lésungen 
und die Méglichkeit der analytischen Fortsetzung. Wenn die Koeffizienten 
fiir alle Wertsysteme z,,...,2, den Differenzierbarkeitsannahmen geniigen 
und beschrinkt bleiben, so zwar, da8 die Grundlésung im Unendlichen von 
der Ordnung n — 2 verschwindet, so gilt auch das potentialtheoretische 
Analogon zum bekannten Satz von Liouville. Herr Sternberg*) hat iibrigens 
gezeigt, daB man die Koeffizienten iiber einen gegebenen Bereich stets so 
fortsetzen kann, daB die Gleichung auBerhalb einer gewissen Kugel mit der 
Laplaceschen Gleichung iibereinstimmt. Fiir die so fortgesetzte Gleichung 
gilt der Satz immer. 


*) A.a.O., S. 296—297. 
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Wir hatten auch von einer nicht selbstadjungierten Differentialgleichung 
(8°) PES FAW EONS: 


ausgehen kénnen. Bezeichnet fiir den Moment eat eine im Punkte (é) 


unendlich werdende Grundlésung der zu PS Gleichung adjungierten 
Gleichung 


nf 1 
(9°) A,v — 


Yo 4 


so erhalten wir wie vorhin gemaB (10) 


y? @ ea 
jz, (809%) tev= 








(17°) u(é)= L ff uw —= do, 
E’( ) ‘of We 
da ja das Zusatzintegral ff Nu (= -—5) do verschwindet. Natiirlich 
o=A 


ist jetzt der Faktor os y2 nicht mehr von @ unabhangig, und es ist jetzt 
0 


(15’) E’(é) = lim :e— nannies 
e>0 " “Va, 


Im ibrigen ist zu bemerken, daB im Gegensatz zur Gleichung (17) diese 
Formel nicht unbeschrankt giiltig ist, da jetzt die Grundlésung sehr wohl 
verschwinden kann und in diesem Falle die Transformation auf die neuen 
Koordinaten 0, 9,,.--, Y,_, ungiiltig wird. Fiir hinreichend kleine Gebiete 
(jedenfalls solange die erste Randwertaufgabe lésbar ist) bleibt die Formel 
bestehen. Sie stellt den allgemeinsten Mittelwertsatz dar und umfaBt jenen 
von H. Weber”) fiir die spezielle Gleichung 4u-+ K°u=—0 (K =konst.), 
bei welcher die Flachen 9 = konst. natiirlich Kugeln sind und der Faktor 
7 nur von @ abhiangt. 

"Aus der Gleichung (17’) ergibt sich unmittelbar, daB eine Lésung u 
der Differentialgleichung (8’), die in einem Bereiche ihr Vorzeichen nicht 
wechselt, daselbst auch nirgends verschwinden kann, es sei denn, daB sie 
identisch Null ist; denn der Integrand wechselt ja in einer gewissen Um- 
gebung eines jeden Punktes sein Vorzeichen nicht und kann daher auch 
nicht verschwinden. Daraus folgt nach einer Bemerkung von Herrn 


%) Vel. z. B. Encyklopidie der math. Wiss. 2 A, 7: Sommerfeld, Randwertauf- 
gaben in der Theorie der partiellen Differentialgleichung, S. 541—542; oder auch 


H. Weber, Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung = aa a +K*u=0, 


Math. Annalen 1 (1869), 8. 1—36. 
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Lichtenstein der Satz, daB eine (nicht konstante) Lésung dieser Differential- 
gleichung im Falle, daB c—0, weder ein Maximum noch ein Minimum 
(selbst im weiteren Sinne) haben kann. Wiirde namlich eine Lésung u 
in einem Punkte etwa einen Maximalwert M annehmen, so wire die Funk- 
tion M — u, die ja auch eine Lésung der Differentialgleichung ist, in einer 
gewissen Umgebung des betreffenden Punktes nicht negativ, wahrend der 
Punkt selbst eine Nullstelle dieser Funktion wire. Das ist aber, wie eben 
gezeigt wurde, nicht méglich. Daraus folgen dann auch die Eindeutigkeits- 
sitze fiir den Fall ¢c< 0 und dhnliche Satze. 


§ 4. 
Raum- und Oberflichenintegrale. 


Wir kommen auf die selbstadjungierte Gleichung 4,u—0 zuriick. 
Man kann natiirlich in Analogie zur Laplaceschen Gleichung_,,Potentiale“ 
von raumlich oder flichenhaft verteilten ,Massen“ und von Doppel- 
belegungen betrachten. Das hat schon Herr Sternberg getan, und hat 
dabei die bekannten Sprungrelationen wiedergefunden. Er benutzt indessen 
ziemlich umstandliche Abschétzungen, wahrend man auch die duBerst ein- 
fachen Beweise von Herrn Erhard Schmidt iibertragen kann. Die Analogie 
geht auch noch weiter, indem auch die Satze iiber die analytische Fort- 
setzbarkeit gelten und im Sinne unserer allgemeinen MaSbestimmung 
sogar die Gaufsche geometrische Deutung des ,, Potentials“ einer homogenen 
Doppelbelegung erhalten bleibt. Fiir den ersten Teil dieser Sitze iiber- 
tragen sich die bekannten Satze direkt, und es eriibrigt sich daher naher 
darauf einzugehen; als Beispiel sei bloB die Poissonsche Gleichung hergeleitet. 

Fiir unsere Potentiale benutzen wir zweckmaBig nicht eine beliebige 
Grundlésung, sondern normieren sie mit Herrn Sternberg so, daB das Inte- 
gral (15) etwa immer gleich 1 wird, d.h. wir benutzen als Grundlésung 


K(2;&)= hE Von dieser Grundlésung hat Herr Sternberg*®) die 
Symmetrie in z und & nachgewiesen, so da sie auch als Funktion der é;, 
betrachtet der Differentialgleichung 4,u geniigt. Wir haben dann Integrale 
der Form 





(18) U(8) = SJJ u(x) K(x; €)aV, 
(19) V(5) = ff o(x) K(x; 8) do, 
(20) Wie) = Sf (2) ao 


) A.a.O., 8. 298. 








> > @ 


1] 


ao @ 


a oe 


_. 


2 


a, &® ® 
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zu betrachten, wobei u, 0,1 mit hinreichenden Stetigkeitseigenschaften ver- 

sehene Verteilungsfunktionen sind. Um etwa die Poissonsche Gleichung 

fiir (18) zu beweisen, betrachten wir mit Herrn E. Schmidt eine Hilfs- 

funktion v, die im Bereiche G der Differentialgleichung 4,v = yu geniigt. 
Es ist dann 


U(5) = fff 4.0K (2; €) av; 


um die Greensche Formel anwenden zu kénnen, miissen wir zunachst den 
Punkt () ausschlieBen und erhalten mit Riicksicht auf die Beziehungen 


(15) und K(x; ¢) = {75 in bekannter Weise 


u(e)—ote)+ ff oi _ Ke ~\ do, 


wenn F den Rand des Bereiches G bezeichnet. Da das Integral links eine 
regulare Lésung der Difierentialgleichung 4, u = 0 ist (wobei der Operator 
natiirlich nach den Veranderlichen €, genommen wird), so folgt ohne weiteres 
4,u = 4,v = w(&), und das ist die zu beweisende Poissonsche Gleichung 

Ebenso iibertragen sich die Beweise fiir die anderen Sprungrelationen 
und verwandten Siatze. 


Wir betrachten nun eine homogene Doppelschicht mit der Dichte 1: 


(21) W(t) = ff 2Fiet eo, 
FP 


wobei F ein hinreichend stetiges, nicht notwendig geschlossenes Flachen- 
stiick ist, I eine beliebige Grundlésung bedeutet und der Punkt (£) auBer- 
halb des Flachenstiicks F gewahlt wurde. Wir wihlen als passendes 
Koordinatensystem etwa das in § 2 definierte und setzen voraus, daB das 
Flachenstiick F von jeder Kurve gy, = konst. (# =1,..., — 1) héchstens 
in einem Punkte geschnitten wird (sonst miiBten wir das Flachenstiick in 
einige Teilbereiche zerlegen und unsere Betrachtungen ‘auf jeden einzelnen 
anwenden). Beschrinken wir uns auf einen Bereich, in dem unsere Koor- 
dinaten regular sind, so wird die Hyperfliche F durch die n Gleichungen 


em Ally oh a) Pe =Pa(dys ser dyea) (@=1,--.2—1) 








auf die Parameter 4,,...,4,_, bezogen. Setzen wir noch 
9( Gx, «++» Pa—1) 
a. 
so wird 
1 
Yan (a) 9-2 D, 











1 n—2 
a & = =~ ole, ®) 
e Vz Di+ "5 a? DD, ° 


a, #=1 
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und 


7 at eee 
do = aa V2 Di+ J a D,D,da,...da,_,. 
0 a, B=1 
Dabei wurde die Normalenrichtung umgekehrt, so dab wir hier im Falle 
einer geschlossenen Flache die inmnere Normalenrichtung gewahlit haben. 


Daher wird 


(22) W=(n—2)f[ V2 dD di...dd,_, 
= (m — 2) ff BC ps --s Pa_1) dG -+-BPy_1- 


Der Integrand hangt, wie im § 2 ausgefiihrt wurde, nicht von o ab; das 
Integral wird iiber denjenigen Teil der Hyperflichen 0 = konst. erstreckt, 
auf welches das Flachenstiick F durch die Kurven py, = konst. projiziert 
wird. Wir erhalten also das Potential der homogenen Doppelschicht als 
ein Integral iiber den betreffenden Teil der Hyperflache o =1 (oder iiber- 
haupt @ = konst.). Im Falle der Laplaceschen Gleichung ist das insbe- 
sondere die Einheitskugel, und da a, = 1 wird, ist der Integrand das Ober- 
flachenelement, so daB das Potential durch den raumlichen Winkel, unter 
dem das Flachenstiick F vom Punkte (¢) aus gesehen wird, gegeben ist. 
Im allgemeinen Fall kommt iiberall das Oberflichenelement mit dem 





Faktor multipliziert vor, welcher bewirkt, daS der Integrand nicht 


¥, 

mehr von @ abhangt, und eben dadurch entspricht das Integral (22) 
vollkommen dem raumlichen Winkel. Speziell im ,,nichteuklidischen* Fall 
wo a, nur von g abhingt, haben wir wiederum die Oberfliche der Einheits- 
kugel multipliziert mit einer reinen Zahl. 

Ist die Hyperfliche F geschlossen und befindet sich der Punkt (¢) 
im Innern, so wird W = (n— 2) E(&), waihrend im AuBeren W=0 wird. 
Das ist die bekannte Sprungrelation. Hitten wir statt [ die normierte 
Grundlésung K benutzt, so wire selbstredend Z = 1. 

Man kann ebenso auch die allgemeinere GauSsche Formel iibertragen, 
die sich auf das Potential 


= JS JJ u(x) K(2;8)aV 


bezieht. Beachtet man namlich, da fiir alle Punkte innerhalb des Ge- 
bietes G 4,U= 4 und auBerhalb 4,U = 0 ist, so ergibt die Greensche 
Formel ahnlich wie bei der Laplaceschen Gleichung*'), daB das Integral 


*) Vgl. z. B. E. Goursat, Cours d’Analyse mathématique 8, S. 280 (8. Aufl. 1923). 





fh tf @ @ 


Ss hs. 7 








Lineare Differentialgleichungen vom elliptischen Typus. 647 


(wobei nun nach é; differenziert und integriert wird), erstreckt iiber eine 
beliebige, das Gebiet G nicht schneidende geschlossene Hyperfliche, gleich 


ist der von dieser Flache eingeschlossenen ,,Gesamtmasse“, a. h. fff udV 
@ 


bzw. Null. (Der iibliche Faktor vom Betrage der Kugeloberfliche fehit 
bei uns infolge der Normierung der Grundlésung.) 


§ 5. 
Satze von Harnack. 


Der erste Harnacksche Satz der Potentialtheorie besagt bekanntlich, 
daB eine Folge von in einem abgeschlossenen Bereiche reguliren Potential- 
funktionen gleichmaBig konvergiert, falls die Randwerte es tun, und dap 
die Grenzfunktionen wiederum der Laplaceschen Gleichung geniigt. Dieser 
Satz folgt unmittelbar aus dem Satz vom Maximum und Minimum, und 
gilt daher ohne weiteres fiir die Lésungen der Gleichungen (8’), falls ¢ < 0. 
Herr Lichtenstein**) hat aber den Satz auch fiir die allgemeine Gleichung (8’ ) 
mit zwei unabhingigen Verinderlichen bewiesen, und sein Beweis kann 
wortlich auf den Fall von n Veranderlichen iibertragen werden, da er blob 
den Satz fiir Potentialfunktionen und die Greensche Funktion benutzt. 

Der zweite Harnacksche Satz lautet: Wenn eine Folge (regulirer) 
nichinegativer Potentialfunktionen in einem Punkte konvergiert, so kon- 
vergiert ste auch in jedem Punkte des Bereiches und zwar wiederum gegen 
eine Potentialfunktion. Man beweist gewéhnlich diesen Satz, indem man 
aus der Poissonschen Formel durch Abschatzungen zum Hilfssatz gelangt: 
Sind P und Q zwei beliebige Punkte eines Kreises, so gibt es zwei Kon- 
stanten N und M, so daB in unmittelbar verstindlicher Bezeichnung die 
Ungleichung 


(23) Nu(Q) Su(P) Ss Mu(Q) 

gilt fiir jede in diesem Kreise regulire und positive Potentialfunktion. 
Aus dieser Ungleichung ergibt sich unmittelbar eine eben solche fiir den 
ganzen Bereich, und daraus folgt dann der zu beweisende Satz leicht. 


Wir sind nach dem Vorangegangenen imstande, ohne weiteres fiir die 
(positiven) Lésungen der allgemeinsten (homogenen) Differentialgleichung 


(8") Au + 5 b,u,+cu=0 


eine Ungleichung wie (23) herzuleiten, und dadurch den Harnackschen 
Satz zu iibertragen. 


12) L. Lichtenstein, Randwertaufgaben der Theorie der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischon Typus. I. Crelles Journ. 142 
(1913), S. 1-40, insb. 8. 14—15. 
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Betrachten wir einen willkiirlich gewahlten Punkt P(é,,...,&,) im 
Bereiche und die Schar der Hyperflichen I'(z;£)—konst. um diesen 
Punkt, wobei I"(z;&) die Grundlésung der adjungierten Diflerential- 
gleichung (9°) ist. Fiir eine hinreichend kleine Umgebung gilt der ver- 
allgemeinerte Mittelwertsatz ik 


“Fai J a 


wobei u eine beliebige Lésung der Differentialgleichung, und 


do= yadg,...d9,_, 


ist. Andererseits erhalten wir, wenn wir mit G(z;7) die am Rande 9=A 
verschwindende Greensche Funktion der adjungierten Differentialgleichung**) 
bezeichnen, aus den Greenschen Formeln in bekannter Weise den Funktions- 
wert in einem beliebigen inneren Punkte Q(r,, ..., Z,) 


r ets. 20(«: 5) 
(24) «(@) SG JJ ” 


it eres r) 7 
-—e 


Der Vergleich dieser beiden Formeln ergibt sofort, daB speziell fiir den 
Mittelpunkt & die Greensche Funktion 
1 1 


Os; 8)— — Tatas 


ist. Nun ist fiir hinreichend kleine Werte A, auf die wir uns beschrankten, 
die Grundlésung und somit auch og bestindig positiv; dasselbe gilt von 
der GréBe a, wegen dem elliptischen Charakter der Differentialgleichung 
(— 1 ist ja der Koeffizient von u, in der Schreibweise von (14)). Es ist 
also der Faktor unter dem Sehanedealchen (24) fiir xy —€ positiv. Aus 
Stetigkeitegriinden gibt es daher eine ganze abgeschlossene Umgebung U 


des Punktes (¢), so dag — 2@(5#)_ _ 1 2 gi gue Punkte (r,,...,1,) 
F on Va, 2 n 


dieser Umgebung und alle Punkte (¢,,...,&,) der Hyperfliche 9 = A 


wesentlich positiv wird, und dasselbe gilt dann auch von — i s: Da 
nun die Hyperfliche 9 =A und ebenso die Umgebung U abgeschlossen 


sind, mu8 die Funktion ein positives Minimum » und Maximum M haben. 





18) Die Existenz dieser Greenschen Funktion ist klar, da wir uns auf hinreichend 
kleine Umgebungen beschranken. 





~~ rh 
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Setzen wir auch von der Lésungsfunktion w voraus, da® sie nirgends 
negativ ist, so folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 


ee oi) wa. Ae 
(25) ry JJ “75 dosu(r)s E® JJ" o*—* a, do. 


Das hier auftretende Integral ist das des Mittelwertsatzes (17") und somit 
ergibt sich 


(25°) wu(é)Su(r)< Mu(é); 
dabei ist (r) ein beliebiger Punkt der Umgebung U, und die Konstanten u 
und M hangen nicht von der besonderen Wahl der Funktion u ab. Die- 
selbe Ungleichung gilt fiir alle positiven Lésungsfunktionen u. Offenbar 
gilt auch fiir zwei beliebige Punkte (rx) und (r,) des Bereiches U eine 
Ungleichung . 

#4, u(t,) S u(r) S M, u(r) 
mit u, = £, M, =~. Fiir jeden Punkt () kann man so eine Um- 


gebung U finden. Nach dem bekannten Borelschen Uberdeckungssatz ge- 
niigen endlich viele dieser Umgebungen zur Uberdeckung des ganzen 
Bereiches, und daraus folgert man, daB es fiir jedes Punktpaar (¢) und (r) 
des Bereiches zwei Zahlen u, und M, gibt, so daB die Ungleichung 

(26) Mo u(F) S u(t) S Mul) 

gilt, fiir jede nicht negative Lésungsfunktion. Daraus folgt ohne weiteres, 
daB jede Folge solcher Lésungsfunktionen im ganzen Bereiche konvergiert 
(und zwar gleichmaBig), falls sie in einem Punkte (¢) konvergiert. Aus 
der Gleichung (24) folgt weiter, daB die Grenzfunktion derselben Diffe- 
rentialgleichung geniigt. Es ist also der zweite Harnacksche Satz allgemein 
bewiesen fiir alle nicht negativen (d.h. aber nach §3 positiven) Lésungs- 
funktionen der Differentialgleichung (8'), selbst fiir Gebiete, fiir welche 
die Randwertaufgabe nicht lésbar ist. Im Falle zweier unabhangiger 


Veranderlicher wurde dieser Satz auf anderem Wege bereits von Herrn 
Lichtenstein bewiesen**). 


Kiel, den 5. Februar 1929. 


*) L. Lichtenstein, Beitrige zur Theorie der linearen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. Unendliche Folgen positiver 
Lésungen. Rendiconti del circolo mat. Palermo 88 (1912), 8. 201—211. 


(Eingegangen am 1. 3. 1929.) 
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Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben 
als Grenzfall eindimensionaler Randwertaufgaben. 


Von 


Erich Rothe in Breslau. 


Gegeben sei die in den Ableitungen der gesuchten Funktion z lineare 
Gleichung 
(1) o's — R(2,y) = + (2, y,2). 
\ éy* *?/ de a che 
Fir 0<y<1, 0<~2 werde eine stetig nach z differenzierbare Lésung 
z(x,y) von (1) gesucht, welche die Randbedingungen 


(2) z(0,y)=2,(y); z(z,0)=—0; z(z,1)=0 
erfiillt, wobei z, eine gegebene Funktion von y ist’). 
1) Wegen der genaueren Voraussetzungen iiber die gegebenen Funktionen siehe 


S. 658, 656 und 666. 
Die allgemeinere Aufgabe 


a*z az az to(%) +x, (2) 
gp erg FEO 9.0) + Po pone | 
z2(0,y)=2(y); z(2, to(%))=fy(2); z(z, ui (z)) =f, (2) 4,(0)=1 


1a8t sich, wie leicht zu sehen, unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
iiber die gegebenen Funktionen R, 8, 7, 7, 7,, fo, f, auf das Problem (1), (2) 
zurickfihren : ~z,(s) 
Zunichst erhilt man durch die Transformation 7 = i, f=z. 
z(x,y)=u(&,) die Gleichung a Xo, 
oe 
64? 
mit den Randbedingungen 


u(O,m)=u(m); w(E,0)=f,(F); w(t,1) =f, (8). 
Durch die Transformation 


ou Ou 
By (F,0) oe t+ 8 (50,4) + (F.0) 


tf tan 


u=ve 


(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 
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Wir wollen nun z in der folgenden Weise zu approximieren versuchen: 
wir teilen das Intervall von 0 bis X (X > 0) in n Teile der Lange h = X:n 
und ersetzen (1), (2) durch 


"y d* wy +1 Wy+1— Ur | ’ 
(1) ae (2,439 y) “3 + S(z,,.,4, &,), 
(2’) Wo (¥) = 2 (y); w,,,(0) =0; w,,,(1)=0. 


Da w, = 2, gegeben ist, stellt (1’), (2’) fiir »=0 ein eindimensionales 
lineares Randwertproblem fiir die Funktion w,(y) dar; allgemein stellt 
(1’), (2’) eine eindimensionale lineare Randwertaufgabe fiir w, ,, dar, wenn 
w, schon bekannt ist (und w, noch im Definitionsbereich des Koeffizienten S 
liegt) . 

Die Arbeit zerfallt in vier Teile: Im ersten werden zwei Hilfssitze 
iiber das Verhalten von Lésungen gewisser eindimensionaler Randwert- 
probleme zweiter Ordnung bei unendlich wachsendem, in der Differential- 
gleichung enthaltenem Parameter 4 = 1:h bewiesen. Im zweiten wird unter 
Voraussetzung der Existenz einer Lésung z(z,y) des Problems (1), (2) 
gezeigt, daB die Differenz z(z,, y)— w,(y) mit feiner werdender Teilung 
gegen Null strebt. Im dritien Teile wird gezeigt, wie man den Existenz- 
beweis fiir die Lésung von (1), (2) durch Grenziibergang aus den Lésungen 
w,(y) von (1’), (2’) fiihren kann (wobei sich zugleich eine Abschitzung 
des Fehlers z(z,, y)— w,(y) ergibt, 8. 665)*). Bei diesem Beweis wird 
aber vorausgesetzt, daB (1) in den Punkten z=0, y=0 und x=0, 
y = 1 erfiillt ist. Diese Voraussetzung zieht starke Einschrinkungen fiir 
die gegebene Funktion z,(y) nach sich (8. 656, insbesondere Gleichung (24)). 


erhilt man eine Gleichung der Form 


a*v av “ 
Dat = Ba(Fo0)5, +8, (&,7,v) 


ag 
mit den Randbedingungen 


v(0,7)=v9(9); v(&,0)=g(F); v(&,1)=9,(§). 
Durch die weitere Transformation 


£(€,9)=0(&,9)—go(F)(1—0)— 9, (F) 9 
erhalt <aan schlieBlich ein Problem der Form (1), (2). 

*) Wegen anderer Beweise fiir die Existenz von Lésungen des Problems ver- 
gleiche Gevrey, Journ. de Math. (6) 9 (1913) Equations aux dérivées partielles du 
type parabolique. — Die in der vorliegenden Arbeit befolgte Methode l48t sich auch 
auf gewisse Anfangswertprobleme partieller Differentialgleichungen anwenden. Die 
Anregung dazu, die von mir zunichst fiir Anfangswertprobleme durchgefiihrte Me- 
thode auf Randwertaufgaben zu iibertragen, stammt von Herrn Prof. v. Mises. 
Vgl. auch dessen Vortrag: ,Bemerkungen zur Hydrodynamik“, Zeitschr. f. angew. 
Math. u. Mech. 7 (1927), insbesondere S. 4389. 

42* 
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Im vwierten Teil wird diese Einschrinkung wieder aufgehoben, indem eine 
beliebige stetige (fiir y—0 und y=—1 verschwindende) Funktion z, (y) 
durch Funktionen approximiert wird, die die Voraussetzungen des dritten 
Teils erfiillen, und die Konvergenz der zugehérigen Lésungen von (1) be- 
wiesen wird. Hierbei wird benutzt, daB das Ergebnis des zweiten Teils 
ausreicht, um die Existenz einer Greenschen Funktion zu beweisen. 


I. 
Hilfssatz 1. Sei 


(3) w” —io(y)w= —e(y) p(y, 4), 
(4) w(0)=—w(1)=0 


o und  seien in 0 <y<1 stetige Funktionen von y und es sei 0 < m< 0(y). 
@ sei iiberdies stetig in 4 fir 4>0. Bei festem 4 > 0 ist dann 


(5) | w(y)| <> Max |p| (0<y<)). 


Beweis. Nehmen wir zunichst p>0 an. Dann ist auch w>0. 
Andernfalls hatte nimlich w in (0,1) ein negatives Minimum. Da dieses 
wegen (4) nicht in y= 0 oder y=1 angenommen werden kann, wire 
an der betreffenden Stelle w” >0, dow <0, og >0, was nach (3) un- 
méglich ist. w nimmt daher ein positives Maximum an, und an der Stelle, 
wo dieses angenommen wird, ist nach (3) 


” 


—w= 


~|-< 
ne = 


52° 


Wegen w > 0 folgt hieraus die Behauptung im Falle » > 0. 
Zum Beweise des allgemeinen Falles bemerken wir, daB die Lésung 
von (3), (4) durch 


(6) w(y) = fo(n)e(n,d)o(y, 0,4) ay 


gegeben wird, wenn g die zu der Randbedingung (4) gehérige Greensche 
Funktion von w” — dow ist. Nun ist g(y, 7,4) >0, wenn y und » in 
(0, 1) liegen. Daher folgt aus (6) 


(7) | w (y) I< fet n)|(n,4)|9(y, 9, a)dn. 


Das rechts stehende Integral ist aber die Lésung von (3), (4), wenn in 
(3) @ durch |p| ersetzt wird und daher nach dem schon Bewiesenen 


gewiB < —— — iv , 8o daB aus (7) die zu beweisende Ungleichung (5) folgt. 
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Hilfssatz 2. Sei w(y) die durch 
w(0) =a, w(1) =, 
bestimmte Lésung von (3). Dann ist bei festem 4 > 0 


1 
(8) |w| S—> Max|p| + Max(|q|, |A|) (OSy3S)}). 
Beweis. Wir setzen w= w,+w,, wo w, und w, durch 
wi’ — do(y)w,= —o(y)(y,4) ww, (0) =u, (1) = 0 
wy’ — do(y)w, = 0 w, (0) =a; w,(1)=£ 


bestimmt sind. Da w, in einem inneren Punkte von (0,1) weder ein 
positives Maximum noch ein negatives Minimum annehmen kann, ist 
|w,| < Max(|«|,|/8|); daher folgt die Behauptung (8) aus Hilfssatz 1. 


II. 
Satz 1. Im Bereiche 
(9) O<2<5X, OSyK<1, |z|<2 
seien die Koejfizienten R, S von (1) nebst thren ersten Ableitungen nach z 


stetige Funktionen threr Argumente; ferner sei R einmal stetig nach x, 
zweimal stetig nach y differenzierbar und es sei im Bereiche (9) 


(10) R(z,y)=>m>0. 
Wir behaupten: Wenn eine Lésung z(x,y) von (1), (2) existiert, die in 
(11) Os7rsa<X, 0SyS1 


nebst threr ersten Ableitung nach x stetig ist (auch am Rande des Be- 
reiches (11)) und dort der Bedingung 


(12) le|cc<Z 


geniigt, so gibt es zu jedem positiven e << Z —c eine positive Zahl n, = n,(¢), 
so daf firn>n, 


(13) |z(2,,¥) —w,(y)|<e (2, ="; »=0,1,...[%F]), 


wo w,(y) die durch (1'), (2") bestimmten Funktionen sind. : 
Beweis. Setzen wir z(z,, y)=z,(y) und 


(14) Gz) — fs ns (y) (b=; o+1=1,2,...[¢]), 
so liefert (1) fir z—-z,,, 


a id a” © 
(15) tat R(x, 9) PAE + 8(a, 61M 241) + R29) heal): 
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Rechnen wir zunichst formal*) und ziehen (1') von (15) ab, so er- 
halten wir, wenn noch 





(16) Z43(Y) — Wega (¥) = %41(¥) 
gesetzt wird, 
ad? > \ 
, = Riz zy, 1» y) He te Mr 4+ S(x, 649 ve he S(z,,..4 v)+R(2,.59) 1, 


Yeti — Yr as 
= R(z,...9) t+ lta — ety) t Rid Me: 


(dabei bedeutet das Uberstreichen, da8 fiir das Argument z gewisse Mittel- 
werte zwischen z und w, zu nehmen sind). y,,, geniigt also der 


v+1 
Differentialgleichung 
(17) Yor — hoy,,,=o0(y) vy, 4), 
worin 


und 


18 in , @8 z41- Tyr 
(18) Wly,A4)= — Ay, — Gz CERT T" Bias 


Pap om F* Sy ie a8 \ _ 68 ea oe : 
a ee | iR(aar,y) Ozf | dz R(tar,y) **2 
gesetzt ist. AuBerdem ist wegen (2), (2’) und (16) 


(19) Yp4+3(0) = 


fwti 


(1)=0 und »,(y)= 


fv+i1 


Unter der Annahme, da8 w, stetig und absolut < Z (deren Richtigkeit 
noch zu beweisen ist), geniigt daher das Problem (17), (19) erstens allen 
Voraussetzungen des Hilfssatzes 1, und zweitens ist auf Grund der gemachten 
Voraussetzungen nach (18) 


/ A\ A/l 
ly(y,a)| SAly,|(14 ry +3(z+4): 


wo t, gleichmaBig in (49) mit A gegen Null geht, und A eine passend 
gewahlte, von y, » und 4 unabhiangige positive Konstante ist. Aus Hilfs- 
satz 1 folgt daher 


: , , L 1 . 
(20) |y,.4(y)| << +Max |y(y, a) |< Max|y,|(1+ 4h) +54A(h+4)h. 


Zu beweisen ist nun erstens, daB die Annahme | w,|< Z und w, stetig 
eerie ist, und zweitens, daB y, fir » = 0, 1, [4] mit A gleichmaBig 


*) Gleichung (1’) hat nur einen Sinn, wenn schon gezeigt ist, daB w, noch im 
Definitionsbereich von S liegt, d. h. daB | w,|< Z ist. 
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in y und » gegen Null geht. Hierzu wollen wir induktiv die folgenden 
beiden Behauptungen beweisen: 

t sei die nicht kleinere der Zahlen h und t,. Da dann 1 gleichmaBig 
in x und y mit A gegen Null geht, gibt es eine Zahl A,, so daB fiir 
0<hsh, 


(21) tAXe4X< Z—c 

ist (vgl. (12)). Fir 0<A< Ah, behaupten wir nun: 
a) w,,, ist stetig und |[w,,,|<Z (» = —1,0,1,..., iF - 1), 
b) |y,,,)S(¥+1)h4t(1+Ah)’A. 
Fiir » = —1 sind diese Behauptungen richtig: die Behauptung a) 


wegen w,=z,=2(0,y) nach (12), die Behauptung b) wegen. y, = 0. 
Nehmen wir nun an, da8 a) und b) richtig seien, wenn man » durch »v — 1 
ersetzt. Dann folgt wegen a), daB die Argumente der in (1’) auftretenden 
Funktionen innerhalb des Bereiches (9) liegen. Die frithere formale SchluB- 
weise besteht dann zu Recht und es gilt die Ungleichung (20). Aus dieser 
folgt auf Grund der Induktionsannahme b) (in der »y —1 an Stelle von » 
zu setzen ist): 


tear] Shr(1+Ah)"*A(14+4h)+5A(h+4)h 
< vht(1+ Ah)"A+ Aht <v-ht(1+Ah)"A+hr(1+Ah)’A, 
womit die Behauptung b) erwiesen ist. a) ist aber ebenfalls richtig; denn 
es ist erstens w,,, als Lésung des Problems (1’), (2°) gewiB stetig und 
zweitens nach (12), b) und (21) 
\wiilSlesaltive.|Set+(*+)Dht(1+Ah)'A 
<e+Xr(1+4*) acct rakes? <Z. 


Hiermit sind a) und b) allgemein bewiesen. Nunmehr folgt leicht, daB y, 
gleichmaBig in y und » gegen Null geht, denn es ist nach b): 
(22) |r4a|Sar(1+4h)'ASarA(1 ne 

SarA(1 + =A)" <atAe*4, 
Hiermit ist Satz 1 bewiesen, da + gleichmaBig in x und y mit h gegen 
Null geht. 


Folgerung. Aus dem eben bewiesenen Satze ergibt sich unmittelbar, 
daB es héchstens eine Lésung des Problems (1), (2) gibt, welche die in 
dem Satze angefiihrten Voraussetzungen erfiillt. 





E. Rothe. 





Il. 


Satz 2. Vorgelegt sei das Problem (1), (2). Die Koeffizienten von (1) 
mégen den in Satz 1 gemachten Voraussetzungen geniigen. Die gegebene 
Funktion z,(y) sei viermal stetig differenzierbar und es sei 
(23) f2,(0)=0; 2,(1)=0; |e (y)|<Z fir O0< y<l. 


AuBerdem werde vorausgeseizt, daB die Differentialgleichung (1) in 
den Punkten (0,0) und (0,1) des Randes erfiillt sei, d. h. es sei wegen 
(1), (2): 

d*z, 


’ a* . 
(24) (Ft), p= 50» 9 20 (09); (Ft), _,= 9(0, 1, % (1). *) 





a 2 2 a2 2 2 

Ferner sollen .. af — = &, a ed und 2s existieren 
und im Bereiche (9) stetig sein. Dann gibt es bei passender Wahi der 
Konstanten a eine (und, wie aus der am Schluf von II (8. 655) gemachten 
Bemerkung folgt, nur eine) Losung von (1), (2), die im Bereiche (11) ein- 
mal stetig nach x differenzierbar ist. 

Beweis. Wir gehen aus von dem Problem (1’), (2’) und werden 
zunachst einige Eigenschaften der Lésungen w,(y) dieses Problems fest- 
stellen. 


1. Es gibt eine von », y und A unabhangige Konstante L, so dab 





(25) |w,41(y) —w,(y)|< Lh (0<ys1) 
fiir alle y—0,1,2,... ist, die der Ungleichung 
(26) z,=vhsa—h 
geniigen, wobei fiir die positive Konstante a die Ungleichungen 
(27) a< &, 
e- EX 
(28) a<(Z—|%|)qppEK 


*) Verlangt man, daB die Lésung z sowie a stetig auch am Rande des Be- 


reiches (11) sind, so ist die Bedingung (24) [und natiirlich auch (28)], wie man 
sich leicht tiberlegt, notwendig. [Implizite ist (23), (24) also schon bei Satz 1 voraus- 


gesetzt.] Bei der hier befolgten Methode, zs durch Differ fienten su spproxi- 


* 





mieren, wobei von z= 0 ausgegangen wird, erscheint die Voraussetzung der Stetigkeit 
von < auch fir z =0 jedenfalls als naheliegend. Die Befreiung von der Bedingung ( 24) 
erfolgt.in 1V. 
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gelten. Die von », y und A unabhingige Zahl K soll dabei den Un- 
gleichungen 








(29) 1\s—2|<K, 
1|aR as 

(30) a+ ei < 2, 
1| a8 

(31) =|4e|<* 





geniigen. Um nun (25) zu beweisen, werden wir zeigen: Fiir die der Un- 
gleichung (26) geniigenden » ist 

(32) |w,,,—w,|< Kh(1+ Kh)’(1+ hy). 

Aus (32) folgt in der Tat unsere Behauptung (25), denn es ist wegen h = X:n 


(38) (1+ Ka)’"=(1+ 4) < (1+ 
so daB (25) mit 
(34) L=KeF¥(1+X) 
erfiillt ist. 
(32) beweisen wir induktiv. Aus (1’) fiir »—0 folgt durch Sub- 


” 


traktion von wij = 2j 
” 4 ” S(x,y, —2zi' 5 
(4109)” — R(x, y)P* — 8 (ay, ys %) — 29 = B( ay, y) ge =") 
und aus (2°), (28) folgt 
(4 )y-0 = (4wo)y.1= 0. 
Aus Hilfssatz 1 in Verbindung mit (29) folgt daher |4w,|< AK. Hiermit 
ist (32) fiir » — 0 bewiesen. 

Um die Ungleichung, die aus (32) entsteht, wenn » durch » + 1 
ersetzt wird (unter Annahme der Giiltigkeit von (32) fiir » =0,1,..., 7), 
mi beweisen, falls noch (y-+1)h<a—h, bemerken wir zunichst, dab 
unter Beachtung von (33) aus der Induktionsannahme 
|, 41 — Wo| S| 4, | + |4w,|+...+|4w,|<(p+1)hKe**(1+ X) 

< aKe®2(1+X) (p=0,1,...,), 


\<e®X, hy—z,<X, 





also wegen w, = 2, 
| 41 — %|< aKe®24(1+ X) ‘(p=0,1,...,) 
oder nach (28) 
|w431< Z (p=0, 1,...,%) 





*) Das Zeichen 4 ist hier wie im folgenden in bezug auf » bzw. z, nicht in bezug 
auf y gemeint. Also: 


Aw, = w,y4:(y)—wy(y); 4%, = w+ 0(y) —2w,41(y)+w,(y). 
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folgt. Daher liegen z,,,, y, w, und z,.,, y, w,,, noch im Bereiche 


0<2<a, O<y<1, |z|<Z. Ziehen wir nun (1’), (2’) von denjenigen 
Gleichungen ab, die entstehen, wenn » durch »-+ 1 ersetzt wird: 


Aw, +1 


(4w,,,)"° — R(z,,99) h 





, Aw, . : 
— R(2z,.45y) < + 8(2,,9, y, w,,,) — S(2,,,,y, w,) 


am — BW) Ly, [1 4 Bet y— Berto) 


es h \ R (242, y) 
_ pS (Fer, Ys Mr¢2) — 5 (X41 9, Mr) 
R(2y+2,¥) 


AWy.: 


(4w,,,)"— R(z,,.,¥) —| 
_ Rl +2 ¥) § 
h 


4w,|1 — 





A (oR |, 28) e. $0)% 
R(z,+2,y) \ dz G2 /) R(%y+o,y) Ox 


(dw, ,:)y-o = (4, ,)y-1 = 9. 


v1, 
Auf Grund von Hilfssatz 1 ist nun | 4dw,,,| kleiner als das Maximum des 
Betrages des in der geschweiften Klammer stehenden Ausdrucks. Daher 
wird nach (30), (31) 
| 4w,,,| < Max {| 4w,|}(1+ Kh) + Kh’, 
also nach Induktionsannahme (32) 
|4w,,,|< Kh(1+ Kh)’**(1+hv)+ Kh® 
< Kh(1+ Kh)’**(1+hv)+ Kh*(1+ Kh)"** 
= Kh(1+Kh)’**[1+A(>+1)], 
womit (32) allgemein und damit (25) bewiesen ist. 
2. Es gibt eine von y und A unabhiangige Konstante L,, so daf 
(35) (4w,)” < Lh 


ist. Zum Beweise subtrahieren wir wj’ von Gleichung (1’) fiir » = 0: 


(36) (4w,)” — R(2,,y) ? = 8 (x,,y, w) — w8'. 





Addieren wir [Ft Se e) , 8o erhalten wir 


(37) [4 + Saye) we) — 2D) au, + A= 


wy 


S(u,y,w )-—w 
= h{ Riz.) *) 














eR @8 @8 
oz’ Ox’ 02 
gewisse Mittelwerte zwischen z,,, und z,,¢2 bzw. w, und w,4;. 


*) Die nicht naher bezeichneten Argumente von sind fiir x bzw. z 
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Fiir y= 0 wird nun nach (2°), (23), (24) und (10) 


pee S(x,,0, wy) — we" | | $(x,,0,0)—8(0,0,0) 

jam +? R(z,,0) i= R(x, 0) I< 
und die gleiche Abschatzung gilt fiir y—1. Aus (37) folgt daher nach 
Hilfssatz 2 


S(x,y, Wo) — wi’ | rf | S(x,y, wy) — wh” | - /08) 
dong +b SSB m—et| <M ys |(S(eeem) et)" ag (28), 


Hieraus folgt nach (36) die Behauptung (35) mit 





Max 





Max R S(x,y, wy.) — why” | \as 
L, = [Max | (At 8) | + Max| |. 





3. Es gibt eine von », h und y unabhangige Konstante L,, so daB 


(38) | 4? w,|< Lh’ (fir (y+ 2)h<a). 
Zum Beweise wahlen wir eine Konstante K,, so daB 
1 aR as | » 
(39) =: | b Max +. + Max lse| + L Max | S| +44] < K,, 
(40) 1 {2 Max|2=|+ Max|°S| <a; 
(41) 2/1 Max|2*| + Max oS |+2LMax lan | tL’ Max pe: K, 


Dann behaupten wir 
(42) |4°w,|< K,h°(1+K,h)"(1t+hv) ((x»+2)hga). 
Hieraus folgt die Behauptung (38) mit L, = K, e®*(1-+ X) (vgl. den 
entsprechenden Schlu8 von (32) auf (25)). 

Um nun (42) fiir »=0 zu beweisen, ziehen wir von Gleichung (1°) 
fiir » = 0 auf beiden Seiten w;’ und ebenso wj’ von Gleichung (1) fiir » =1 


ab. Die so entstandenen Gleichungen subtrahieren wir voneinander und 
erhalten 





(wy — w,)” — (wy — 109)" = R (a, y) “Et — B( 2,9) 
+ S (22, y, W,) er S(2,,y,W) sai (wy ms we ) 
oder 
(43) (4* w,)” — R(2,,y) 4” 





= -w, R(2,,y) —R(2,,y) 1 "h ~~ 
=R(x,,y)| oT, Yay (FS = +. twos —(4w, )’ ’)] 


(Argument von iH und “e in bezug auf x bzw. z Zwischenwerte zwischen 


x,,%, bzw. w,,w,). Da auBerdem nach (2’) und (23) 


(4° w»), 20 _ (4° wo), 21 =0, 
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so folgt nach Hilfssatz 1, daB |4*w,|:h kleiner als das Maximum des 
absolut genommenen in der eckigen Klammer der Gleichung (43) stehenden 
Ausdrucks ist. Dieser ist aber nach (25), (10) und (35) dem Betrage 
nach kleiner als 


*\ 1 Max|$ oF | + Max |°S|+ 2Max| $3! + z,]. 


Hieraus im Verein mit (39) folgt (42) fir »—0. Wir wollen jetzt (42) 
fir »-+ 1 unter Annahme der Giiltigkeit fiir » beweisen, falls noch 
(»+3)h<a. Geeignete Kombination dreier aufeinanderfolgender der 
Gleichungen (1") liefert fiir (vy + 3)h<a 




















a* 4* w+ by Letee My Y 
yt = AR (2, , 09) =) + 48 (2,,0960,) 
A*w,,,— 4*w, ., 4*w, 
= R(z,,,,y)—4— = + ([R(2,,5,y) — R(2,,,,4)] = 
Aw, 
+f 4°R (2,409) + 478 (2,,159%,), 
oder 
d*A*w, : 4? = . R (aya; 
(44) . ay? — R(z,,5,y) th — 7 v) 
—2r sew) BS tu) ) a “A *R(2,41,y)+h4*S(2,4,,y, me. 
\ R(2y+5,¥) R(2ty+49,¥) 
AuBerdem ist nach (2’) 
(45) (4° wy41)yno = (4° Ww, 41) yor = 0. 


Wir kénnen daher wieder Hilfssatz 1 anwenden. Beachten wir, daB 


A* 8(x,,15y,,) = S(2, 499), 4 — 25(2,,4,9,0,4;) +S (2,,,,¥,¥,) 
= S(z,,,+2h,y,w,+ 4w,+ 4w,,,)—S(2,,, +h, y,w, + 4w,) 
— 8(z,,,+h, y,w, + 4w,,,)+8(z @,44¥,¥,) 


+ S(2,,, +h, y,wv, + 4w,,,)— S(z,,. +h, y,v, + 4w,), 
also 


4* 8(z,,.,¥,¥,) 
a*s a*s a*s , a8 
= Wa + h(4w,+ dw, ,.) 55, + 4u, 4, .5 += 4%w, 7) 


*) Die Argumente der zweiten Ableitungen von S sind: 


2 Zy4,+(8,4+98,)h, y, wy +0, 40,+8,40,,, (0<%&<1); 
die von <, : 


Zy +e Y, Wy +s +0, (4w,,,—4w,) = w,,,+8,4%u,. 








in a ——_ a 
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ist, so folgt auf Grund von (25), daB der Betrag des in der geschweiften 
Klammer der Gleichung (44) stehenden Ausdrucks kleiner ist als 


Max | 4?w, [i+ (2m ae +m )] 








+" (1 Max|2% 


os 
| a? 








| + Max | =| +2LMax| <> 





Ox dz 
Daher folgt aus (44), (45) unter Beachtung von (40), (41) nach Hilfssatz 1 
| 4° w,,, |< Max| 4°w,|(1+ K,h)+ K,h’. 

Also ist nach Induktionsannahme (42) 
| 4°*w,.,|< K,h° (14+ K,h)"**(1+hv)+h'K, 
< K,h*(1+ K,h)’**(1+hv)+h°K,(1+ K,h)’**-h 
= K,h*(1+ K,h)’**(1+h(»+)), 
womit die Behauptung (42), also auch (38) bewiesen ist. 
Um nun die Existenz einer Lésung von (1), (2) zu beweisen, lassen 


wit h die Folge 
h™ — X:2" (n =1, 2,...) 


durchlaufen. Die Lésung von (1’), (2) fir h=A™ sei Wf”. Ferer sei 
vh™ =a”. Betrachten wir irgendeinen festen Punkt x des Intervalles 0, a, 


dessen Abszisse von der Form x= =! (q=0,1,...32 = 1,2,...) ist. 
Ist dann 

9g = ,™ v, 
so wollen wir zunachst zeigen, daB 

lim w,," (y) 


existiert und daB die Konvergenz gleichmaBig in x und y ist. Zum Be- 


weise wollen wir wi**t” — w" abschitzen. Setzen wir fiir den ‘Augenblick 
der Einfachheit halber y, =obt also v,,,=2p+2, so ist nach 
(1’), (2’) 


a* dws 


(46) ar = R(zx,y) wee + S(x,y, wh”); wf" ,(0)—wi,(1)=—0 


2 oy (nt et 
a on R(z, y) ieee — wise + S(x,y, wip31); 
(47) dy h 
wip s (0) = wht? (1) = 0. 


Wegen pintd oe tat 





(m+1) __ ,,,.(m+1) (n+1) (n+1) (n+1) wit (n+1) 
Vep+2 — “2p+i = 1 w, pt+2 —2w, We54+1 + Mey m Mgn+2 — “2p 
pmrty 2 Aimtt) a™ 
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Daher folgt aus (46), (47) durch Subtraktion, wenn noch wy'};— wp? =Up41 
gesetzt wird, 





d*v 1 
(48) «Silene V4 
_ RBlz, y) (n+1) 1 A? wint?) 
= — a % + 8(2, y, wy”) — B(x, y, wigs?) — > ara 
(#} v,43(0) =9,,,(1)=0. 
Die rechte Seite der Gleichung ist 
_R a” as . , ; 
we te (whys? — wp") + —-— a* wt” | 
(2, y) oz R(x, y) } 
n) oS ie on . 
Riew) | [1 A® 28) ¥ 5 (wip — Mey )+ 4? wo, wp 
— S79) 4, » a os : 
A™ Pp R(z,y) @z R(z, y) 


Da nach (25) und (38) 
ot at n+ 1 n 
| wep ~~ ws "i < Lh' Y= 5 Lh . 
| * wnt? | < L,(h**”)* —4 Ly (h™)* 


ist, wird der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck dem Betrage 
nach kleiner als 


A” | eS} (nm) 2[ | as . L, 
|v, | (1+ — Max || )+3 + (h )? | L Max || + 3]. 
Daher foigt aus (48), (49) nach Hilfssatz 1 
(50) |v, 41 |< Max|v,|(1+ K,h™) 7 a ie 
sobald die von z,y,n unabhangige Konstante K, die Ungleichungen 
1 as| 1 ag). te 


erfillt. Da v, = 0 ist, ergibt sich aus (50) rekursiv 
lv us|, (h ™)2 (p +1)(1 + Kh”)? < Kh” we™* 


Somit ist bewiesen 


| wit*? — w w\”) |\<h” K,xe™ (0<2<a; O0<sysl). 
Ebenso ist 

tt? — alt? 0 Ke 

| wrt? — wittt-2)) cROtD BeBe (¢=1, 2,3,...). 


= : 
*) Das Argument z von _ ist ein Mittelwert zwischen ery und wi) 








di 


Li 
gle 
sti 
ery 


jec 


au 


A" 
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Also, da h™*” —A4™: 2", 


foo 


(52) | win* _— wi” |< h™ K,ze™* 5) ~ 


= h™ 2K, ze™* 


u=0 
oder erst recht 


(53) lene? — w” | < ™ 2K, xe™<. 

Hieraus folgt die behauptete gleichmaBige Konvergenz der w{". Die Grenz- 
funktion sei w(x, y); sie ist definiert fiir alle y im Intervall O< y<1 
und alle x der Form Xq:2” im Intervall 0 bis a. Nach (25) geniigen 
die Funktionen w{"(y) in bezug auf x einer von y und n unabhingigen 
Lipschitzbedingung, so da fiir die Grenzfunktion w(z,y) offenbar das 
gleiche gilt. Hieraus wiederum folgt, daB w(z,y) zu einer eindeutig be- 
stimmten, fiir alle x des Intervalles 0 < «<a definierten Funktion z(z, y) 
erganzt werden kann, welche ihrerseits einer von y unabhangigen Lipschitz- 
bedingung in bezug auf z geniigt. Ferner folgt unter Benutzung der fiir 
jede Funktion f(z) giiltigen Identitat 


f(a +2h™) — 2f¢(2+h™) + f(z) 
2f—1 2f—1 ; , 
= DJ ([f(e+o+ut2yaer)—2¢(2+ ~+u4+h**) 


7=0 w= / . 
+ f(2+ (y+ p)h'**)) 
aus (38) leicht die Ungleichung 


|4°2|=|2(a+ 2h, y) —22(a2+h,y)+2(2,y)|< Lh’. 


Hieraus wiederum folgt die Existenz und Stetigkeit von =. . 








*) Sei in der Tat f(x) eine im Intervall 0,a stetige Fur&tion, fiir welche 
. | f(z+2h™) —2f(2+h™)+ f(z)|< LA” (h™ = X:2") 
gilt; dann ist, wie wir behaupten, f(z) stetig differenzierbar. Ist naimlich 
A(f,h)=f(2+h)—f(z), 
A*(f,h) =f (2+ 2h)—2f(z+h)+f (2), 
so gilt identisch 
sipn=at(t.t) +24 (7.8) 


Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung 


A(f,b) = yo ‘a(f t=) +2"4(f,) thet. 9...) 


A=1 


Setzen wir hierin h=h” =X:2", so folgt nach Division durch fh” wegen 
h™ = 2*Ri*t+k) 





k 
1) tat dy 2t-*a*(f, *): 
h® Awl 


A™ piat® 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf nichster Seite.) 
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Um nunmehr zu zeigen, daB z der Differentialgleichung (1) geniigt, 
behaupten wir zunichst: Fiir jedes (0S 2<a) der Form Xq:2? 
(q=0,1,2,...; p=1,2,...) ist 

w™ .—-w™ 


ed - atl nm ae 
(54) dz -—_- a™ (7, _* x), 





und zwar ist die Konvergenz im Bereiche (49) gleichmaBig in x und y. 
Beweis. Sei e>0 eime vorgegebene Zahl. Wegen der Stetigkeit 


von = kénnen wir eine von x und y unabhingige Zahl # so wahlen, daf 





. az(e,y)_ 2(2+h™,y)—2(z,y)| — 
(55) oe =" nw <3 
ist. Wir behaupten aber weiter: Wir kénnen # auch so groB wiahlen, dab 
fir n= 
(m) (nm) | 


— 2 (mn) (nm) 
| wi” — wi ww! +1 ° we ‘i tial 
(56) | Sam — Seats | yh” = 2 
| »®@ a t. ere (mn) 
(yx, +1) h™ =2+h 





denn die gleiche Betrachtung wie die in Anm. *) zeigt auf Grund von (38), 
daB die links stehende Differenz kleiner als h™ L,:2 (vgl. die Ungleichung +« 
der Anm.) ist. Wegen der gleichmaSigen Konvergenz kénnen wir ferner zu 
h™ ein n, > so wahlen, daB fir n>n, 

z(x+h™, y)—2(z,y) ws) — wi | e = = 
| 5 an <3 (yh = 2 +h). 


Addition der Ungleichungen (55) bis (57) liefert aber die Behauptung (54). 


(57) 








Also ist nach « 


k & 
ee \A(f, h™) A(f,h**™) os See A 1 ywle 
A™ pint® a™ F ne gs, 2 ya gi 9° 








Aus dieser Ungleichung folgt aber nach dem Cauchyschen Konvergenzprinzip, deS 
die Folge der stetigen Funktionen von z 
A(f,h™) _f(2+h™) —f(z) 

A™ - h™ 





fn (z) = 


gleichmaéBig konvergiert. Die Grenzfunktion, die nach Definition eine spezielle rechte 
Derivierte von f(x) ist, ist also stetig. Aus der Existenz einer stetigen Derivierten 
folgt aber nach einem Satz aus der Theorie der reellen Funktionen, daB f(z) stetig 
differenzierbar ist (s. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 1. Aufl., 
8. 584, Satz 7). In unserem Falle ist f(z)=2z(z,y); da die Abschitzung *, also 
auch ** unabhingig von y gilt, ist die Konyergenz der /, gleichm&Big in x und y, 
dz is 
also = stetig in (x,y). 








ge 


au 


8 


de 


"2 ba 
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Fiir jedes positive <a der Form Xq:2” besteht nun von einem 
gewissen n ab die Gleichung 





aaw™ (n) 


Sst — R(s z+ he 9) +8(2+h™, y, wi). 


Nach dem Bewiesenen existiert der Limes der rechten Seite fiir n =o, 
und zwar ist die Konvergenz gleichmaBig in (x,y). Daher konvergiert 


w'™ 


a® 
auch - —_ tat gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion W(z,y), die 
y* 


fiir alle x der Form Xq:2” erklart ist, und es besteht nach (54) fiir alle 
x dieser Form die Gleichung 


W(x, y) = R(z, y) <= + S8(z, y, 2(x, y)). 


Die rechte Seite ist fiir alle positiven «<a definiert und stetig, und wir 
definieren W(x, y) fiir alle diese x durch diese Gleichung. Es ist nun zu 


zeigen, daB OS existiert und gleich W(z,y) ist. Fiir alle z der Form 


Xq:2” ist das klar**), Ist z ein beliebiger Wert des Intervalles 0,a, s0 
sei x, eine Folge gegen x konvergierender Zahlen der Form Xq:2‘. Dann 
ist auf Grund des schon Bewiesenen gleichmaBig in y- 
im. z(2,, y) _ z(z, y), 
 O*2(ae,y) 
jim, —° = (2, 9). 
Hieraus folgt die Behauptung (vgl. Anm. *°)). 
Hiermit ist gezeigt, daB die Funktion z die Gleichung (1) erfiillt. Da8 
die Randbedingungen (2) erfiillt sind, ist klar, da sie von allen w,” 
erfiillt sind und z stetig ist. — Satz 2 ist somit bewiesen. 


Bemerkung iiber den Fehler z(z,, y) — w,(y). Eine Abschitzung 
dieses Fehlers liegt schon in Gleichung (22), 8.655, vor. Jedoch hiangt 


1°) Ist gleichmaBig in OS ys 1 /™ 1 9 (y)=g(y), ist ferner g, zweimal stetig 
differenzierbar und ist gleichm&Big im a! = Gy), so existiert g”(y) und es ist 
G(y)=9"(y). Denn es ist 
ta(y) = 00+ bay + Sf of (C)40. 


Hieraus folgt auf Grund der Voraussetzungen zunichst, daB lim c,+b,y existiert 
also auch lim a,=a, lim b=) existieren. Also wird ae 
no a-@ 
v7 
g(y)=at+bdy+ Sf a(c)de, 
woraus die Behauptung folgt. 
Mathematische Apnalen. 102. 
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die dort auftretende Zahl t von der durch (14) definierten Funktion »,(y) 
ab. Die Benutzung dieser Abschitzung wiirde daher schon die Kenntnis 
der gesuchten Lésung z voraussetzen. Dagegen erhalten wir aus (52) die 
Abschatzung 

|2(2,y) — wit(y)| <A 2K,ze™ — (hv, = 2), 
wo K,, wie aus dem Beweis fiir Satz 2 hervorgeht, aus den gegebenen 
Funktionen R, S,z, und deren Ableitungen berechenbar ist: Man bestimme 
zuerst m (Gleichung (10)), dann K (Gleichung (29) bis (31)), dann L 
(Gleichung (34)), dann L, (8.659), dann K, (Gleichung (39) bis (41)), 
dann L, (8.659) und schlieBlich K, nach (51). 


IV. 


Satz 3. Vorgelegt sei das Problem (1),(2). Die Koeffizienten von (1) 
mégen den in Satz 2 gemachten Voraussetzungen geniigen. Aupferdem werde 


noch Existenz und Stetigkeit von ae sowie der Ableitungen von R(x, y) 


bis zu den vierten vorausgesetzt. Uber z,(y) werde dagegen aufer (23) nur 
Stetigkeit vorausgesetzt. Ist dann a eine den Ungleichungen (27), (28) 
gentigende positive Konstante, so existiert eine der Randbedingung (2) ge- 
niigende Funktion z(x,y), die in jedem inneren Punkte von (11) eine 
Lésung von (1) ist. 

Beweis. Wir wollen zunichst eine Folge von Funktionen z{")(y) her- 
stellen, die gleichmaBig in 0 < y< 1 gegen z,(y) konvergieren und von 
denen jede die in Satz 2 iiber z, gemachten Voraussetzungen erfiillt. Sei 
8(y) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die den Bedingungen 


(58) 8(0)=8(0,0,0); s(1)=—8(0,1,0) 
geniigt. Die Funktion 


F(y) = z(y) + fa(n)r(y, n)dy 


_ s(l—n)y fir ys ") 
(r(y, n) (nt —y) » Ye 
ist dann jedenfalls in 0 < y < 1 stetig und verschwindet fiir y= 0 und y = 1. 
Erweitern wir den Definitionsbereich durch die Festsetzung F(— y) = — F(y), 
F(y+2)= F(y), so erhalten wir eine iiberall stetige ungerade periodische 
Funktion. Die Fejérschen aus den Fourierkoeffizienten von F(y) gebildeten 
Mittel A,(y) enthalten daher nur Sinusglieder und verschwinden nebst 
allen Ableitungen gerader Ordnung fiir y=0, y= 1; auBerdem ist gleich- 
maBig in (0, 1) 
(60) F(y) = lim 4, (y). 


(59) 








a ~~ = —™™ be -™ Qt 
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Wir setzen nun 


(61) 2" (y) = Aq(¥) — f a(n) 7(ys 0) an. 
Dann ist 

(62) zm” (0) = a" (1) =0 

und 

(63) 2” (y) = An (y) + 8(y), 

also 


(n)! 


20!” vane 8(0); 
oder nach (58) und (62) 
zs”" (0) = 8(0,0,2)(0)), 20” (1) = 8(0, 1, 26” (1). 


Ferner ist z)”(y) nach (63) viermal stetig differenzierbar, da A, und s 
zweimal stetig differenzierbar sind. Da auSerdem nach (59) bis (61) gleich- 
mabig 
(64) lim z)"(y) = 29(y) 


n?-o 


2””"(1) = a(1 (1) 


ist, ist fiir geniigend groBes n nicht nur nach (23) 

| zo” | < Z, 
sondern es gilt auch die Ungleichung (28) noch, wenn in ihr z, durch 2)” 
ersetzt wird. Im folgenden soll nm immer so groB gewiahlt sein. Nach dem 
Vorstehenden erfiillt dann 2)"(y) alle in Satz 2 von z, verlangten Vor- 
aussetzungen. Nach diesem Satz existiert daher im abgeschlossenen Be- 
reiche (11) eine Lésung z™ (2, y) von (1), die die Randbedingungen 
(65) z™(0,y)=z0"(y); 2” (2,0) —2"(2,1)=0 
geniigt. Kénnen wir nun zeigen, daB die z“’(z, y) in dem abgeschlossenen 


Bereiche (11) gleichmaBig konvergieren und daB Be und a ff in jedem ab- 
) g gi ay aye 1D) 


geschlossenen Teilbereiche von (11) gleichmaBig konvergieren, so geniigt 
z(x,y) = lim z (a, y) offenbar allen Forderungen unseres Satzes. 





Fiir den Nachweis der Konvergenz ist die Annahme 
(66) R(z,y)=1 


keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wie man leicht ersieht, wenn man 
die Transformation 





Zz 
dé 
lead Gy acne oo i (z,) dy ™ 


ny \J VRE, nan) Fare: n)dn 





at) Block, Sur les * aux dérivées partielles du type parabolique, Arkiv 
for esontth 6 (1911), Nr.3), 


43* 
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und die weitere 


Y 
-4f T,(X,") dn 


¢ = ze 


ausfihrt, wo 7, der Koeffizient von . in der durch die erste Transfor- 
mation entstandenen Gleichung ist. Im folgenden soll daher (66) ange- 
nommen werden. 


Wir setzen nun 
(67) zim?) (2, y) —2™(z, 7 = vi?) (x, y). 
Dann geniigt v» der Gleichung 


(68) Ho + vom (x, y), 
wo 
. as - as 
(69) |o™P)| == = (2,9s2(2,y))| < Max|=|— M 


(2 Zwischenwert zwischen z™ und z‘"+?)), 
und den Randbedingungen 
(70) 0(0,y)=2""(y)—za"(y), 0(0, 2) = 0(1, x) =0. 


Da wir wissen, daB (68), (70) die Lésung v = v”) hat, kénnen wir diese 
nach Satz 1 durch Grenziibergang aus 





fa., 1 7 
(71) ; a;t —T%.= —F +0, 0%) (2, ,.,9) 
(72) v, (0) = v,,,(1)=9, v,(y) =25°*” (y) — 29" (y) 


erhalten. Nach Hilfssatz 1 ist nun 
1%, 41| S Max|v,(1+ho™?)|, 


also nach (69) 
(73) Max|v,,,| S Max|v,|(1+ Mh). 
Wegen (64) kénnen wir ferner nach der letzten Gleichung (72) 
- l%(¥)|<¢, 
(74) Jim ¢,, = 0 


schreiben, so da8 aus (73) durch vollstandige Induktion Max|p, ,,|<e,(1+ Mh)’ 
folgt. Hieraus wieder ergibt sich (ahnlich wie beim Beweis von 22) 


lv, s:1Se,ee™. 
Daher ist nach (67) . 


(75) |v” | = |2+9) (x, y)— 2 (2, y)| Se,ee™, 








fe 
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woraus nach (74) die behauptete in (11) gleichmaBige Konvergenz von z™ 
folgt. Hieraus folgt auch, daB die stetige Grenzfunktion z(z, y) die Rand- 


bedingungen erfillt. Denn es ist 
lim 2 (0, y) =29(y), lim 2 (#, 0) = 2 (w, 0) =0, 
lim z™ (2,1) = 2"(z,1)=0. 


oz™ a*z™ 


Um nun weiter zu zeigen, dab ty? tyr in jedem abgeschlossenen 
Teilbereich von (11) gleichmaBig konvergieren, bedienen wir uns der zum 
a*z 62 


Bereich (11) gehérenden Greenschen Funktion G(z,y,é,) von — — 
die bekanntlich folgendermaBen definiert ist: Ist 


az’ 


1 (y—n)* 
—e 2-8 fir E<az, 


U(z, y; é, n) = {es 
0 » &22, 








so ist . 

G(x, y,&,9) = U(x, y,&,n)—g(x,y,§, 0), 
wobei g (als Funktion von é, 7) der Differentialgleichung 
r+ a =0 


an? ' 2 
und den Randbedingungen 
g(z,y,2,y)=9; g(xy,é,0)=—U(a,y,&,0); g(x,y,é,1) =U(z,y, 6, 1) 


geniigt. Die Ezistenz von g, und damit auch von G, folgt (fiir jedes im 
Innern von (11) gelegene z, y) leicht aus Satz 2 **). 

z ist nun nach Satz 2 auch am Rande von (11) noch differenzierbar. 
Man erhalt daher durch bekannte Anwendung einer Greenschen Formel 
(unter Beriicksichtigung von (65)) 


1 
(76) 2yn2™(x, y) = SG(x, y, 0, 0) 20"(n) dy 


zi 
— Sf ale, y, &, 0) 8(4, 0, 2 &, )) dg dy 
00 
und nach (67) 
1 
(77) 2¥x0™”(2,y) = f G(x, y, 0, 7) v™” (0, 1) dy 
6 


zi 
— Jf @(z, y, &,)(S(, 9, 2"*) — 8(é, n,2™)] dé dn. 





g(z,y,&, n)—(1—n) U(2z,y,&,9) = nU(2,y,§&, 1)=y(x,y,&, n’), 
so erhalt man, wie die Rechnung zeigt, fiir y als Funktion von &’, 7’ ein allen Voraus- 
setzungen von Satz 2 geniigendes Problem. — Der weitere Beweis des Textes bedient 
sich bekannter Methoden und ist daher nur in den Hauptziigen kurz wiedergegeben. 
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Auf Grund bekannter Abschitzungen**) der Integrale 
zi 


1 

aU aU 

fevonan, ff (w.y.8n) (8 needy 
0 v0 

ergeben sich nun aus (76), (77) unter Benutzung von (75) in einem ab- 

geschlossenen Teilbereich T von (11) ohne Miihe Ungleichungen der Form 


az™ 


M | @y'™P) 
oy 


Ye oy 


Nn 


P= 9 


Jz 

wo M eine von n unabhingige Konstante und 7, eine Folge gegen 0 kon- 
vergierender (von p unabhangiger) Konstanten ist. Unter Benutzung der 
gleichen Abschaitzungen und von (78), sowie der Tatsache, da8 der Faktor 
von G in dem Doppelintegral von (77) nach » differenzierbar ist, findet 


a2 ,,(n, p) 
man schlieBlich leicht, daB auch ae in & gleichmaBig fir n—-co 


(78) 














oz™ 


gegen 0 konvergiert. Hiermit ist die gleichmaBige Konvergenz von ay 
a*z” 


aye in T, und somit. nach Satz 3, S. 666f£. bewiesen. 








und 


1%) Siehe z. B. Gevrey, loc. cit. 8.330 und S. 343. 


(Eingegangen am 5. 5. 1929.) 
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Uber das Dimpfungsproblem der mathematischen Physik, 
mit einer Anwendung auf die Akustik grofer Riume’). 


Von 
M. J. O. Strutt in Eindhoven (Niederlande). 


Durch die Arbeiten von Poincaré, Fredholm, Hilbert u.a. sind die 
Entwicklungssatze fiir Eigenwertaufgaben mit reellen, symmetrischen Kernen, 
also reellen Eigenwerten im weiten Umfange sichergestellt. Die anschlieBende 
und in der Physik fiir die Debijesche Theorie der spezifischen Warme und 
die Jeanssche Theorie der Hohlraumstrahlung wichtige Aufgabe der asym- 
ptotischen Berechnung von Eigenwerten fiir beliebige Gebiete wurde von 
Weyl mittels der Theorie der Integralgleichungen und von Courant durch 
Anwendung der Variationsrechnung gelést. Auch fiir akustische Probleme 
ist diese asymptotische Kenntnis der Eigenwerte, wie Sommerfeld dartat, 
prinzipiell wichtig. 

In Wirklichkeit sind die in der mathematischen Physik auftretenden 
Schwingungsaufgaben vielfach mit Daimpfung behaftet, was sich stets in 
einem Ausklingen angeregter freier Schwingungen kundtut. 

Die namentlich fiir die Akustik wichtige Aufgabe der Berechnung 
dieser An- und Abklingungsvorgiinge, sowie der unter Zwang sich ein- 
stellenden stationaéren Amplituden fiihrt auf Entwicklungsprobleme, die 
iiber den durch die oben erwahnten Arbeiten behandelten Bereich hinaus- 
greifen. 

W. Sabine *) hat in der experimentellen Akustik einen Satz entdeckt, 
der fiir die Konstruktion von Raumen von grundlegender Bedeutung ist. 
Er lautet, daB die Nachhalldauer eines geniigend groBen Raumes lediglich 
von der gesamten Oberflache des dimpfenden Materiales und vom Volumen 
abhangt, nicht aber von der Form. Es liegt nahe, diesen Satz dem von 
Lorentz ausgesprochenen und von Weyl bewiesenen an die Seite zu stellen, 


*) Mathematische Bearbeitung eines Vortrages, der in der «Nederlandsche Natuur- 
kundige Vereeniging» zu Amsterdam am 26. Januar 1929 gehalten wurde. 
*) Collected Papers, S. 34. 
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nachdem asymptotisch die reellen Eigenwerte eines Raumes nur vom 
Volumen abhiangen. Der Sabinesche Satz, der bisher nur durch Reflexions- 
betrachtungen, denen uniibersehbare Phasenverhiltnisse anhaften, bewiesen 
wurde, stellt sich als eine asymptotische Eigenschaft der komplexen Eigen- 
werte geddmpfter Schwingungsprobleme heraus. 

Im Gegensatz zur reichen Literatur iiber ungedimpfte Aufgaben ist 
jene tiber gedampfte Probleme auffallend arm. O. Faber*) hat in einer 
grundlegenden Arbeit fiir eindimensionale Gebiete Entwicklungssitze auf- 
gestellt und asymptotisch die Eigenwerte berechnet. Seine Beweisfiihrung 
stiitzt sich wesentlich auf die asymptotische Kenntnis der Eigenfunktionen 
und der Greenschen Funktion fiir die eindimensionale Aufgabe.  Fiir 
mehrere Dimensionen besitzen wir diese Kenntnis nicht und ist also ein 
vom Faberschen abweichender, allgemein gehaltener Rechnungsgang not- 
wendig. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, gestiitzt auf eine einzige 
Integralgleichung, sowohl die asymptotische Berechnung der komplexen 
Eigenwerte, des Verhaltens der Eigenfunktionen vorzunehmen, als die Ent- 
wicklungssatze fiir gedimpfte Schwingungsaufgaben abzuleiten. Die Form 
der hier gegebenen Entwicklungen weicht von derjenigen Fabers ab. An- 
schlieBend wird als Anwendung der oben erwahnte Sabinesche Satz be- 
wiesen. 


I. Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 


Das Dampfungsproblem der mathematischen Physik kann folgender- 
ma8en formuliert werden. Gesucht ist eine Lésung der Differentialgleichung 
C7] 0 a é a 7 
(1) Llu) = 5; (p(eyz) 5) + 5, (5c) + ge (Poe) — 9 (2 yz) 
au du 
=e(tyz)5r +u(zyz)> 8=6[p >], 


welche auf der Gebietsgrenze eines ganz im Endlichen gelegenen Gebietes 
der Gleichung 


(2) o(xyz)u+“=—0 (n auBere Normale) 


geniigt. Ober die Begrenzung des Gebietes machen wir dabei die Voraus- 
setzung, daB sie aus endlich vielen stetigen Flichen zusammengesetzt sei. 
Um das Problem zu einem vollstindig bestimmten zu machen sind noch 
zwei Anfangsbedingungen fiir einen fest gewahlten Punkt t= 1%, vorzu- 
geben. Doch stellen wir dieses Anfangswertproblem und die zu ihrer 
Lésung notwendigen Entwicklungssitze bis Abschnitt 3 zuriick. 


*) Diss. StraBburg 1914 (Ref. v. Mises). Vgl. auch A. C. Dixon, Proc. London 
math. Soc. (2) 3 (1905), 8. 83, sowie T: J. I’ A. Bromwich, ibid. (2) 15 (1914) 8. 444-446. 





—_ 
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Wir setzen: ¢ 
u=v(zyzjeVt (j= Y—1), 
wodurch (1) sich schreibt: 
(1a) L(v)+ edv+jw ylv=0. 


Man erkennt leicht, daB diese Separation die einzig mégliche ist. 

Gesucht sind also zunichst die Eigenwerte und Eigenfunktionen der 
homogenen Randaufgabe (la), (2). 

Unter Benutzung einer Greenschen Funktion 


G (xyz, é nc), 

die den Bedingungen: 

a) @ geniigt iiberall im Gebiet der Gleichung (la) mit 4=0 in zyz 
und in yf auBer im Punkte r=, y=, z=€; 

b) @ geniigt auf der Gebietsgrenze der Gleichung (2), auBer fiir x = é, 
y=, 2=¢; 

c) Im Punkte x=&, y=n, z=€ verhilt @ sich so, daB ihre Nor- 
malableitung, integriert iiber einer kleinen Kugelflache K um diesen Punkt 
herum die Bedingung 


nk § 5, 4K a ; 
befriedigt ; 
d) @ ist eine stetige Funktion von zyz und nf 
geniigt, laBt sich diese Randaufgabe als eine lineare homogene Integral- 
gleichung: 
(3) w(ayz) = AS SJ @ (xyz, Ene) e(Ent) v(Enb) dédydt 


+4 VAS SI @ (xyz, Ent) w(Enl) v(Enl)dedn at 
schreiben *). 


Vorausgesetzt, daB o durchweg positiv ist: 


e>9, 
kann man statt (3) schreiben: 


(3a) v=ASfSG@ovl1+j~|dednag 
eya 
1 
=iUSJI Gevdtdnat +0(—)}. 
Aus (3a) geht hervor, daB die Eigenwerte und Eigenfunktionen von (3) 
bis auf Glieder der Ordnung \at |, wie man durch Stérungsrechnung be- 


*) Aus (3) ist abzuleiten, daB die Eigenfunktionen v, nicht orthogonal im gewoéhn- 
lichen Sinne zueinander sind. 
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weist, fiir lim |4|—- co mit den reellen Eigenwerten und Eigenfunktionen 
der Gleichung 


(4) v=AfffGeovdédndt, 
zusammenfallen. 

Insbesondere gelten also asymptotisch fiir die Eigenwerte von (3) die 
von Weyl und Courant abgeleiteten Formeln. 


Aus (3a) geht hervor, daB die Eigenwerte von (3) sich asymptotisch 
schreiben 


(5) + yi=a+jp, 
wo 
B | 1 ‘ 
rreeG)- 
Diese Gleichungen gestatten, asymptotisch auch den Daémpfungsteil 6 der 


Eigenwerte zu berechnen. Ich werde dies fiir eine, zwei und drei Dimen- 
sionen ausfiihren. 





jim, 


a) Eine Dimension. 


Ohne Dampfung gilt hier fiir die Eigenwerte von (4): 


(6) lim 4=«* = (Fes) = +0(1) (n ganze Zahl). 
/2 az) 


Mit Dampfung ist nach (3a) @ zu ersetzen durch 


e(1 +529)» 


Ve(1+i5c7): 


so da8 aus (6) unter Benutzung von (5) folgt: 
n* x? 

( 2 2a ) 

(JVs) ize 


(7) ile +0(+ 


“*fge 


also ¥o durch 


ls 


fee 
[Yeu 


_ 
L~) 
s 


a? + 2apj = 





=a*—ja 





2 


also: 


Hiermit haben wir Fabers Formeln wiedergefunden. 
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b) Zwei Dimensionen. 
Aus den Eigenwerten von (4) ohne Dampfung 


(8) lim i=a* = 


[Al eo Bcd 0 
—dzd 
{fe od 


schlieBt man ahnlich wie oben: 


ffeacay 
a? + 2a pj =a? — jar? — 


o > 
—dzd 
JJ feeay 


(9) ee yee o(2*). 


+ O(alne) 


also: 


c) Drei Dimensionen. 


Hier liefert die igre 


jm 4 “- Tre! Senin + O(a? Ine) 


in ahnlicher Weise 


(11) a MSS5 aes +0("*). 


(10) 








[lefaua “°C 


Die Formeln (3) bis (11) lésen das in diesem Abschnitt gestellte Problem. 
Ihre Betrachtung erlaubt, sofort asymptotisch die komplexen Eigenwerte 
von (3) fiir beliebig viele Dimensionen hinzuschreiben. 


II. Die allgemeine Greensche Funktion. 

Wir machen im folgenden einen wesentlichen Gebrauch von der ver- 
allgemeinerten Greenschen Funktion (Resolvente oder Grundlésung), die 
zuerst von Poincaré*) eingefiihrt wurde, und definieren sie als eine Funktion 

K (xyz, &né, 4), 
welche die nachfolgenden Bedingungen erfiillt: 


a) Sie geniigt in xyz und in ém¢ der Gleichung (1a) im ganzen 
Gebiet auBer fir z=, y=, z=—€; 


®) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 8 (1894), S. 189. 
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b) K geniigt der Bedingung (2) wieder mit Ausnahme des Punktes 
a=&, y=9,2=¢; 

c) Im Punkte z=, y=, z=C€ verhilt K sich so, daB ihre Normal- 
ableitung, integriert iiber einer kleinen Kugelfliche F um diesen Punkt 
herum der Bedingung 

ey: Se 
F+0 an Pp 
geniigt; 

d) K ist eine stetige Funktion von zyz und nf. 

Diese Greensche Funktion la8t sich mit Hilfe der friiher eingefiihrten 
gewohnlichen Greenschen Funktion G bestimmen aus der Gleichung 


(12) K(xyz,én¢,4)=G@(xyz, Ent) +Aafff@(eyz,in3) v(x) 
< K(ry3,én¢, a)drdydg+jyiSff@ (xyz, rps) 
< w(ry3)K(xr3,én6, A)drdyd,, 


wie man durch Operieren mit L beweist und die unter Heranziehung der 
Fredholmschen Theorie erlaubt, die LExistenz und den meromorphen 
Charakter von K einzusehen, sobald man die Existenz von G als bewiesen 
annimmt. Analog, wie (3) gestattete, auf (3a) und (4) zu schlieBen, erhellt 
aus (12), daB K asymptotisch fiir lim|4|—-co zusammenfallen wird mit 
der verallgemeinerten Greenschen Funktion K*, die der Differentialgleichung 


L([K*)+ieK*=L[@] 


geniigt und somit zu (la) mit w—0 gehért, welche Funktion K™ sich, 
wie bekannt, in eine konvergente bilineare Reihe nach den Eigenfunktionen 
von (4) entwickeln laBt*): 


@ 


‘ * vy, (xyz) u(E 0) 
(18) m (ove, E96. = 2 Gan Ml entdeayas’ 
Wir schlieBen, daB die Entwicklung von XK fiir sehr groBe |4| in (13) 
iibergehen muB8 bis auf einen Fehler der Ordnung | 2+ |. 

Hiermit ist die Grundlage geschaffen fiir die Anwendung des Cauchyschen 
Residuensatzes (Partialbruchzerlegung) zur Entwicklung der Funktion K 
nach ihren Polen in der komplexen {-Ebene. 

Durch Betrachtung der asymptotischen Eigenwertabschatzungen des 
vorigen Abschnittes erhellt, da8 sich in dieser Ebene von einem gewissen | /| 


an eine nach Unendlich gehende Folge von Konturen k, angeben laBt, die 
keinen Eigenwert treffen. 








*) Z.B. A. Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 11 (1910), S. 1057. 
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Um zu beweisen, daB die Cauchysche Formel 


1 K »&ne, . R 
A$ (ze, Ene du = K(zy2 Ents a) + ST, 


7 
En 





wo R(A,) das Residuum von K fiir 4 = 4; bedeutet und die Summe iiber 
alle innerhalb &, gelegenen Pole zu erstrecken ist, gilt, muB gezeigt werden, 
daB alle Pole von K einfach sind. 

Wegen der Symmetrie von @ in (12) lat sich fiir K leicht eine 
Integralgleichung mit symmetrischem Kern: 








K (xyz, €nt, a) o(eyz) +722” = G (ays, Ent) Vo (eye) + 7 











ya yi 
+aSfJ@(eyz,293) Ve(eye) +522") 
< Vo(ens) +i ns (£3,806, 24) -Vo(zna) +1722} dray ay 


anschreiben. Nach einem bekannten Satze kann jetzt 


w(zyz) 
K (xyz, Ene, a) Vo( (zy2) +3 


nur einfache Pole haben. Gleiches gilt also von K(xryz, én, A). 

Weiter mu8, um die Partialbruchzerlegung durchzufiihren, bewiesen 
werden, daB die linke Seite der Cauchyschen Gleichung nach Null strebt 
fiir n—+ co. 

Hierzu geniigt es, zu zeigen, daB die Entwicklung 


K(xyz,ént, y= 2H 
t=1 

fiir |4|—-co zu Recht besteht. Denn, da in der Cauchyschen Gleichung 
|4| innerhalb &, liegt, ist |4|—+co identisch mit n—+co. Das asymptotische 
Bestehen der letzten Gleichung zieht also das Verschwinden der linken 
Seite in Cauchys Formel fiir n—+co nach sich. Wir haben aber oben 
gezeigt, daB die Entwicklung von K fiir |4|—+oo in (13) tibergehen muB, 
womit die allgemeine Existenz der zuletzt angeschriebenen Entwicklung 
fiir K bewiesen ist”). 








*) Das Verschwinden der linken Seite der Cauchyschen Gleichung fiir n> co 
und somit |~|-—+ oo, das den Kernpunkt unserer Uberlegung bildet, la8t sich einfach 
direkt folgendermaBen beweisen. 


Fiir | «| 00 schlieBt man aus Gleichung (12): 


lim K(eystn tn) = K* (ay stncu){1+0 |e #\, 
M 
wo K* die im Text angegebene Bedeutung hat. 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf nichster Seite.) 
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II. Bilinearformeln und Entwicklungssatz. 


Zur Berechnung von R(A,) tiberlegen wir, da8 nach der Fredholmschen 
Theorie K(zyz,&nl,4) gegeben ist durch den Quotienten zweier ganzer 
transzendenter Funktionen von 4, wobei der Nenner nur von / abhingt. 
Fiir 4—+A, strebt dieser Nenner wie 4,;— 4 nach Null, woraus hervorgeht, 
daB das Residuum R(A;) von K fiir 4—-A, bestimmt wird durch die zur 
Gleichung (12) gehérige homogene Integralgleichung. 

Da G(xyz,&n¢) ein reeller symmetrischer Kern ist, miissen auch 
K(xyz,&nl,d) und R(xyz,&nl,A,) symmetrisch in xyz und §¢ sein. 
Dann folgt aber, daB die Gleichung 


R(xyz, él, 4) =ASSf@(xyz, 293) 0(z93) R(x94,En6, a) 
< drdyds +7 V4, SI f@(xyz, x95) w (x93) R(x93, E06, a)-drdydy 
nur die Lésungen 

R (xyz, EC, d,) = ¢,v,(ryz) (FC), 
wo v,; Eigenfunktionen von (3) sind, haben kann. Unsere noch iibrig- 
bleibende Aufgabe ist jetzt, die Koeffizienten c,, die fiir jedes endliche j,; 
notwendig beschrankt sind, zu berechnen. 

Indessen werden wir zunachst den Entwicklungssatz erledigen und erst 
ganz zuletzt die Berechnung von c,, bei der man vorteilhaft vom Ent- 
wicklungssatz Gebrauch machen kann, vornehmen. 

Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen kann dahin zusammen- 
gefaBt werden, da die verallgemeinerte Greensche Funktion K(x yz,&nC, A) 
der Gleichung (1a) in eine konvergente bilineare Reithe 
(14) K(xyz, Ent, a) = dy ewes a (Ene) 


AA 





é 





Fir K* gilt aber wegen des Bestehens der konvergenten Bilinearreihe (13) sicher: 


* . 
lim fF eptbri ay <0, 
n> A—p 
kn 
Folglich ist auch 


. 4 
en ye iegstee) 4. me Qe tle Dane, aaa 
n-> co A— n> oo A—u 


kn kn 


Ich méchte hier bemerken, daB dieses asymptotische Verschwinden des Kontur- 
integrales den Schliissel enthalt zur Erweiterung des sogenannten Heavisideschen 
Theorems auf kontinuierliche Systeme, welche von T.J.I’A. Bromwich in seiner be- 
kannten Arbeit ,Normal Coordinates in Dynamical Systems“ (Proc. London Mathem. 
Soc. (2) 15 (1916), 8.420) auf anderem Wege versucht worden ist, aber nach seiner 
eigenen Angabe sogar fiir eine Dimension nicht streng durchgefihrt werden konnte. 








=o 


(1 
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nach den Higenfunktionen von (3) entwickelt werden kann. Insbesondere 
besagt (14), daB fiir die Greensche Funktion G(xyz,&nl) im gewdhn- 
lichen Sinne auch bei Higenwertproblemen mit Dampfung die Formel 


(15) G(wyz, Ent) — dy eeeuednEne) 
‘ 





Ay 


gilttg ist, wo v;, und i, Eigenfunktionen und Higenwerte von (3) dar- 
stellen *). 

Wenn man fiir die Gleichung (1a) mit w = 0 beweisen kénnte, daB (13) 
und die hieraus fiir 4 = 0 hervorgehende Bilinearreihe fiir G gleichmadpig 
konvergieren, wiirde durch unsere Uberlegungen auch die gleichmaBige 
Konvergenz von (14) und (15) folgen. Da aber die gleichmaBige Kon- 
vergenz von (13) fiir mehr als eine Dimension nicht bewiesen ist, kénnen 
wir auch nur auf die gleichmaSige Konvergenz von (14) und (15) fiir eine 
Dimension schlieBen*). 

Die Aufgabe, eine Funktion F nach den Eigenfunktionen von (3) zu 
entwickeln, laBt sich lésen, wenn fiir F die Operation: 


L{F)+ioeF+jViwF=—f 


zu einer Funktion f fiihrt, die, mit einer Eigenfunktion v, yon (3) multi- 
pliziert und iiber das ganze Gebiet integriert, fiir jedes ¢ ein beschrinktes 
Ergebnis liefert: 


SSS t(ayz)v,(xyz) da dy dz| < M. 
Dies ist insbesondere erfiillt, wenn f selber beschrankt, also F zweimal 
stetig nach xyz differenzierbar ist. 

Fiir eine solche Funktion F kann man mit Hilfe von K schreiben: 
(17) F(xyz)—SffK(xyz,én0,a)f(ént) de dnat = Sy ahny®) 
mit ‘ 

i= SSS tleyz) v,(xyz)dadydz. 
Die Rechtfertigung der gliedweisen Integration von (14) muB, da die 


gleichmaBige Konvergenz von (14) nicht feststeht, indirekt stattfinden, 
dadurch, daB die gleichmaBige Konvergenz von (17) bewiesen wird. 


*) Fir mehr als eine Dimension konvergieren die Reihen (14) und (15) nicht 
mehr fiir c=, y=, z=€. 


®) Wohl beweist man leicht, daB die Lésung von (12) sich in eine absolut und 
gleichmaéBig konvergente Reihe: 


K(2y2,§n£,1)=G(2yz, Enc)+a Dy AGH) mene) 
‘ 


entwickeln 1a8t, wo v, und 4, Eigenfunktionen und Eigenwerte von (3) sind. 
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Hierzu iiberlegen wir wieder, daB die Eigenfunktionen v; und Eigen- 
werte 4; von (la) fiir ¢ + co im jene von (4) tibergehen mit einem Fehler 
der Ordnung ja-4). Die Reihe: 


fi" vf (xyz) 
17 F= ; 
ate) S GSTS e(wh)*dzdy dz 





L{|F)=—f"; F= fff @(ayz, Eng) f*(Enl) dédndt; 
fe = SSS t* (xyz) v; (xyz) dxdydz 


und »; und 4," Eigenfunktionen und Eigenwerte von (4) sind, konvergiert 
absolut und gleichmaBig. Hieraus schlieBen wir auf die absolute und gleich- 
maBige Konvergenz von (17) fiir jedes endliche 4. Andrerseits ist (17) 
nichts anderes als die Cauchysche Partialbruchzerlegung von F, so dab 
wit bewiesen haben, daf jede zweimal stetig differenzierbare Funktion F 
in eine absolut und gleichmapig konvergente Reithe nach den Eigenfunk- 
tionen v, von (1a), (2) entwickelt werden kann gemaf (17). 

In Fabers friiher erwahnter Arbeit steht in (17) in unsrer Bezeichnung 
4, — Ya im Nenner und dementsprechend etwas andere c,, die aber J nicht 
enthalten. Obwohl Fabers Form der unsrigen Aquivalent ist, erlaubt sie 
nicht, den Sabineschen Satz unmittelbar einzusehen, im Gegensatz zur 
vorliegenden. 

Die Gleichung (17) geniigt, die in der mathematischen Physik bei 
Anfangsaufgaben und linearen nicht homogenen Randaufgaben (erzwungene 
Schwingung) auftretenden Entwicklungsfragen zu erledigen, 

Bei der Berechnung von c¢,, die wir zum Schlu8 dieses Abschnittes 
vornehmen, machen wir von (16) Gebrauch und schreiben v,; an die Stelle 
von F: 


L{v,) +4e0,+ 5 fiwo,=—f=(4—4)on4+i(~a— Va,) we, 
wodurch in (17) die GroBen f, 


f= (4 — {SSS evi dadydz + i SIJ wo} dady de} 





yi+ Var 
werden. Hiernach lassen wir 4 sich dem Werte 4; unbeschrinkt nahern: 
is, 


wodurch alle f, nach Null streben. Aus (17) erhellt, daB alle Reihen- 
glieder verschwinden, auBer dem Gliede mit dem Zeiger ¢, so daB (17) 
sich schreibt: 


(18) = et [Sf oot dedyds + 7 Sffwoldedy ds}. 








(14 


bk 
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Aus (18) geht sofort hervor: 
. ~% 
(19) om { Sif evidadyds + SiS wot de dyads} , 


womit der noch fehlende Koeffizient in der Entwicklung (14) gefunden ist. 
Die entstehende Reihe (14), (19) erlaubt, nachtriglich den bereits 

friiher aus (12) gezogenen Schlu8 zu verifizieren, nachdem die Entwicklung 

(14) von K asymptotisch in die Entwicklung (13) von K* iibergeht. 


IV. Uber die Akustik groBer Raume. 


Experimentell werden die akustischen Verhiltnisse von Raumen oft 
durch die Nachhalldauer charakterisiert. Diese ist gegeben durch die Zeit, 
welche die Schallintensitaét in einem bis zum stationiren Zustand mit einem 
Ton, dessen Wellenlainge klein ist gegeniiber den Raumdimensionen, ange- 
blasenen Raume braucht, um bis zur Hoérbarkeitsschwelle herabzusinken. 
Die Messungen werden dahin reduziert, daB im Ergebnis die Anfangsinten- 
sitat ein bestimmtes Vielfaches, etwa das Millionenfache der Schwellen- 
intensitat. betrigt. Sabines in der Einleitung erwahnte Satz besagt, daB 
die so gemessene Nachhalldauer in geniigend groBen Raumen nur von der 
gesamten Oberflache des dampfenden Materiales, jeweils mit einer Dampfungs- 
konstanten multipliziert, und dem Volumen abhangt, und zwar der zuerst 
genannten GréBe umgekehrt, der zuletzt genannten direkt proportional ist, 
Diesen Satz beabsichtige ich hier im Limes, fiir ein Verhiltnis der erregenden 
Wellenlinge zu Raumdimensionen, das nach Null strebt, abzuleiten. 

In Raumen ist bei akustischen Problemen, wie eben erwahnt, die 
Dampfung nicht stetig tiber das ganze Gebiet verteilt, sondern nur an der 
Gebietsbegrenzung vorhanden. Unsre erste Aufgabe ist, zu untersuchen, 
wie eine solche Dampfungsverteilung sich in unsren Formeln kundtut. 

Zunichst zeigt die Betrachtung etwa der Courantschen Ableitung von 
(6), (8) und (10), daB ein Parameter in den Randbedingungen, also ein 
Abandern von (2) in irgendwelche andere homogene Randbedingungen, 
keinen Einfiu8 auf diese asymptotische Schitzung hat. 

Folglich kann auch die Ableitung von (7), (9) und (11) in derselben 
Weise wie oben durchgefiihrt werden und mu8 nachtriglich in diesen 
Formeln durch einen GrenzprozeB, der Poincarés ,Méthode de Balayage“ 
fiir Potentialaufgaben nachgebildet ist, dem Umstand Rechnung getragen 
werden, daB w im Raume iiberall verschwindet, wihrend doch # endlich 
bleibt. 

Man kann dies einfach dadurch erreichen, daB etwa das Raumintegral 


im Zahler von (11) auf ein zwischen der Grenze und einer sich der Grenze 
Mathematische Annaler, 108. 4 








682 M. J. O. Strutt. 


eng anschmiegenden Flache eingeschlossenes Gebiet erstreckt wird. Ist dn 
das Laingenelement normal zu diesen Flachen, df das Element der Flachen 
selber, so schreibt sich das genannte Integral: 


SSarfan®)/*. 


Labt man die zwei Flachen geniigend eng zusammenriicken, so sind im 
Intervall senkrecht zu und zwischen diesen Flichen 9 und p konstant. 
Wir machen nun auch w in diesem Intervall konstant und gleich 


r 
e ? 


wenn ¢ den senkrechten Abstand bei den Flachen bezeichnet?®). Durch 
diese Schreibweise findet man an Stelle von (11): 


ifsvex 

af ; 

(11a) lim p = — 5-552 P +0(2*). 
ms {fee \¥ de dydz 


Analoge Gleichungen wie (11a) lassen sich im ein- und zweidimensionalen 
Fall anschreiben. 

SchlieBlich méchte ich noch bemerken, daB w und r beliebige be- 
schrankte fiir groBes |4| schwach verinderliche Funktionen von / sein 
kénnen, ohne daB sich an den vorhergegangenen Uberlegungen etwas Wesent- 
liches andert. Hierdurch sind wir im akustischen Problem in der Lage, 
irgendeine passende Annahme iiber die Art der Dampfung zu machen; z. B. 
fallt die Dampfung an porésen Wanden in den Bereich unsrer Formeln. 

Zum Beweis des Sabineschen Satzes ist es zunichst notwendig, die 
stationire in einem Raume sich unter der Einwirkung einer rein periodi- 
schen Schailquelle einstellende Amplitude des Geschwindigkeitspotentiales ® 
zu berechnen. Hierzu haben wir die Differentialgleichung: 


L(®]+i9®+j jiwd =—F, 


wo F die Quellenverteilung reprisentiert und w das oben besprochene 
Verhalten zeigt, etwa unter der Randbedingung (2) zu lésen. Die stationire 
®-Amplitude ergibt sich hierbei aus der Entwicklungsformel (17) des 
vorigen Abschnittes zu 


® = S724EY) SF f Po,dedyde. 





10) Dieses Unendlichwerden von w hat auf die Schitzung (3a) keinen EinfiuB, 
da dort nur das Integral iiber w in Frage kommt. 
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Zieht man noch die Zeitabhingigkeit des Geschwindigkeitspotentiales 
sowie der erregenden Quellenverteilung: 


@, = De-iVit, 
Fy = Fe-svit 


in Betracht, so ergibt sich fiir ®, und ae zur Zeit t = t,: 





_ain WO alsS[ Pudzdydz 
(),..,= e vin» ‘ — v;(xyz); 
(20) : 
. - - “Wo + , F, 
(2%) = — j VaeWVite 5)" v,(ayz). 
Ob / tat, -— 


Zur Zeit t= t, soll die erregende Quelle ihre Tatigkeit einstellen. Dann 
bestimmt sich das Abklingen von ®, in der Folgezeit aus 


(21 ) ®, — P A, v; (xyz) e Pits xi) (t—t,) + a B; vf (xyz) eFi-) aj) (tbo) | 
‘ ‘ 
(Stern bedeutet konjugiert komplexen Wert.) 


Die Koeffizienten A; und B; sind aus den Anfangsbedingungen (20) zu 
berechnen. 

Mein Ziel ist, zu zeigen, daB alle A; und B, unterhalb einem gewissen, 
sehr groBen Indexwert ¢ beliebig wenig von Null verschieden sind, falls 
|4|—» co wiichst. Wenn dies der Fall ist, zeigt (21), daB das Abklingen 
von ®,, da £; fiir ¢ —-- co von ¢ unabhingig wird und durch (11) bzw. (11a) 
gegeben ist, in einem durch die zuletzt genannten Gleichungen bestimmten 
Tempo stattfindet, d.h. nur vom Raumvolumen und vom Dampfungs- 
integral in der vom Sabineschen Satze geforderten Weise abhingt. Andrer- 
seits ist klar, daB A, und B; die eben genannte Bedingung erfiillen, wenn 
in beiden Gleichungen (20) die Koeffizienten von v,; unterhalb einem ge- 
wissen, sehr groBen ¢ absolut beliebig klein werden fiir |4| —+ co. Zunichst 
ist hierzu notwendig, von der Quellenverteilung F zu fordern, daB die 
Integrale 

| SSS F (xyz) v,(xyz) dadydz| 


fiir beliebiges ¢ unterhalb einer festen Schranke M bleiben. Unter dieser 
Voraussetzung erfiillen aber, wie sofort ersichtlich, die Koeffizienten von v; 
in (20) die eben genannte Bedingung, denn 








weichen fiir |4|—+ co bis zu einem festen, sehr groBen 7 beliebig wenig 
von Null ab. 


Der Sabinesche Satz ist hiermit asymptotisch ais richtig nachgewiesen. 
44* 
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Es ist klar, daB sich dem Sabineschen nachgebildete Satze in der 
Elektrodynamik und der Mechanik formulieren lassen. Allgemein kann 
man sagen: 

Wird ein in bezug auf ,,elastische“ Higenschaften homogenes Konti- 
nuum, dessen freie Schwingungen durch (1) beschrieben werden, bis zum 
stationdren Zustand durch eine periodische Quelle zu Schwingungen an- 
geregt, derart, daB die gréBte Wellenlange noch klein zur gréBten Higen- 
wellenlange des Kontinuums ist, so ist die vom Augenblick des Aussetzens 
der Quelle gemessene Abklingungszeit der gesamten Dampfung umgekehrt, 
dem Volumen direkt proportional und unabhdngig von der Gestalt des 
Kontinuums, der Art der Quelle, des Ortes der Messung und von dem 
erregenden Tone. 

Der Satz la8t sich auch beweisen fiir Kontinua mit Gleichungen vierter 
Ordnung (Platte). 

Ein dhnlicher Satz gilt beim Wecken eines Systems aus dem Ruhe- 
zustande durch eine periodische Quelle hoher Frequenz. Der Anlaufvorgang 
ist dabei dem Abklingungsvorgang komplementar. 


Eindhoven (Niederlande), Januar 1929, 
Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken. 


(Eingegangen am 22. 2. 1929.) 














Auf die Riemann-Metrik und den Fern-Parallelismus 
gegriindete einheitliche Feldtheorie. 
Von 
A. Einstein in Berlin. 


In der folgenden Arbeit soll die von mir seit einem Jahre entwickelte 
Theorie so dargestellt werden, da8 sie von jedem Kenner der allgemeinen 
Relativitatstheorie bequem verstanden werden kann. Die folgende Dar- 
stellung ist nétig, weil die Lektiire der friiheren Arbeiten durch seither 
gefundene Zusammenhinge und Verbesserungen unnétigen Zeitverlust be- 
dingen wiirde. Der Gegenstand ist so dargestellt, wie es mir fiir ein be- 
quemes Eindringen am zweckmaBigsten erscheint. Insbesondere durch die 
Herren Weitzenbéck und Cartan erfuhr ich, daB die Behandlung von Kon- 
tinua der hier in Betracht kommenden Gattung an sich nicht neu sei. 
Herr Cartan war so freundlich, eine Abhandlung iiber die Geschichte des 
hier in Betracht kommenden mathematischen Gegenstandes zu verfassen, 
damit durch sie der Inhalt meiner Darstellung erginzt werde; dieselbe ist 
in dieser Zeitschrift unmittelbar nach der meinigen abgedruckt. Ich sage 
Herrn Cartan auch an dieser Stelle fiir seinen wertvollen Beitrag meinen 
besten Dank. Was an der vorliegenden Abhandlung das Wichtigste und 
jedenfalls neu ist, das ist die Auffindung der einfachsten Feldgesetze, welchen 
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Fern-Parallelismus unterworfen 
werden kann. Auf die Frage der physikalischen Bedeutung der Theorie 
gehe ich nur kurz ein. 


§ 1. 
Die Struktur des Kontinuums. 

Da die Dimensionszah]l in den folgenden Uberlegungen keine Rolle 
spielt, legen wir ein n-dimensionales Kontinuum zugrunde. Um den Tat- 
sachen der Metrik und der Gravitation gerecht zu werden, nehmen wir 
die Existenz einer Riemann-Metrik an. In der Natur existieren aber auch 
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die elektromagnetischen Felder, welche durch die Riemann-Metrik nicht 
dargestellt werden kénnen. Es entsteht die Frage: Wie kénnen wir unserem 
Riemannschen Raume in logisch natiirlicher Weise noch eine weitere Struktur 
zuschreiben, derart, daB das Ganze einheitlichen Charakter hat? 

Das Kontinuum ist in der Umgebung jedes Punktes P (pseudo-)euklidisch. 
Es existiert in jedem Punkte ein lokales kartesisches Koordinatensystem 
(bzw. orthogonales n-Bein), in bezug auf welches der pythagoreische Satz 
gilt. Die Orientierung dieser n-Beine spielt in einer Riemannschen Mannig- 
faltigkeit keine Rolle. Wir wollen nun annehmen, da8 zwischen diesen 
elementaren euklidischen Raumen auch noch eine Richtungsbeziehung 
herrscht. Wir wollen annehmen, da8 es vermége der Raumstruktur wie 
in der euklidischen Geometrie sinnvoll sei, von einer Parallel-Orientierung 
simtlicher lokaler n-Beine zu sprechen (was in einem Raume mit nur 
metrischer Struktur sinnlos wire). Wir denken uns die orthogonalen n-Beine 
im folgenden stets in Parallel-Orientierung. Die an sich willkiirliche 
Orientierung des lokalen n-Beines in einem Punkte P bestimmt dann die 
Orientierung der lokalen n-Beine in allen Punkten des Kontinuums ein- 
deutig. Unsere Aufgabe besteht nun zunichst darin, ein solches Kontinuum 
mathematisch zu beschreiben, sodann aber darin, die einfachsten be- 
schrinkenden Gesetze aufzustellen, welchen ein solches Kontinuum unter- 
worfen werden kann. Wir tun dies in der Hoffnung, so die allgemeinen 
Naturgesetze abzuleiten, wie die friihere allgemeine Relativitatstheorie dies 
fiir die Gravitation unter Zugrundelegung einer blo8 metrischen Raum- 
struktur versucht hat. 


§ 2. 


Mathematische Beschreibung der Raumstruktur. 


Das lokale n-Bein besteht aus n aufeinander senkrechten Einheits- 
vektoren, deren auf ein beliebiges GauSsches Koordinatensystem bezogene 
Komponenten h,” seien. Hier wie immer soll ein unterer lateinischer Index 
die Zugehérigkeit zu einem bestimmten Bein des n-Beins, ein griechischer 
Index je nach seiner oberen oder unteren Stellung den kontravarianten bzw. 
kovarianten Transformationscharakter der betreffenden GréBe beziiglich einer 
Anderung des GauSschen Koordinatensystems zum Ausdruck bringen. 

Die allgemeine Transformationseigenschaft der h,” ist folgende. Dreht 
man alle Lokalsysteme bzw. n-Beine in gleicher Weise, was ja erlaubt ist, 
und fiihrt man zugleich ein neues GauSsches Koordinatensystem ein, so 
besteht zwischen den neuen und alten h,” das Transformationsgesetz 


(1) AY wae k®, 


2 st O2% 
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wobei die konstanten Koeffizienten «,, ¢im orthogonales System bilden: 
1, wenn a=b, 
0, wenn a+b. 


9 =_ 
(2) «,,%, =e 


w “,,=9,,= 


as ab 


Das Transformationsgesetz (1) la8t sich ohne weiteres auf Gebilde verall- 
gemeinern, deren Komponenten beliebig viele lokale und Koordinaten- 
Indizes haben. Solche Gebilde nennen wir Tensoren. Hieraus ergeben sich 
die algebraischen Gesetze der Tensoren unmittelbar (Addition, Multiplikation, 
Verjiingung nach lateinischen und griechischen Indizes). 

Die A,” nennen wir die Komponenten des Fundamentaltensors. Hat 
ein Vektor im Lokalsystem die Komponenten A,, beziiglich des GauBschen 
Systems die Koordinaten A’, so gilt nach der Bedeutung der h,”: 


(3) A’ =h,’ A, 
oder nach den A, aufgelést — 
(4) A,=h,,A’. 


Der Tensorcharakter der normierten Unterdeterminanten h,, der h,” ergibt 
sich aus (4). hA,, sind die kovarianten Komponenten des Fundamental- 


avr 


tensors, Zwischen den h,, und h,” gelten die Beziehungen 


; ,»{=1, wenn w—*», 

(5) h,,h, =4, 

—_. =0, wenn uw+y7, 
(6) h,,, ry” =4,,- 
Wegen der Orthogonalitat des Lokalsystems gilt fiir den Betrag des Vektors 
(6) A* = A. =h,,h,, A" A” =9,,A" A’; 
also sind 
(7) Ir = hh, 


die Koeffizienten der Metrik. 

Der Fundamentaltensor gestattet (vgl.(3) und (4)), lokale Indizes in 
Koordinatenindizes zu verwandeln und umgekehrt (durch Multiplikation 
und Verjiingung), so da8 es nur eine Formfrage bedeutet, mit Tensoren 
welchen Indexcharakters man operieren will. 

Es ist klar, daB auch die Beziehungen gelten 


(3a) A, =h,,A,, 
(4a) A, =h,’ A,. 

Es gilt ferner die Determinanten-Relation 
(8) 9=|9ox|=| ho! =A", 


so daB die Invariante des Volumelementes ¥g dr die Form hdr annimmt. 
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Dem besonderen Charakter der Zeit wird bei unserem 4-dimensionalen 
Kontinuum von Raum und Zeit am bequemsten dadurch Rechnung ge- 
tragen, daB die x‘-Koordinate (sowohl lokal als allgemein) rein imaginir 
genommen wird und ebenso alle Tensorkomponenten mit einer ungeraden 
Zahl von Indizes 4. 


§ 3. 
Differentialrelationen. 


Bezeichnen wir mit 6 den Zuwachs, den die Komponenten eines Vektors 
oder Tensors bei ,,Parallelverschiebung“ im Sinne von Levi-Civita beim 
Ubergang zu einem unendlich benachbarten Punkte des Kontinuums er- 
fahren, so ist nach dem obigen 


(9) 0=44,=6(h,, A") = 4(h," 4,). 
Die Auflésung der Klammern ergibt 
h,,6A* + A*h,, ,d2° =0, 
h, dA, + Ah,” ,d2*° =0, 


wobei das Komma im zweiten Gliede gewdhnliche Differentiation nach 2x° 
bedeutet. Durch Auflésen dieser Gleichungen erhailt man 


(10) 6A° = — A" 4°, 52°, 
(11) 6A,= A,4,*,d2°, 
wobei gesetzt ist 

(12) Ap ah,’ hy, p= —h,,h,” g- 


(Die letzte Umformung beruht: auf (5).) 

Dies Gesetz der Parallelverschiebung ist im Gegensatz zur Riemann- 
Geometrie im allgemeinen nicht symmetrisch. Ist es symmetrisch, so be- 
steht die euklidische Geometrie; denn man hat dann 


4,"s _ 4,". =0 
oder 
h,. p—hip.. =9- 
Dann ist aber 
: aoe 
sa Oa 


Wahit man die y, als neue Variable 2;, so ist 
(13) h,., “ 6,4) 
was die Behauptung beweist. 
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Kovariante Differentiation. Die lokalen Komponenten A, eines 
Vektors sind invariant beziiglich einer beliebigen Koordinatentransformation. 
Daraus folgt sofort der Tensorcharakter der Differentialquotienten 


(14) A, 
Ersetzt man dies auf Grund von (4a) durch 
(h,° A,) 4» 


so ergibt sich hieraus der Tensorcharakter von 
h,°A, ,.+A,h,° 


o’"s ,a? 


also auch (nach Multiplikation mit 4,,) von 
A, +A,h,” h 


o's 6" 0 
und von 


A., iad A, h, —_ 


A... ™ A, 4’. . 
Dies bezeichnen wir als kovariante Ableitung (A,,) von A. 
Wir haben so als Gesetz der kovarianten Differentiation 


(15) A,,, = 4,,— 4,4," 


o;t aor 


oder gem&B8 (16) von 


gewonnen. Analog folgt aus (3) auch die Formel 

(16) A’,, =A° ,+A°4,",. 

Nun ergibt sich analog das kovariante Differentiationsgesetz fiir beliebige 
Tensoren. Wir erlautern es durch das Beispiel: 


(17) Ane 4enet 4ee4ce—AaX%e 

Da sich vermittels des Fundamentaltensors h,* lokale (lateinische) Indizes 
in Koordinaten- (griechische) Indizes umwandeln lassen, so steht es frei, bei 
der Formulierung irgendwelcher Tensorbeziehungen die lokalen oder die 
Koordinaten-Indizes zu bevorzugen. Ersterer Weg wurde von den italienischen 
Kollegen (Levi-Civita, Palatini) bevorzugt, waihrend ich mich vorzugsweise 
der Koordinatenindizes bedient habe. 

Divergenz. Durch Verjiingung des kovarianten Differentialquotienten 
erhalt man wie in dem auf die Metrik allein gegriindeten absoluten Differential- 
kalkiil die Divergenz. Z.B. erhailt man aus (21) durch Verjiingung nach 
den Indizes o und o den Tensor 

A,, = hn eo 
In friiheren Arbeiten habe ich noch andere Divergenzoperatoren eingefiihrt, 
bin aber davon abgekommen, jenen Operatoren eine besondere Bedeutung 
zuzuschreiben. 
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Kovariante Differentialquotienten des Fundamentaltensors. 
Man findet aus den abgeleiteten Formeln leicht, daB die kovarianten Ab- 
leitungen und Divergenzen des Fundamentaltensors verschwinden. Es ist z. P. 


(18) _ = Se + h,* 4,", = 6,, (Ay tr - h,’ 4," ,) 


= h, (h,, ~~ +A," )= h,* ( —A,",+4,",) =9. 
Analog beweist man auch 
(18a) ho’. Ine: = 9- 
Ebenso verschwinden natiirlich die Divergenzen h,’., und g“’.,. 


Differentiation von Tensorprodukten. Wie in dem gelaufigen 
Differentialkalkiil 148t sich der kovariante Differentialquotient eines Tensor- 
produktes aus den Differentialquotienten der Faktoren ausdriicken. Sind 
S° und 7° Tensoren von beliebigem Indexcharakter, so ist 


(19) S. 2. ) OE nnd. EE. o®, * 


Hieraus und aus dem Verschwinden des kovarianten Differentialquotienten 
des Fundamentaltensors folgt, daB man diesen nach Belieben mit dem 
Differentiationszeichen (;) vertauschen kann. 


»Kriimmung“. Aus der Hypothese des ,,Fern-Parallelismus“ bzw. aus 
Gleichung (9) ergibt sich die Integrabilitat des Verschiebungsgesetzes (10) 
bzw. (11). Daraus folgt 


(20) O=—45,.=—4,,4+46, 1445.45, — 45,4.) 


Diese Bedingungen miissen die 4 erfiillen, damit sie sich gemaB (12) durch 
die GréBen A ausdriicken lassen. Man sieht aus (20), daB die gesetzliche 
Charakterisierung bei einer Mannigfaltigkeit der hier betrachteten Art eine 
ganz andersartige sein mu8 als gemaB der friiheren Theorie. Zwar existieren 
gemaB der neuen Theorie alle Tensoren der friineren Theorie, im besonderen 
auch der aus den Christoffel-Symbolen gebildete Riemanusche Kriimmungs- 
tensor. Aber es existieren gemi8 der neuen Theorie einfachere und naher- 
liegende tensorielle Bildungen, welche bei der Formulierung der Feldgesetze 
herangezogen werden kénnen. 


Der Tensor A. Differenzieren wir einen Skalar y zweimal kovariant, 
so erhalten wir gemaB (15) den Tensor 


P o,: oo 7 a 4. 
Durch Vertauschen von o und 1 entsteht ein neuer Tensor und durch 
Subtraktion beider der Tensor 


—(4* .4* ). 








> ee ee) ae | 


a 


al: 
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Hieraus folgt sofort der Tensorcharakter von 
(21) kA _ 4... a yh 
Es existiert also gemaB dieser Theorie ein Tensor, der nur die Komponenten h,, 
des Fundamentaltensors und dessen erste Differentialquotienten enthalt. DaB 
sein Verschwinden die Giiltigkeit der euklidischen Geometrie zur Folge hat, 
wurde schon friiher bewiesen (vgl. (13)). Eine naturgemiBe gesetzliche Be- 
stimmung eines derartigen Kontinuums wird also in Bedingungen fiir diesen 
Tensor bestehen. 

Durch Verjiingen des Tensors A entsteht der Vektor 


(22) Po aes Ase 


von dem ich friiher annahm, daB er in dieser Theorie die Rolle des elektro- 
magnetischen Potentials spiele. Von dieser Auffassung bin ich aber neuer- 
dings abgekommen. 


Vertauschungsregel der Differentiation. Differentiiert man einen 
beliebigen Tensor 7’ zweimal kovariant, so gilt die wichtige Vertauschungsregel 


(23) 2. se: 2: ane ™ — TA. 


Beweis. Ist 7 ein Skalar (Tensor ohne griechischen Index), so folgt 
der Satz miihelos aus (15). Auf diesen Spezialfall wollen wir den all- 
gemeinen Beweis des Satzes griinden. 

Wir bemerken hierzu zunichst, daB es gemaiB der hier behandelten 
Theorie Parallel-Vektorfelder gibt. Es sind dies Vektorfelder, welche in 
allen Lokalsystemen dieselben Komponenten haben. Ist (a*) bzw. (a,) ein 
solches Vektorfeld, so erfiillt es die Bedingung 


a* ,.=0 baw. a,.,=0, 


wie leicht zu beweisen ist. 

Unter Benutzung solcher Parallel-Vektorfelder la8t sich die Ver- 
tauschungsregel ohne Miihe auf diejenige fiir einen Skalar zuriickfiihren. 
Wir fiihren der einfachen Schreibweise wegen den Beweis fiir einen Tensor 7” 
mit nur einem Index. Ist g ein Skalar, so folgt aus den Definitions- 
gleichungen (16) und (21) zunichst 

P 563% Fry PY -2:6 S= ?P .« y a 
Setzen wir in diese Gleichung fiir gy den Skalar a, 7” ein, wobei a, ein 
Parallel-Vektorfeld ist, so lat sich bei jeder kovarianten Differentiation a, 


mit dem Differentiationszeichen vertauschen, so daB a, in allen Gliedern 
als Faktor erscheint. Man erhalt also 


(Me — Tce tT’. 4,,) 0, = 9. 
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Da diese Identitat fiir beliebige Wahl von a, an einer ins Auge gefaBten 
Stelle bestehen mu8, so folgt das Verschwinden der eckigen Klammer, 
womit der Beweis geliefert ist. Die Verallgemeinerung auf Tensoren mit 
beliebig vielen griechischen Indizes liegt auf der Hand. 


Identitaten fiir den Tensor A. Addiert man die drei Identitaten, 
welche aus (20) durch zyklische Vertauschung von x, A, u hervorgehen, so 


ergibt sich durch passende Zusammenfassung der Glieder mit Riicksicht 
auf (21) zunichst 


= (Ay a Aaa + A,".a) + (4,', A,’, + 4S; r + al A,”,) . 


Diese Identitaét formen wir dadurch um, da8 wir statt der gewdhnlichen 
Ableitungen des Tensors A die kovarianten Ableitungen einfiihren (ge- 
m&B (17)); wir erhalten so die Identitat 


(24) 0= (Ay + - . Ay ;1) i (An A,’ v A; as + bin A,",). 
Sie ist die Bedingung dafiir, daB sich die A in der angegebenen Weise 
durch die A ausdriicken lassen. 


Durch Verjiingen dieser Gleichung nach den Indizes « und wu erhilt 
man ferner die Identitat 


0 = i + Pi: x cat, Pua Sees Pa A,, 
oder 


(25) A 0 = Put — Pi.n? 
wobei y, die Abkiirzung fiir A,*, ist (22). 


§ 4. 
Die Feldgleichungen. 


Die gesuchten einfachsten Feldgleichungen werden Bedingungen sein, 
denen der Tensor A,“, zu unterwerfen ist. Da die Zahl der h-Kom- 
ponenten n* ist und von diesen wegen der allgemeinen Kovarianz n un- 
bestimmt bleiben miissen, so wird die Zahl der voneinander unabhangigen 
Feldgleichungen n* — n sein miissen. Andererseits ist klar, daB eine Theorie 
desto befriedigender ist, je mehr sie die Méglichkeiten einschrinkt (ohne 
mit Erfahrungen in Widerspruch zu treten). Die Zahl Z der Feldgleichungen 
soll also méglichst groB sein. Ist Z die Zahl der zwischen diesen be- 
stehenden Identitéten, so mu8 Z— Z gleich n* — n sein. 

GemaB8 der Vertauschungsregel der Differentiation ist 


(26) A yysa— Agree — Aprie Ae, = 0- 


Be %e 
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Hierbei bedeuten die Striche unter einem Index das ,Heraufziehen“ bzw. 
» Herunterziehen“ eines Index, also z. B. 


Ay", = A,",9°" 9", 
a 6 
4,5, = A, Gap 


Die Identitaét (26) schreiben wir nun in der Form 


(26a) gre. — Fe’ +A a 1 = 0, 

wobei gesetzt ist 

(27) G"* = Be ove — ye he 

(28) Fe’ = A.*...: 

Nun setzen wir als Feldgleichungen an: 

(29) G** — 0, 

(30) F** —0. 

Diese Gleichungen scheinen eine unerlaubte Uberbestimmung zu enthalten. 


Denn ihre Anzahl ist n? 4+ 2e— | wahrend von ihnen vorlaufig nur 


bekannt ist, daB sie den n Identitaéten (26a) geniigen. 
Aus der Identitét (25) in Verbindung mit (30) geht aber hervor, 
daB die m, von einem Potential ableitbar sind. Wir setzen demgema8 








(31) F =, —78¥ —0. 


ox™ 
(31) ist mit (30) véllig aquivalent. Die Gleichungen (29), (31) sind zu- 
sammen n* -+- n Gleichungen fiir die n* +- 1 Funktionen h,, und y. Zwischen 
diesen Gleichungen besteht aber auBer (26a) noch ein weiteres System 
von Identitaéten, das wir nun ableiten wollen. 
Bezeichnet G“* den antisymmetrischen Teil von G“*, so erhalt man 
durch unmittelbares Ausrechnen aus (27) 


(32) 2G = — 8,",,,+35,,45,—-35,, 4.5, + 8", 
wobei zur Abkiirzung der in allen Indizes antisymmetrische Tensor 

(33) 8,", 4 A,’ 7 A,’, > Ay, 

eingefiihrt ist. Durch Auspehnee des cnten Gliedes von (32) ergibt sich 
(34) sgh @ — 8, ~ 840+ ae 


Nun ist aber mit Riicksicht auf die Definition von F, (31) 





4,.> 4,,= AY ,= o, = F, + *s¥ 


ox? 
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oder 
‘ » _ Olgwh 
(35) 4,, = $3" + F,. 


(34) nimmt daher die Form an 

(34b) hy(2G"*— F**+ 8°, F,.) =—-,(hyS,’,). 

Wegen der Antisymmetrie folgt hieraus das gesuchte System identischer 
Gleichungen 


(36) palhy(2G** — | ia as 


F,)\|=0. 


a o 


Dies sind an sich n Identitaéten, von welchen aber nur n —1 voneinander 
unabhangig sind, indem wegen der Antisymmetrie [] ,, = 0 unabhangig 
davon gilt, was fiir G*“ und F, eingesetzt wird. 

In den Identitaéten (26a) und (36) ist F*“ durch F, ausgedriickt 
zu denken gem&B der aus (31) folgenden Beziehung 


(31a) F..= F,.— F 


a,u* 
Wir sind nun in der Lage, die Kompatibilitat der Feldgleichungen (29), 
(30) baw. (29), (31) zu beweisen. 

Zunichst ist zu zeigen, daB die um die Zahl der (unabhingigen) 
Identitaéten verminderte Zahl der Feldgleichungen um n kleiner ist als die 
Zahl der Feldvariablen. Wir haben 


Zahl der Gleichungen (29), (31): n* +n, 
Zahl der (unabhingigen ) Identitaten: n +n —1, 
Zahl der Feldvariablen: n* +-1, 
(n* +n) —(n+n—1)=—(n*+1)—n. 
Die Zahl der Identitaten ist also gerade die richtige. Damit begniigen 
wir uns aber nicht, sondern beweisen folgenden 
Satz. Sind in einem Schnitt x" = konst. alle Differentialgleichungen 
erfillt und auBerdem tiberall (n* +-1) — n derselben (passend ausgewdhit), 
so sind alle n*-+-n Gleichungen von selbst iiberall erfiillt. 
Beweis. Es seien alle Gleichungen im Schnitte x" = a erfiillt, auBerdem 
iiberall die Gleichungen, welche dem Nullsetzen von 


inate fipieg ~ 


n—1 n 


11 1n-1 
G oe 


gr-12__ ge-te-a 
entsprechen. Aus (31a) folgt zunichst, daB dann die F** iiberall ver- 
schwinden. Nun folgert man aus (36), daB in dem benachbarten Schnitte 
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2" =a-+da auch die antisymmetrischen G** fiir «=m verschwinden 
miissen"). Ferner folgt dann analog aus (26a), daB auBerdem noch die 
symmetrischen G“* fiir «=n fiir den Nachbarschnitt x" =a + da ver- 
schwinden miissen. Durch Wiederholung dieser SchluBweise folgt die 
Behauptung. 


§ 5. 
Erste Naherung. 


Wir betrachten nun ein Feld, welches sich von einem euklidischen 
mit gewdhnlichem Parallelismus nur unendlich wenig unterscheidet. Dann 
kénnen wir setzen 


(37) h,,=46,,+h 
wobei die h,, unendlich klein erster Ordnung sind und kleine GréBen 


hdéherer Ordnung vernachlassigt werden. Dann ist gemaiB (5) bzw. (6) 
zu setzen 


sv? 


(38) h,’ =d,, —h,,- 

Die Feldgleichungen (29), (30) lauten in erster Naherung 
(39) Rane. Pen ng ee 

(40) haya. — Mav,a, p= 9- 


Gleichung (40) ersetzen wir durch 
(40a) a oe 


Wir behaupten nun, da8 es eine infinitesimale Koordinatentransformation 
x” =x" — §" gibt, welche die GréBen h,, , und h,, , simtlich zum Ver- 
schwinden bringt. 


Beweis. Man beweist zuniachst, da8 
(41) h..= hte", 
Hieraus zs 
Mai ’ resi Reis + re ¥,»? 
_ eh — have 7 r. ay" 
Die rechten Seiten verschwinden mit Riicksicht auf (40a), wenn die Glei- 


chungen erfiillt sind 


(42) é*  =—h 


ame 3 - ag“* 
*) Es verschwinden fir 2" =a die aa" * 
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Diese n +1 Gleichungen fiir die n GréBen &* sind aber kompatibel, weil 
gemaB (40a) P 
(— hy, i a (— 2), a ae 0. 


Bei der neuen Koordinatenwahl lauten die Feldgleichungen 


oe = 0, 
Ian, =0, 
Boep =O: 


Spalten wir nun die h,, geméS den Gleichungen 
ha + hua = Gay 
| hig =A,» 
wobei 6,,+9., (=9,,) in erster Naherung die Metrik bestimmen, so 
nehmen die Feldgleichungen die iibersichtliche Form an 


(44) Inp,0= % 
(45) June = 9 
(46) Oy, 4,0= 0 
(47) i, 0. 


Die Auffassung liegt nahe, daB die 7, . das Gravitationsfeld, die a, - das 
elektromagnettsche Feld in erster Naherung darstellen. (44), (45) ent- 
sprechen der Poissonschen Gleichung, (46), (47) den Maxwellschen Glei- 
chungen des leeren Raumes. Es ist interessant, daB die Feldgesetze der 
Gravitation von denen des elektromagnetischen Feldes separiert erscheinen, 
wie es der Erfahrung von der Unabhingigkeit beider Felder entspricht. 
In Strenge kommt aber nach dieser Theorie keinem dieser Felder eine 
Sonderexistenz zu. 
Beziiglich der Kovarianz der Gleichungen (44) bis (47) gilt folgendes. 
Fiir die h,, gilt allgemein das Transformationsgesetz 
hi a teh 


= —_— 
sm staxt! te’ 


Wahit man die Koordinatentransformation linear und orthogonal sowie 
konform der Drehung der Lokalsysteme, also 


(48) a’ =— @.2", 
so ergibt sich als Transformationsgesetz 
(49) hy, _ pH ahh, 


also genau dasselbe wie fiir Tensoren in der speziellen Relativitatstheorie. 
Da dasselbe Transformationsgesetz wegen (48) fiir die 4,, gilt, so gilt es 
auch fiir die GréBen h,,, 9,, unda,,. Beziiglich solcher Transformationen 
sind die Gleichungen (44) bis (47) kovariant. 
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Schlu8bemerkung. 


Der groBe Reiz der hier dargelegten Theorie liegt fiir mich in ihrer 
Einheitlichkeit und in der hochgradigen (erlaubten) Uberbestimmung der 
Feldvariablen. Auch habe ich zeigen kénnen, daB die Feldgleichungen in 
erster Naherung auf Gleichungen fiihren, welche der Newton-Poissonschen 
Theorie der Gravitation sowie der Maxwellschen Theorie des elektro- 
magnetischen Feldes entsprechen. Trotzdem bin ich noch weit davon ent- 
fernt, die physikalische Giiltigkeit der abgeleiteten Gleichungen behaupten 
zu kénnen. Der Grund liegt darin, daB mir die Ableitung von Bewegungs- 
gesetzen fiir die Korpuskeln noch nicht gelungen ist. 


(Eingegangen am 19.8. 1929.) 


Mathematische Annalen. 102. 








Notice historique sur la notion de parallélisme absolu. 


Von 
E. Cartan in Paris. 


M. Einstein, & qui j’avais signalé certains de mes travaux contenant 
la notion de variété riemannienne 4 parallélisme absolu, a bien voulu me 
demander d’écrire une notice historique sur cette notion, envisagée du 
point de vue géométrique. Je le fais d’autant plus volontiers qu’é cété 
des questions de priorité, qui n’intéressent aprés tout qu’un petit nombre 
de personnes, il existe plusieurs problémes que j’aurai ainsi l’occasion de 
signaler et dont la solution est susceptible d’intéresser les physiciens. Je 
m’étendrai de préférence sur l’aspect géométrique des questions, laissant 
& Parriére-plan les développements analytiques correspondants. 


I. 


1. La notion de parallélisme absolu (Fernparallelismus) dans une 
variété riemannienne peut étre congue indépendamment de toute idée 
métrique. Supposons la variété & n dimensions. Deux vecteurs infiniment 
petits d’origines différentes seront dits paraliéles (ou plutét éguipollents) 
si, pour ces deux vecteurs, n formes de Pfaff linéairement indépendantes 

‘L =‘h,dz* (¢ =1, 2,..., n) 
sont numériquement égales chacune 4 chacune. On a naturellement le 
méme parallélisme absolu si l’on substitue aux n formes ‘L n combinaisons 
linéaires indépendantes 4 coefficients constants de ces formes. 

M. Weitzenbéck a en 192.2 (41), p. 320), et méme en 1921 (J, p. 51), 
défini une certaine dérivation covariante par rapport 4 un systéme de n 
formes de Pfaff linéairement indépendantes. Mais on ne peut voir dans 
cette opération purement formelle la premiére apparition de la notion 


1) Les nombres en italique renvoient aux articles cités dans l’index biblio- 
graphique, placé & la fin de la notice. 
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de parallélisme absolu. Ricci, dans sa méthode de calcul sur les n-uples 
de congruences orthogonales, qui remonte 4 1895, utilise au fond, dans 
Pétude des variétés riemanniennes, un systéme de n expressions de Pfaff; 
c'est aussi ce qu’on fait toutes les fois qu’en Géométrie différentielle on se 
sert de systémes de référence mobiles locaux. Il y a lA une méthode 
générale qui est en soi tout a fait étrangére 4 la notion de parallélisme 
absolu ”). 


2. Cette notion est au contraire explicitement introduite en 1923 
dans un mémoire (5a) consacré au développement d’une théorie générale, 
que j’avais esquissée l’année précédente dans deux notes des Comptes 
Rendus (2 et 3), et que j’ai exposée ensuite sous ses divers aspects géo- 
métriques dans plusieurs articles ou conférences (6, 9, 19). 

Cette théorie fait correspondre a chaque espace & groupe fondamental, 
au sens de F. Klein (espace euclidien, espace affine, espace projectif, etc. ), 
des espaces non holonomes, également & groupe fondamental (espace a 
connexion euclidienne, affine, projective, etc.). Les espaces de Riemann, 
tels qu’on Jes congoit dans la théorie classique, rentrent dans la classe 
plus générale des espaces & connexion euclidienne, dont le groupe fonda- 
mental est le groupe des déplacements euclidiens. 

Un espace général & connexion euclidienne peut étre concu comme 
formé d’une infinité de morceaux infiniment petits d’espace euclidien, avec 
une loi de raccord permettant d’intégrer deux morceaux contigus dans 
un seul et méme espace euclidien. Voici, d’une maniére plus précise, la 
nature de cette loi de raccord. Considérons deux points infiniment 
voisins A et A’, ainsi que deux systémes de référence rectangulaires 
locaux (R4) et (Ry) attachés & ces points. Un observateur placé en A 
pourra s’imaginer étre dans un espace euclidien, et il saura, la loi de 
raccord étant connue, localiser dans cet espace euclidien le point A’ et 
le repére (R4’); autrement dit, il connaitra les coordonnées rectangulaires 
de A’ par rapport & (R4), ce qui revient & connaitre le ds* de l’espace, 
et les angles que font les axes de (R4:) avec ceux de (R,), ce qui revient 
& connaitre la loi de transport par parallélisme. Il connaitra par suite 
angle d’un vecteur quelconque issu de A’ avec un vecteur quelconque 
issu de A. Si lon imagine une suite continue d’observateurs échelonnés le 
long d’un are de courbe AB, lobservateur placé en A sera donc capable 
de localiser de proche en proche dans un méme espace euclidien (espace 


*) Cela ne veut pas dire que les recherches de M. Weitzenbéck n’aient aucune 
portée géométrique, car elles sont immédiatement utilisables dans la théorie analytique 
du parallélisme absolu, une fois cette notion géométrique acquise. Voir les mémoires 
4, 10, 11, 12, 15, 21, 23 qui contiennent les développements analytiques de la théorie 
de M. Weitzenbéck. Cf. note *) du n° 7. 

45° 
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euclidien tangent en A) les différents points de AB et les différents 
vecteurs issus de ces points; on pourra dire qu’il saura développer sur son 
espace euclidien la ligne AB et la portion de lespace qui avoisine immé- 
diatement cette ligne. 

L’observateur A sera averti qu'il n’est pas dans un vrai espace 
euclidien s'il essaie, en suivant deux chemins différents ACB et AC’B, 
de localiser dans son espace euclidien le point B et les vecteurs issus de B. 
Suivant le chemin suivi, il n’attribuera pas, dans son espace euclidien, \a 
méme position au point B, pas plus qu'il n’attribuera aux vecteurs issus 
de B la méme orientation. La rotation que lui paraissent avoir subie les 
vecteurs en passant d’un chemin & l’autre constitue la courbure associée 
au cycle BC’ACB; la translation qui améne en coincidence les deux 
positions différentes attribuées au point B constitue la torsion associée a 
ce méme cycle; le vecteur qui répresente cette translation est le vecteur de 
torsion du cycle. Si le cycle est infiniment petit, la courbure se traduit 
analytiquement par le tenseur bien connu 4 quatre indices, la torsion par 
le tenseur & trois indices Aj; utilisé par M. Einstein. La condition nécessaire 
et suffisante pour que le tenseur de torsion soit nul est que le transport 
par parallélisme soit celui qui a été défini en 1917 par M. Levi-Civita 
(geoddtische Ubertragung de M. Schouten). 

Tout ce qui précéde s’étend, mutatis mutandis, aux espaces 4 connexion 
affine. 

3. Revenons maintenant au parallélisme absolu. Jai démontré 
(5a, p. 368), ce qui n’est pas absolument évident, que si la courbure 
associée & tout cycle infiniment petit est nulle (espace sans courbure), 
Pespace est doué d’un parallélisme absolu; autrement dit, un vecteur issu 
d’un point A, transporté parallélement 4 lui-méme de proche en proche 
de A en B, donne toujours le méme vecteur final (pourvu toutefois que 
les chemins intermédiaires suivis soient réductibles les uns aux autres par 
déformation continue). Si lon choisit en un point A un systéme de 
référence formé de n vecteurs indépendants et si l’on prend en un point 
quelconque M le systéme de référence formé des n vecteurs paralléles aux 
premiers, la connexion affine de Tespace est complétement définie 
(5a, p. 368; 5c, p. 20) par les m formes de Pfaff w‘ qui représentent les 
projections d’un vecteur infiniment petit sur les axes de coordonnées lo- 
caux attachés a lorigine du vecteur *). 


*) Le vecteur de torsion associé & un cycle ne peut se définir avec précision 
que si l’on choisit Yorigine du cycle, & moins que le cycle ne soit infiniment petit 
Tl en est autrement s’il y a un parallélisme absolu (i6, p. 37). Avec les notations 
du n° 1, le vecteur de torsion associé 4 un cycle fini est celui qui a pour composantes, 
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La démonstration, qui est donnée dans le cas général d’un espace a 
connexion affine, est naturellement valable dans le cas particulier d’un 
espace 4 connexion euclidienne; on obtient alors les espaces riemanniens 
& parallélisme absolu de M. Einstein. J’ai du reste signalé, toujours dans 
le méme mémoire (5a, p. 404—409; cf. 6, p. 301—302) exemple le plus 
simple d’un tel espace: c’est, pour n = 2, celui de la surface terrestre, 
supposée sphérique, of l'on regarde comme paralléles deux directions qui 
font le méme angle avec laiguille aimantée; le vecteur de torsion est ici 
tangent aux cercles méridiens. 

Il est intéressant de remarquer que la premiére théorie de la relativité 
de M. Einstein repose sur la notion d’espace riemannien sans torsion, alors 
que la théorie actuelle repose sur celle d’espace riemannien sans courbure. 

4. Faisons ici la remarque évidente qu’on peut passer d’un espace a 
connexion affine sans courbure 4 un espace riemannien a parallélisme absolu 
en prenant comme forme différentielle quadratique fondamentale la somme 
des carrés des n expressions de Pfaff w@', les m vecteurs de coordonnées 
devenant unitaires et rectangulaires, — ou encore une forme quadratique 
& coefficients constants arbitraires construite avec les w‘, les n vecteurs 
de coordonnées formant une figure invariable de grandeur et de forme. 
Inversement on peut arriver au parallélisme absolu le plus général d’un 
espace de Riemann donné en décomposant son ds* en une somme de n 
carrés. 


5. Dans le cas d’un espace & connexion affine, le tenseur de torsion 
Aj; se décompose (5c, p. 30—33) en deux tenseurs irréductibles. L’un 
est le vecteur Aj, , de M. Einstein, qui a une signification purement 
affine. L’autre peut étre interprété géométriquement: il est nul dans le 
cas et dans le cas seulement ot le vecteur de torsion associé 4 un cycle 
élémentaire est situé dans |’élément plan de ce cycle; les espaces correspon- 
dants sont les espaces 4 connexion semi-symétrique de M. J. A. Schouten ‘*). 


par rapport aux vecteurs de référence choisis, les n intégrales S‘hydx* étendues au 
cycle. Le théoréme général de la conservation de la courbure et de la torsion 
(5a, p. 373—375), qui comprend en particulier les identités de Bianchi, revient ici 
& un théoréme classique de H. Poincaré ( Acta Math. 9 (1887), p. 321); géométrique- 
ment, il signifie que la somme géométrique des vecteurs de torsion associés aux élé- 
ments d’une surface fermée est nulle. 

*) Les connexions affines que j’ai introduites rentrent dans des connexions encore 
plus générales dues & M. Schouten (Math. Zeitschr. 18 (1922), p. 56—81); mais le 
point de vue de M. Schouten est différent du mien. Pour lui le transport paralléle 
(lineare Ubertragung) est la notion géométrique essentielle; pour moi, elle n’est qu’un 
moyen qui tient aux propriétés particuliéres de l’espace affine et qui ne peut plus s’uti- 
iser, au moins directement, pour établir la notion d’espace & connexion projective 
(ou conforme, etc.). 
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Si Pespace est & connexion euclidienne, le second tenseur de torsion 
cesse d’étre irréductible (5c, p.50—52); en particulier dans le cas, im- ¢ 
portant pour la relativité, ol n est égal & 4, l'un des deux tenseurs irré- 
ductibles dans lesquels il se décompose est un vecteur w;, qui a ainsi une 
signification essentiellement métrique (5c, p.69—71). Avec les notations 
ordinaires, on a 


ae 


1 a — a 
Y= Yaa (Gj. Aka + Gea Af, + Gna Aja), 


— eee _~ we» 


les indices 7,7, k,h formant une permutation paire des indices 1, 2, 3, 4. 

6. La dérivation covariante par rapport 4 un systéme de n expressions 
de Pfaff a été, aprés M. Weitzenbéck, découverte de nouveau par M. G. Vitali 
(7 et 8) en 1924. Mais cet auteur lui attache une signification géomé- 
trique et reconnait la possibilité d’en déduire une connexion affine, qu'il 
démontre étre sans courbure. Le théoréme réciproque, que j’avais dé- | 
montré en 1923, a été démontré de nouveau par M. E. Bortolotti en 1927 ' 
dans le cas d’une connexion euclidienne (17). Depuis, le parallélisme 
absolu a été considéré par différents auteurs, dont on trouvera la liste, 
probablement incompléte, dans l’index bibliographique. 


7. Je voudrais maintenant donner un apergu rapide des principaux pro- 
blémes qu’on s’est posés relativement au parallélisme absolu. 


Placons-nous d’abord au point de vue strictement affine. Nous avons 
montré, M. Schouten et moi (73), en 1926, que dans lespace représentatif 
des transformations d’un groupe fini et continu, il existait deux parallélis- 
mes absolus remarquables. Si l’on désigne pour abréger par 7', la trans- 
formation générale du groupe, de paramétres z,,2,,...,2,, les expressions 
w* qui définissent le premier parallélisme absolu sont les paramétres de la 
transformation infinitésimale T;'T,,¢2; celles qui définissent le second 
parallélisme sont les paramétres de la transformation infinitésimale 
Tz1azTz'.®) Les vecteurs de torsion correspondant & ces deux parallélis- 
mes sont égaux et opposés, et les quantités A}; ne sont, au signe prés, 
que les constantes de structure c,;, de 8. Lie. 


5) Les expressions de Pfaff w‘ jouent un réle important dans ma théorie de la 
structure des groupes continus, théorie d’oi découle une méthode générale de Géo- 
métrie différentielle par l’utilisation d’un systéme de référence mobile. J’ai d’autre 
part [Ann. Ec. Norm. 25 (1908), p. 60—83] ramené la recherche des invariants diffé- 
rentiels d’un systéme différentiel quelconque vis-d-vis d’un grovpe de transformations 
continu, fini ou infini, & la recherche des invariants d’un systéme de n expressions 
de Pfaff indépendantes & n variables vis-A-vis du groupe général de ces n variables. 
La solution n’exige, comme opérations analytiques, que la dérivation covariante 
d’un scalaire par rapport au systéme donné d’expressions de Pfaff et la formation 
du covariant bilinéaire (rotationnel) d’une expression de Pfaff. 
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8. Ces espaces de groupes présentent un intérét physique. En effet, 
avec la nouvelle théorie de M. Einstein, il est naturel d’appeler homogéne 
un Univers ot les vecteurs de torsion associés 4 deux éléments de surface 
paralléles sont eux-mémes paralléles, c’est & dire ot le transport paralléle 
conserve la torsion. Or (13, p. 813; 16, p.50—51) les seuls espaces a 
parallélisme absolu jouissant de cette propriété sont les espaces représen- 
tatifs des groupes. 


On peut encore les caractériser autrement (16). Appelons translation 
infinitésimale, dans un espace a parallélisme absolu, une transformation 
ponctuelle par laquelle les différents points de l’espace décrivent des vec- 
teurs infiniment petits équipollents. On peut associer 4 la connexion affine 
sans courbure définie par le parallélisme absolu donné une seconde con- 
nexion affine, comportant en général courbure et torsion; il suffit (16, 
p. 52—53) de convenir que deux vecteurs d’origines infiniment voisines 
sont paralléles (au second sens) s’ils se déduisent l'un de l’autre par la 
translation infinitésimale qui améne en coincidence leurs deux origines: 
La torsion de cette nouvelle connexion est toujours égale et opposée a 
celle de la premiére. Pour que la nouvelle connexion soit, elle aussi, sans 
courbure, il faut et il suffit que l’espace donné soit un espace de groupe 
(16, p. 53): les deux parallélismes absolus de cet espace se déduisent alors 
Pun de autre par le procédé qui vient d’étre indiqué. 


9. Quel que soit le ds* qu’on attribue 4 un espace de groupe pour en 
faire un espace riemannien homogéne 4 parallélisme absolu, le vecteur ¢, est 
toujours le méme, ef il se trouve que son rotationnel est toujours nul, ce 
qut exclurait donc Tl Electromagnétisme de tout Univers homogéne. Cette 
conclusion serait en défaut si l’on pouvait définir le potentiel électromagné- 
tique au moyen du vecteur y, (n° 5); mais nous sortons la du domaine 
de la Géométrie. Remarquons simplement qu’en principe les phénoménes 
mécaniques sont de nature purement affine, tandis que les phénoménes életro- 
magnétiques sont de nature essentiellement métrique; il peut donc paraitre 
assez naturel de chercher 4 représenter le potentiel électromagnétique par 
un vecteur non purement affine. 


10. Un autre probléme dont nous nous sommes également occupés, 
M. Schouten et moi, en 1926 (14) se rapporte exclusivement aux espaces 
riemanniens & parallélisme absolu. Est-il possible, dans un espace riemannien 
donné par son ds*, de définir un parallélisme absolu tel que les géodésiques 
de ce parallélisme se confondent avec les géodésiques riemanniennes? On 
peut formuler ce probléme de bien d’autres maniéres. Par exemple on 
peut, en s'appuyant sur un théoréme général que j’ai démontré en 1923 
(5a, p. 408), se demander s’il est possible de trouver un parallélisme 
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absolu tel que le vecteur de torsion associé 4 un élément de surface quelecn- 
que soit normal a cet élément. On peut encore se demander dans quels 
cas la connexion affine associée au parallélisme absolu suivant le procédé 
indiqué au n°8 conserve les longueurs des vecteurs. Enfin on peut rattacher 
la question 4 un probléme de Mécanique classique: est-il possible, étant 
donné un systéme matériel & n degrés de liberté, de choisir des carac- 
téristiques des vitesses p, telles que les mouvements spontanés du systéme 


, ‘ P ‘ d . ‘ ‘ 
soient donnés par les équations fe 0°); cest ce qui se présente par 


exemple si l’on considére un corps solide mobile autour d’un point fixe 0, 
Pellipsoide d’inertie relatif a O étant une sphére, et si l’on prend pour 
caractéristiques des vitesses les composantes p, g, r de la rotation instan- 
tanée autour de 0. 


11. Nous avons réussi 4 résoudre complétement le probléme, du moins 
dans le cas ot le ds* donné est défini. Si l'on se borne aux solutions 
trréductibles, dont toutes les autres se déduisent facilement, on trouve 

1° les espaces représentatifs des groupes simples clos, doués d’un ds* 
intrinséquement lié & la structure du groupe, le parallélisme absolu étant 
Pun quelconque des deux parallélismes absolus attachés au groupe; 

2° Vespace elliptique 4 7 dimensions, qui admet deux familles continues 
de parallélismes absolus satisfaisant aux conditions voulues; une étude de 
ces parallélismes a été faite par M. Vaney (26). 

En particulier lespace elliptique (ou l’espace sphérique) a trois dimen- 
sions rentre dans la premiére catégorie: les deux parallélismes absolus dont 
il est question plus haut ont été signalés depuis longtemps par Clifford. 
Cet espace est l’espace représentatif du groupe des rotations de |’espace 
ordinaire; au point de vue mécanique, ses différents points représentent 
les différentes positions d’un corps solide mobile autour d’un point fixe; les 
deux parallélismes admettent alors une interprétation cinématique remar- 
quable (6, p. 305—308). On voit que les parailélismes de Clifford, qui 
formaient un chapitre tout & fait isolé de la Géométrie, sont maintenant 
rattachés 4 une théorie trés générale comprenant, malgré opposition apparente 
des deux notions, le parallélisme de M. Levi-Civita et les parallélismes de 
Clifford. 


12. Les espaces riemanniens dont il vient d’étre question rentrent 
dans une catégorie plus générale, celle des espaces dans lesquels le trans- 
port paralléle conserve la courbure et la torsion; ils admettent alors un 


*) Ce probléme de Mécanique a fait objet des recherches de M. Georg Hamel 
[Zeitschr. fir Math. u. Phys. 50 (1904), p.1—53], qui avait trouvé une partie des 
solutions indiquées ci-dessous (n° 11). 
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groupe transitif de déplacements rigides laissant également invariantes la 
courbure et la torsion. Réciproquement si un espace riemannien, envisagé du 
point de vue classique, admet un groupe transitif de déplacements rigides, 
cest-a-dire laissant invariant le ds*, on peut toujours (du moins si le ds? 
est défini), définir dans cet espace une connexion euclidienne telle que le 
transport paralléle correspondant conserve la courbure et la torsion. Le 
vecteur g, a, la encore, son rotationnel toujours nul. II est vrai que, dans 
les applications possibles 4 la théorie de la relativité, le ds* est indéfini; 
mais méme dans ce cas, pour n= 4, la conclusion subsiste. Les espaces 
sans torsion dans lesquels le transport paralléle conserve la courbure jouent 
un réle important en Géométrie, mais ils sortent tout 4 fait du cadre de 
cette notice ’). 
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Uber WeierstraBsche Approximation, besonders durch 
Hermitesche Interpolation‘). 


Von 
Leopold Fejér in Budapest. 


Einleitung. 


1. Fir den Weierstra8schen Approximationssatz, nach welchem man 
eine beliebige, im Intervalle —1<2<-+1 gegebene stetige Funktion in 
diesem Intervalle durch ein rationales ganzes Polynom g(z) mit beliebig 
groBer Genauigkeit gleichmaBig approximieren kann, existieren viele Be- 
weise. Sie sind im Pringsheim-Molkschen*) Enzyklopadieartikel zusammen- 
gestellt, und die verschiedenen Vorziige der verschiedenen Beweise sind 
dort treffend hervorgehoben. Von den dlteren Beweisen wire noch der von 
de la Vallée Poussin, von den neueren der von Dunham Jackson und Serge 
Bernstein hinzuzufiigen. 

2. Auch ich habe im Laufe der Zeit drei verschiedene Beweise fiir 
den WeierstraBschen Satz gefunden, die ich in den Jahren 1900, 1908 
und 1915 veréffentlicht habe. Sie stiitzen sich unmittelbar auf die Fourier- 
Tschebyschefische, oder auf die Legendresche Reihe, oder endlich auf eine 
gewisse Interpolationsrethe der gegebenen Funktion. Meinen Ausgangspunkt 
bilden also die klassischen Rethenentwicklungen der willkiirlichen Funktion, 
und nicht gewisse, iibrigens wichtige, in der Analysis oder in der theoretischen 
Physik auftretende s.g. singuldre Integrale, oder anders geartete Kunst- 
grifie. Weiter gebe auch ich immer einfach lautende Hersteliungsregeln fiir 
die gesuchten Naherungspolynome. 

Die erste Methode ist mit der zweiien — wenn auch jede der beiden 
ihre interessante Besonderheit hat — eng verwandt; ist doch sowohl die 
Fouriersche Kosinusreihe als die Legendresche Reihe ein hervorragender 


*) Vorgetragen an der Schlesischen Friedrich Wilhelms-Universitét zu Breslau 
am 2. Juli 1929. 

1) A. Pringsheim, J. Molk, Principes fondamentaux de la théorie des fonctions, 
Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, tome 2, vol. 1; insbe- 
sondere Fu8note '*). 
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Spezialfall der allgemeinen ultraspharischen Entwicklung der willkiirlichen 
Funktion, d. h. der Entwicklung nach s.g. ultrasphirischen Polynomen der 
unabhangigen Veranderlichen zx. 

Um nun diese beiden, in Rede stehenden Methoden in diesen ein- 
leitenden Zeilen ganz kurz zu charakterisieren, bemerke ich, daB nicht die 
Partialsummen selbst dieser Reihenentwicklungen, sondern ihre arith- 
metischen Mittel es sind, die jeweils bei einer beliebigen stetigen Funktion 
zum Ziele fiihren. Ubrigens werde ich iiber diese Reihenentwicklungs- 
methode im folgenden nur skizzenhaft einige Worte sagen, und auch dies 
nur aus dem Grunde, um gewisse Zusammenhinge hervortreten zu lassen. 
Ausfiihrlicher méchte ich aber von der dritten Methode, von der Inter- 
polationsmethode sprechen, um so mehr, als ich in diesem Gegenstande in 
allerletzter Zeit etwas weiter gekommen bin. Hier dienen als Interpolations- 
abszissen — um es kurz auszudriicken — die Nullstellen der ultraspharischen 
Polynome; also insbesondere die s.g. Fourier-Tschebyschefischen Abszissen, 
oder die s.g. Legendre-GauBschen Abszissen. Um auch mein diesbeziigliches 
Resultat hier kurz zu charakterisieren, bemerke ich, daB, wenn eine be- 
liebige stetige Funktion im Intervalle (—1, + 1) vorgeschrieben ist, nicht 
die gewohnlichen Lagrangeschen Interpolationspolynome, sondern gewisse 
hoéhere, s.g. Hermitesche Interpolationspolynome es sind, die zur Funktion 
gleichmaBig konvergieren. Dabei verstehe ich unter Lagrangeschem Inter- 
polationspolynom, wie iiblich, dasjenige Polynom von héchstens n — 1-tem 
Grade, das an den vorgeschriebenen Stellen z,, z,,...,2, denselben Wert 
hat wie die gegebene Funktion, unter Hermiteschem Interpolationspolynom 
ein Polynom, welches ebenfalls der Bedingung unterworfen ist, daS sein 
Wert an den Stellen z,, z,,...,z, mit dem Funktionswert iibereinstimmt, 
dessen Grad aber hdéher als (n —1) sein kann. 

Diese Bemerkung zeigt aber auch, daB die dritte Methode mit den 
zwei ersten verwandt ist; sind es doch die ultrasphdrischen Abszissen- 
gruppen — wie ich sie nennen méchte —, die (hauptsichlich) als passende 
Interpolationsstellen dienen. Dabei entsprechen die héheren, Hermiteschen 
Interpolationsgebilde genau den Mittelgebilden bei den erwahnten Reihen- 
entwicklungen. 





$1. 

Approximation einer stetigen Funktion durch eine rationale ganze 

Funktion mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, d.h. mit Be- 

nutzung der Teilsummen der Legendreschen Reihe der zu approximierenden 
stetigen Funktion. 


3. Es sei g(a) eine beliebige ganze rationale Funktion n-ten Grades 
mit reellen Koeffizienten. Ist dann f(x) eine gegebene, im Intervalle 
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—l1<2<+1 stetige Funktion von z, dann heibt 
+1 
(1) f (f(z) —9 (@))* de 


die im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate genommene Abweichung 
von g(x) von der Funktion f(z) im Intervalle (—1, +1), oder auch, 
kurz, die Besselsche Abweichung von g(x) und f(z). 

Es gibt nun bekanntlich ein einziges Polynom g(z), fiir welches die 
Abweichung (1) minimal wird, und dieses g(x) erhalte ich, wenn ich f(z) 
in die Legendresche Reihe 


(2) f(x) ~ ¢ Po (x) +0, P, (2) +... +¢,P, (2) + -.. 


entwickle und von dieser unendlichen Entwicklung die Partialsumme mit 
dem Index n nehme; d. h. 


(3) g(x) = ¢, Py(2) +6, P,(z) +... +6, P, (2). 


Hier bezeichnet P, (2) das n-te Legendresche Polynom. 
Die durch unsere Minimumforderung gewonnene Folge von Polynomen 


(4) Go (%)> Gy (X),+++1 Fy ( 2)» +++ 
konvergiert aber im allgemeinen nicht zu f(z). Z. B. ist fiir die Funktion 
(5) f(z) = 5 (Px (x) — Pyri9(2)), 


welche durch die an der rechten Seite stehenden, fir —lox<+1 
gleichmaBig und absolut konvergierenden Reihe definiert ist, die Folge (4) 
an der Stelle zx = +1 augenscheinlich divergent. 

Bilde ich aber, wteder tm Sinne der Methode der kleinsten Quadrate, 





(6) g(x) = 2 tH (2) +.-- +90 (2) 
J n n+1 , 
und dann weiter 
o(z) +g? (z)+...+9n(2) 
(7) gt*(x) = % 7 In ( A 


dann erhalte ich in der Folge der zweiten arithmetischen Mittel der Partial- 
summen der Legendreschen Reihe (2) von f(x), d.h. in der Folge 
(8) g6'* (a), gi’? (2), ---2 Ga (2) «+s 
die gewiinschte, d. h. im Intervalle —l1<2<+1 gleichmaBig zu / (zx) 
konvergierende Folge von rationalen ganzen Funktionen. Es ist sogar noch 
(9) m<gn*(x) <M, 

—-lszs+1, n=0,1,2,...,0, 
wo m das Minimum, M das Maximum ven f(z) im Intervalle -loz<+1 
bezeichnet. 
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Dieses Resultat habe ich im Jahre 1908 verdffentlicht*). Ich bemerke, 
da8 bekanntlich T. H. Gronwall spiter bewiesen hat, daB sogar schon die 
Folge der ersten arithmetischen Mittel g,*(z) unter (6) gleichmaBig zu f (x) 
konvergiert, wenn auch fiir sie die Eigenschaft (9) verloren geht, die aber 
allerdings hier gar nicht gefordert ist. Weiter bemerke ich, daB, nach einer 
miindlichen Mitteilung von Professor Hilbert im Jahre 1902, Weierstraf 
selbst einen Beweis seines Approximationssatzes postulierte, der auf die 
Legendresche Entwicklung (2) der gegebenen Funktion f(z) gegriindet wire. 


§ 2. 
Approximation einer stetigen Funktion durch eine rationale ganze 
Funktion mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, wenn 





il- 


= te tt: @ FH S42 FR ee Oe lhe Oe le 


i—ax 

als Dichtigkeitsfunktion genommen wird, d. h. mit Benutzung der Teil- 

summen der Fourier-Tschebyscheffschen Reihe der zu approximierenden 
Funktion. 


4. Wenn ich statt der Besselschen Abweichung (1) die Mehlersche 


1 


+ 
(10) JAR -9@)az 
4 Vi-s 


minimisiere, so erhalte ich folgendes Resultat. Man bilde die Fouriersche 
Kosinusreihe von f(cos@) 


(11) f (cos) ~ ¢ +.¢, 0080 +... +6,00820-+..., 
d.h., in 2, 
(12) f(x) ~ ¢) T(z) + ¢, T, (2) +... +¢,T, (2) +..., 


wo also 7, (2) diejenige g.r. Funktion n-ten Grades bezeichnet, die cosn@ 
durch cos@ ausdriickt (das s.g. n-te Tschebyscheffische Polynom), dann 
konvergieren im allgemeinen zwar nicht die Partialsummen 

(13) 9, (%) = Cy T, (4%) +, T, (2) + ... +6, 7, (2), 

wohl aber ihre arithmetischen Mittel 





(14) gi (x) — ith (2) --- + 9n() (n= 0,1, 2, ..., co) 


= n+1 
gleichmaBig zu f(z) im Intervalle —1<2<+1, und es ist wieder 


mS 9n(z) <M. 
Diese Methode habe ich im Jahre 1900 veréffentlicht*). 








*) L. Fejér, Sur le développement d’une fonction arbitraire suivant les fonctions 
de Laplace, Comptes-Rendus, 3 février 1908. 

5) L. Fejér, Sur les fonctions bornéeé et intégrables, Comptes Rendus, 10 dé- 
cembre 1900. 
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Der Beweis des eben ausgesprochenen Approximationssatzes ist sehr 
einfach; der des § 1 ist etwas komplizierter, weil ich die merkwiirdige 
Ungleichung 


(15) P, (2) +P, (2) +... +P, (2) 20, 
—ls27zs+1, n=0,1,2,...,00, 


nicht entbehren kann. Aber ich wiederhole: es kommt mir nicht so sehr 
auf die Einfachheit des Beweises, als auf die des Herstellungsprinzips und 
der Herstellungsregel an, welche zur Bestimmung der Naherungspolynome 
dienen. 

5. Man kann beanstanden, da8 sowohl im definierenden Prinzipe, als 
in der Herstellungsregel des § 1 und § 2 die Integration eine Rolle spielt. 
In der nun folgenden Interpolationsmethode tritt die Integration nicht auf. 
Ich betrachte hier nicht jenes Polynom n-ten Grades g(x), fiir welches 
die Integralabweichung von f(z) in diesem oder jenem Sinne méglichst 
klein ist, sondern ein Interpolationspolynom, welches also an (n+ 1) 
Stellen 2 mit f(z) geradezu gleich ist. Will man aber gleichmaBige Kon- 
vergenz im Intervalle —1<2< +1, so kann man, nach einem wichtigen 
Setze von G. Faber‘), bekanntlich mit den Lagrangeschen Parabeln nicht 
auskommen. Ich betrachte also héhere Interpolationsgebilde, s. g. Hermitesche 
Parabeln fiir geeignet gewahlte Abszissengruppen; diese bilden ein Analogon 
zu den arithmetischen Mitteln der friiher erwahnten Orthogonalreihen und 
konvergieren gleichmaBig zur stetigen Funktion f(z). 


§ 3. 
Die Lagrangesche Interpolationsformel. 
6. Es seien 2z,,2,,..-, 2%, Vvoneinander verschiedene Abszissen und 

Y,, Yq, --+, ¥, Ordinatenwerte; dann lautet die Lagrangesche Formel 

(16) L(z)= Sy,4,(2), 
f=1 

wo 

n) ne @ (x) 
(17) 1 (@) = Srey (@—m)’ 
(18) w(z) = C(x —2z,)(4—2,)...(e@ —2,) 


und C +0 eine willkiirliche Konstante bezeichnet. 
Sie stellt diejenige ganze rationale Funktion von héchstens (m —1)-tem 
Grade dar, die an den Stellen z,,2,,...,2, der Reihe nach die Werte 


*) G. Faber, Uber die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, Jahres- 
bericht der deutschen Mathematikervereinigung (1914), 8. 192—210. 
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Y,, Yq» +++) Y, annimmt. (Es gibt immer eine, aber auch nur eine solche 
g. r. Funktion.) Dies alles laBt sich leicht beweisen. 

Die Polynome 1, (xz) nenne ich die Grundpolynome der Lagrangeschen 
Interpolation. Setzt man in die Lagrangesche Formel y, = y, = ... = y, = 1, 
so erhalt man auf Grund des Vorhergehenden 


(19) >4,(z) =1. 
k=1 
§ 4. 
Die Hermitesche Interpolationsformel. 
7. Es seien x,, %,,..., 2, Wieder m voneinander verschiedene Abszissen- 
werte und 
(20) Yrs Yare--2 Un» Yio Yao «+49 Yn 


weitere 2 gegebene Werte; dann lautet die Hermitesche Interpolations- 
forme! 


(21) X (2) = Sanh (2) +S wibe(2), 

wo 

(22) Ay (2) =(1— SS) (2 — y)) (4, @))* = 24 (2) (4 (2))* 

(23) b, (2) = (2 — x,)(1, (x))” 

bezeichnet. Es ist hier wieder 

(24) w(x) = C(x — 2,)(2—2,)...(%— z,) (C +0), 
(25) (2) = 








ow” (x4) (2 — xx)’ 
und »,(2) ist augenscheinlich die abgekiirzte Bezeichnung des ,,charakte- 
ristischen Linearfaktors“ in h, (x), d. h. 
(26) 0, (2) = 1-1) (2—,). 

Die Hermitesche Interpolationsformel (21) stellt diejenige ganze ratio- 
nale Funktion von héchstens (2 — 1)-tem Grade dar, die an den Stellen 
2, %q,.--, 2%, der Reihe nach die Werte y,, y,,..-, y, und deren Ableitung 
an denselben Stellen der Reihe nach die Werte yj, yi,...,y, annimmt. Es 
gibt immer ein solches Polynom, aber auch nur ein einziges. Dies laBt 
sich alles leicht beweisen. 

Die n Polynome unter (22) 


(27) Ail Riek... Kia) 





2ao~ | te 


~~ 


areca 











Weierstra8sche Approximation und Hermitesche Interpolation. 713 


nenne ich die Grundpolynome erster Art und die n Polynome unter (23) 


(28) §, (2), Dy (2), ---» By (#) 


nenne ich die Grundpolynome zweiter Art, der Hermiteschen Interpolation (21). 
8. Setzt man in die Hermitesche Formel (21) 


¥,=y9¥,=...=y,=1, yi=-yw=...—y=—0, 
so erhailt man fiir die Grundpolynome erster Art die identische Relation 
(29) Eh, (2) = 1. 
Setzt man in (21) 
A="=--=w=0, W=-R=..-=¥%=1, 
so erhalt man 
(30) 2 (2) =A(2), 


wo 4(x) eben dasjenige Polynom (2 — 1)-ten Grades bezeichnet, welches 
an den Stellen z,, z,,..., 2, verschwindet und an allen diesen Stellen die 
Ableitung 1 hat. 


§ 5. 
Die Treppenparabel und die Wellenparabel. 


9. Die Hermitesche Formel (21) zerlegt das zu den Daten y,, y,,.--, Y,5 


Yi, Ya, ---, Yn gehdrige Hermitesche Interpolationspolynom in zwei Sum- 
manden: 


(31) X(2) = A(x) + Q(z), 
wo 

(82) H(z) = Syh,(2), 
(33) © (2) = Suths (2). 


Die Polynome H(z) und (2) lassen sich aber auch unabhingig von 
ihren formelmaBigen Darstellungen (32) und (33) in folgender Weise cha- 
rakterisieren: 


1. H(z) ist dasjenige Polynom von héchstens (2 —1)-tem Grade, 
welches an den Stellen z,,2z,,..., 2, die Werte y,, y,,...,y, annimmt, 
und dessen Derivierte an diesen Stellen verschwindet. Ich nenne dieses 
Polynom: das Treppenpolynom [die Kurve y = H(z) nenne ich die durch 
die Punkte (z,,y,), (%_,¥_),---»(%,»¥Y,) gehende Treppenparabel}. 


Mathematische Aunalen. 102. 46 
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2. (2x) ist dasjenige Polynom von héchstens (2m —1)-tem Grade, 
welches an den Stellen z,, x,,..., 2, verschwindet und dessen Derivierte 
an diesen Stellen die Werte yj, y2,...,y, besitzt. Ich kann dieses Poly- 
nom vielleicht das Wellenpolynom nennen [und die Parabel y = 9(2x) die 
durch die Punkte (z,,0),(x,,0),...,(2,,0) gehende und die ,,Neigungen“ 
Yi, Y2,---» Yn besitzende Wellenparabel). 


§ 6. 
Das Vorzeichen der Grundpolynome bei der Hermiteschen Interpolation. 
Die konjugierten Punkte. 


10. Von nun an will ich die voneinander immer verschiedenen Ab- 
szissen 2,,2,,..., 2%, ausdriicklich reell annehmen und lenke meine Auf- 
merksamkeit auf das Vorzeichen der Grundpolynome. 

Ein Blick auf die Formel (17) des Lagrangeschen Grundpolynoms 1, (x) 
lehrt, daB dieses sein Vorzeichen (n —1)-mal andert, wenn x von —-0 
bis +co variiert. 

Einen ganz anderen Sachverhalt finden wir aber bei den Hermiteschen 
Grundpolynomen vor. 


1. Das Grundpolynom erster Art h,(2) unter (22) hat hdchstens eine 
Zeichenwechselstelle und zwar dort, wo 


w” (2,) ‘ 


(34) 6, (8) = 1 — Sry \* — %) = © 
ist, d. hh. an der Stelle 
ar : 4 @ (%) 
35 ) xX, = z,, aa (xm) e 
Ich nenne diese Zeichenwechselstellen X,, X,, ..., X,, die zu den Stellen 


©, %,---,%, gehdrigen konjugierten Stellen. (Ist fiir ein & der Wert 
ow” (z,) = 0, so ist X, co; in diesem Falle ist v,(z) = 1 und A, (x) hat 
iiberhaupt keine Zeichenwechselstelle.) Die Lage der konjugierten Stellen 
spielt im folgenden eine entscheidende Rolle. Es ist ibrigens 








oe , 1 
( 36 ) X, =f i mr —— i — 1 — 
2|———-+ ...+—- + ——— +... + — -) 
Xx aay Tk Te, Te Te+y t— Th 

(B=1,2,...,%) 


eine Formel, die wir aber im folgenden nicht gebrauchen werden. 
2. Das Grundpolynom zweiter Art h,(2) unter (23) hat eine Zeichen- 
wechselstelle, namlich die Steile 


(37) Huet, 





eho. i a pee 
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§ 7. 
Ein Satz iiber die Treppenparabel. 


11. Die Stellen z,, z,,..., x, sollen nun in das Intervali —- lo x< +1 
fallen. Ich nehme weiter an, da8 die konjugierten Punkte X,, X,,..., X, 
auferhalb dieses Intervalles liegen (d. h. genauer, entwecer sei X, >1 
oder X, << —1). Dann sind, mit Riicksicht auf v,(z,)—1, die Grund- 
polynome erster Art h, (x) unter (22) alle nichtnegativ fir —1<2< +1. 
Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf (29) und (32) der folgende 

Satz. Sind fiir die im Intervall —1<2< +1 liegenden Punkte 
@,,%,--.,2, die konjugierten Punkte X,, X,,...,X, nicht im Innern 
dieses Intervalls gelegen, dann liegen die Werte des Treppenpolynoms 


A(z) = s y,h,(x) fir —1S2<+1 zwischen dem kleinsten und dem 
k=1 
groBten der Werte y,, ¥4,---s Y,- 


§ 8. 
Neue Charakterisierung der Legendre-GauB8schen und Tschebyscheffschen 
Abszissen, und zwar mit Hilfe der konjugierten Punkte. 


12. Im folgenden will ich nun die Abszissen z,, 2,, 


.++) 2, ganz speziell 
wahlen. 


A. Der konjugierte Punkt X, liege im Mittelpunkt der Strecke, die 
von z, bis zum konjugiert harmonischen Punkte von 2, reicht, wo —1 
und +1 als Grundpunkte ,-dacht sind, d. h. 


(38) x,=— > (k=1,2,...,m). 


B. Der konjugierte Punkt X, liege im konjugierten harmonischen Punkte 
von z,, wo wieder —1 und +1 als Grundpunkte gedacht sind, d. h. 
(39) y = l 


= (k= 1,2,...,%). 
In beiden Fallen liegt X, nicht im Innern des Intervalles (—1, +1), 
so daB also nach Nr. 11 siamtliche Grundpolynome erster Art h,(z) im 
Intervall —1 << 2< +1 nichtnegativ ausfallen. 
Bestimmen wir nun in beiden Fallen die unseren Forderungen ent- 
sprechenden Abszissen 2,, %,,..., %,,, oder, was dasselbe ist, die ganze ratio- 
nale Funktion n-ten Grades w (2). 


13. Laut (35) fordern wir im Falle A, daB 


1 
ats ow’ (2%) 


wo” (x5) 


(40) 





ke 
7 "=. 
46* 
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erfiillt sei, fir k= 1,2,...,n, dh. daB 


(41) (1—2;) w” (ay) — 2a, @' (a) =0 
sei fir k= 1,2,...,. Wir fordern also, daB das Polynom von héchstens 
n-tem Grade 
(1 — 2*)@”" (x) — 22m’ (zx) 
an samtlichen Nullstellen z,,z,,...,2, des Polynoms w(x) verschwinde. 


Es muB also 


(42 (1— *) w”" (x) — 22m'(x) = Konst. w (2) 


sein, woraus wir durch Vergleichung der Koeffizienten von x” auf beiden 
Seiten der Gleichung (42) sofort ersehen, daB die Konstante auf der rechten 
Seite von (42) gleich — n(n-+ 1) ist. Also gilt schlieBlich 


(43) (1— 2*)w" (xz) —220'(x)+n(n+1)o(xz)=0. 


Das ist die Differentialgleichung des n-ten Legendreschen Polynoms. 
Also sind im Falle A die z,, z,,...,2, die s.g. Legendreschen oder Gaub- 
schen Abszissen, d. h. die Wurzeln der Gleichung P,(x)=0, wo P, (z) 
das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. Wir haben also das folgende 
Resultat erhalten: 

Fiir die Wurzeln der Gleichung P,(z) = 0, und nur fiir diese Punkt- 
gruppe, liegt der konjugierte Punkt X, von z, fiir jeden der Werte 
k =1, 2,...,m genau in der Mitte der Strecke von z, bis zum konjugiert 
harmonischen Punkte von z,, wenn —1 und +1 als Grundpunkte be- 
betrachtet werden. 


14. Durch die Forderung B 


1 oo’ ( x,) 


mT OH) 





(44) 


erhalten wir fiir w(2) auf demselben Wege die Differentialgleichung 
(45) (1 — 2*) mw" (x) — zm’ (x) + n* w(x) =—0, 


welchem das n-te Tschebyschefische Polynom geniigt. 
Fiir die Wurzeln der Gleichung 7, (x) = cos(narccosx)=0, d. h. fiir 


die Punktgruppe 
(46) a, = cos (2k — 1) =~ (k=1,2,...,m), 


und nur fiir diese Punktgruppe liegt der konjugierte Punkt X, von z, 
fiir jeden der Werte k =1,2,...,m im konjugiert harmonischen Punkte 
von z,, wo wieder —1 und +1 als Grundpunkte fiir das harmonische 
Paar gedacht sind. 





a ee ht Of 
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Die Tschebyscheffschen Abszissen lassen sich iibrigens so konstruieren: 
man schlage iiber der Strecke von —1 bis +1 als Durchmesser einen 
Halbkreis, teile diesen in n gleiche Teilbégen und projiziere die n Mittel- 
punkte dieser Teilbégen auf den Durchmesser von —1 bis +1. Die 
Projektionspunkte sind die Tschebyscheffschen Abszissenpunkte. 


§ 9. 
Charakterisierung der allgemeinen ultrasphirischen Abszissen mit Hilfe 
der konjugierten Punkte. 
15. Ich stelle drittens die Forderung: 
C. Die konjugierte Stelle X, sei 
ln+— 
Xy=— (0s4<51, &—1,32,...,8), 
A+1 
d. h. der konjugierte Punkt teile die Strecke von z, bis zu seinem kon- 
jugiert harmonischen Paare = in zwei Teile, deren Verhdltnis, fiir jeden 
der Werte k =1,2,...,n, dieselbe GréBe 4 habe, (O<4<1). Dh 


Li 


Xk 





= (0S1’S1, &=1,2,...,2). 


Xy_— 


Diese Forderung fiihrt, auf dem angegebenen Wege, sofort zur Diffe- 

rentialgleichung der ultrasphiristhen Polynome®) 
(l—2z*)w”—(4+1)20’+n(n+iA)o=0. 

Der Legendresche Fall A entspricht dem Werte 4 =1, der Tschebyschefische 
Fall B dem Werte 4= 0. 

Ich bemerke, daB die zum Verhiltniswerte 4 (4 >0) gehérigen ultra- 
spharischen Polynome w, (2) in der Potenzreihenentwicklung nach z der 
erzeugenden Funktion 


1 n 
7 = W(x) + @,(4)z2+...+0,(4)2"+4+... 
(1—2az+2%)? 
als Koeffizienten auftreten, und daB hier die charakteristische Linearfunktion 
unter (26) die Form 
o,(2) = Lode Dent tt 
- 





hat. 


5) N. Nielsen, Théorie des fonctions métasphériques, Paris, Gauthier -Villars, 1911. 
E. Kogbetliantz, Recherches sur les séries ultrasphériques, Journal de Mathématiques 
pures et appliquées (9) 3 (1924), p. 107—187. 
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Endlich erwahne ich hier, da8 im Falle der Newtonschen Abszissen 


2 


a= —-1+k 





(E=1, 2,...,n) 


simtliche konjugierte Punkte X, in das Intervall (—1, +1) fallen. Eine 
Ausnahme kommt nur vor, wenn n ungerade ist; dann fallt der der sodann 
auftretenden Interpolationsstelle z= entsprechende konjugierte Punkt ins 
Unendliche. 

16. Die Nummern 12 bis 15 enthalten eine neue Kennzeichnung der 
ultraspharischen Abszissen. Es fiihrte zu ihnen die Betrachtung der kon- 
jugierten Punkte der Hermiteschen Interpolation. In den §§1, 2 sind diese 
speziellen Abszissengruppen auf einem ganz anderen Wege aufgetreten, nimlich 
durch die klassische Methode der kleinsten Quadrate. SchlieBlich erinnere 
ich noch an einen dritten Weg, auf dem die ultrasphirischen Abszissen 
unmittelbar hervortreten: es ist dies die klassische Frage nach gewissen 
giinstigsten mechanischen Quadraturen (GauB, Mehler). Im Reste dieser 
Arbeit beschrinke ich mich nun ausschlieBlich auf den Grenzfall 4 =— 0, 
d. h. auf die Tschebyscheffschen Abszissen, ohne meine Resultate, die sich 
auf allgemeine ultraspharische Abszissen beziehen, zu erwahnen. 


§ 10. 


Uber die wichtigsten Eigenschaften der Grundfunktionen beider Art 
im Falle Tschebyscheffscher Abszissen. 


17. Es seien mit z,,2,,..., 2, die Tschebyschefischen Abszissen be- 
zeichnet. 
Ich erinnere zunachst daran, daB immer 


(I) Lh, (z)=1 
k=1 
ist. 
Eine leichte Rechnung zeigt, daB im Falle Tschebyscheffscher Abszissen 
(II) 2bu(2) =A (2) =f (0088) = = 00808 cos (n —1)8 
= 5 (0080 + cos (2n —1)6) 


ist. Diese interessante Gleichung habe ich hier angefiihrt, werde sie aber 
beim Konvergenzbeweis nicht beniitzen. 
Wegen h, (x) >0, fir —1S2< +1, ist natiirlich auch 


(111) S\h,(2)| =1. 








hal 
sch 


(47 


(4 


Gle 
(4¢ 


un¢ 


(51 


Als 
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(53 
ode 


(53 


(54 
fiir 
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Um die anderen, zum Konvergenzbeweise nétigen Abschatzungen er- 
halten zu kénnen, mu8 ich die Grundpolynome im vorliegenden Tschebyscheff- 
schen Falle etwas naher betrachten. Laut (22) und (23) ist immer 


(47) h(x) = (1- SS (@ — a) (1, (@))* = Oy (2) (2 (2))*, 
(48) h, (2) = (2 — 2,) (E,(2))*. 


Im Falle Tschebyschefischer Abszissen ist aber, auf Grund der 
Gleichung (44), 











ow” (xt, ) = x 
(49) @"(a4) ~ Tap” 
und, wegen 
(50) w(x) = T(x) = T(cos8) = cos nO, 
, 2 n* 
(51) (@’(x,))"= i—a° 
Also ist, mit Riicksicht auf (47) bis (51), 
cm 1—2zz 1 (T \3 
(52) hy (x) = 0, (2) (1, (@))*= =—— (1, (2))* = (1 — 2) (=) 
und 
w< , . 2-2 , 1— 2a? ’ 
(53) (x) = (x —2,) (1, (2))*= eS) h, (2) = (x —2,)- i = h, (x), 


oder mit anderer Gruppierung der Faktoren 


(53’) b, (x) = ——* (1— af )h,(z). 


1—2zx, 


Aus (52) erhalten wir zunichst, mit Riicksicht auf | 7'(x)| = | 7'(cos®) | 
=|cosn8| <1, 





| 2 1 
(54) |h,(z)| =A, (2) S ees ae 
(7-2) 
fir -loxzi+l, r+x,. 
Da weiter 
zt—Z es 
(55) ter S1, fir |z|<1, 





so ist, mit Riicksicht auf |1—2;|—1—2;<1 und auf Grund der 
Formel (53’), 


(56) |b.(z)[S4,(z), fir |x| <1, 


eine, im Tschebyschefischen Falle giiltige, wichtige Ungleichung. 
Durch Summation erhalte ich nun aus (56), mit Riicksicht auf (I), 


(Iv) 3b (2) |S 3h, (2) = 1. 
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18. Die feste Stelle z sei durch ein festes Intervall em x+e) 
angeen. Diesem Intervalle entsprechend teilen wir die Summen = |h, (x)| 


und Py S| (x)| in zwei Teile: 
k= 


(57) S1Ay(2)| = BA, (2) = B'(2) + 3h, (2), 
(58) 5 1b, (z)| = 3’ (2)/ + B”1b, (2), 


wo .»” immer eine Summe bedeutet, die iiber diejenigen Indizes k zu er- 
strecken ist, denen ein in das abgeschlossene Intervall (x —e«, x-+ e) 
fallendes x, entspricht. 5” bezeichnet immer eine Summe, die iiber allen 
iibrigen Indizes k& zu erstrecken ist. (Die eine oder andere Summe kann 
unter Umstinden auch leer ausfallen. ) 


Nun ist, mit Riicksicht auf (1) und h,(z) >0, 
(V) Dd |hy (z)| = Sh, (2) )S 24 (z)=1, 
und, mit Riicksicht auf (IV), 
(VI) "|, (%)|S Sh, (x) <1 
Weiter ist, mit Riicksicht auf (54), 
» ” eT eS ee 
(VII) 3 |A,(z)|= TA, YT? +P eer er ber 
k=1 
und, mit Riicksicht auf (56) und (VIL), 
, ’ “ 2 1 
(Vit) S” \b.(2)| S34, (z) Saaz: 


Ich kann aber auBerdem noch zeigen, da8 im Falle Tschebyschefischer 
Abszissen 


(TX) Jim 3h, (2 )| = 0 


n=O p— 


giiltig ist, und zwar gleichmaBig im Intervalle -1<2< +1. Da namlich 
1—2z? 1—| 2 |* 
imem = T-[m; ~ 1 +!%1S2, 


so gilt, mit Riicksicht auf (53), fiir |h,(2)| auBer der Ungleichung (56) 
auch noch die ebenfalls wichtige Ungleichung 

(X) 1b, (z)| S2|2—-2,|h, (2) 

aus welcher, mit Riicksicht auf (V), die Abschitzung 

(VI) Sb () |S 2S” |e —a,|h, (x) S2e Sh, (x) S2e 


geschlossen werden kann. 








——_~_ a~ ce Oe sh ot. 
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Aus (VI’), (VIII) und (58) folgt nun 


S|i(2)| <2e+ 5 Lge, 
k=1 


wenn nur n gehérig groB ist. Da « eine beliebig kleine positive GréBe 
bezeichnet, so habe ich (IX) schon bewiesen, d. h. das folgende Resultat 
erhalten : 

Die Summe der absoluten Betriage der Grundpolynome zweiter Art h, (2) 
konvergiert im Falle Tschebyschefischer Abszissen zu Null, wenn n—~ oo, 
und zwar gleichmaBig im Intervalle —1<2< +1. 

Beim Konvergenzbeweis werde ich nicht (IV), sondern (IX) gebrauchen. 


§ 11. 


Beweis der gleichm&Sigen Konvergenz der Hermiteschen Interpolations- 
polynome zur Funktion, wenn ihre Steilheit in den Tschebyscheffschen 
Abszissen beschrinkt bleibt. 


19. Es sei nun y=/f (zx) eine im Intervalle —1<2< +1 iiberall 


stetige Funktion. Es seien z,, 2,,..., 2%, die zum Index n gehérigen 
Tschebyschefischen Abszissen. Es seien weiter y,, y,,..., y, die Werte 
von y= f(z) an den Stellen z,,z,,...,2,, und yf, yz,..., yx seien belie- 


bige n Werte, die dem absoluten Betrage nach nicht gréfer sind als 4, 
wo 4 eine beliebig gewdhite nichtnegative absolute Konstante bezeichnet, 
d.h. es set 


(59) y¥.=f(%), \lyt|<4 (k= 1,2,...,n). 


(Den oberen Index n, den ich bei allen GréBen 


oS eee. 
(60) Yy> Ye, eees Y, 
Yis Yds eos Yn 


ansetzen miiSte, kann ich ruhig weglassen, ohne ein MiBverstaindnis zu 
befiirchten. ) 


Das zu den so definierten Daten (60) gehérige Hermitesche Inter- 
polationspolynom lautet 


(61) -X,(2) = Sahe(z) + 3 ¥bh, (2) = H, (2) +9, (2): 
Ich behaupte nun, daB das Wellenpolynom 


(62) ©, (2) = 3 uth (2) 
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mit n—-oco fiir —1<2<+1 gleichmapig zu 0 konvergiert. Tatsachlich ist 
(63) |, (2)| < 3 ve! |,(2)| <4 |b, (2)| 0 


auf Grund der Limesgleichung (1X). 
Es bleibt also nur noch iibrig das Treppenpolynom 


. z 


(64) H, (x) = Sy,h, (2) 


k=1 


fiir n—+co zu untersuchen. Es sei x eine beliebige Stelle des Intervalls 
—l<2<+1, und y bezeichne den Wert von f(z) an der Stelle z. 
Dann ist, mit Riicksicht auf (64) und (I), 


(65) H,(x)—-y= J(u — 9) a2 ). 


Es sei nun 6 eine beliebige positive GréBe, und « so bestimmt, dab 


(66) If(t)—f(x)|S4, 
wenn 
(67) |jt—2|<e, 


wo auch der Wert z im Intervalle —1<2< +1 gelegen sei. Aus (65), 
(66) und (67) folgt, mit Beriicksichtigung von (V) und (VII), unmittelbar 
(68) | H, (z)—9| SS ln — 9 lh, (2) 
= J |y—y|h(z) +d” |y—y lh 
<6 >’ h,(z) +8 5” h, (xz) 5 6+S- 


wo S die gréBte Schwankung von f(t) im Intervalle —1<t¢< +1 be- 
zeichnet. Also ist 


wenn nur n gehérig groB ist, und zwar im ganzen Intervalle —-1<27< +1. 


Hiermit ist aber bewiesen, da8 im Intervalle -1<2< +1 das Treppen- 
polynom H, (xz) gleichmaBig zu f(x) konvergiert, d. h. 


ah 


(70) lim H,, (2) = f(z) 

stattfindet. Ich habe soeben bewiesen, daB fiir —1<2< +1 gleichmabig 
(71) lim 9, (2) = 0 

stattfindet. Also ist, mit Riicksicht auf (61), 

(72) jim X, (2) = f(z), 


und zwar gleichmaBig im Intervalle —1<2< +1. 





ri 
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Das so erhaltene Theorem 148t sich in folgender Weise formulieren. 

Es sei y=f (x) eine beliebig gegebene, im Intervalle -1<2x< +1 

tiberall stetige Funktion. x,,x,,..., 2, sollen die Tachebyscheffschen Ab- 
szissen bezeichnen, d.h. es set 

x, = 00s (2k — 1) = (k=1,2,...,n), 


und ¥Y,,Y_,--+,Y, sollen die Werte bezeichnen, die die Funktion f(z) 
an diesen Stellen, der Rethe nach, annimmt, d.h. es set 
Y: =f (2), Ye=F(%_), + Ye =f (%,)- 
Durch die Punkte 
(2,5 Ya)> (Zar Ya)s +++» (Las Huds 

als Knotenpunkte, geht nun eine n-fach unendliche Schar von Parabeln 
von héchstens (2n —1)-tem Grade. Es sei y=X,(x) irgendeine Parabel 
dieser Schar, fiir welche jedoch die Richtungstangenten in allen Knoten- 
punkten dem absoluten Betrage nach nicht gréfer sind als A, d. h. 


[Xn (%)|S4, |Xa(t%)|S4, --» |Xn(z)|S4, 


wo A eine beliebig vorgeschriebene numerische Konstante bezeichnet*). 
Dann ist 


jim X, (2) = f(z), 

und zwar gleichmapig im Intervalle -l1soxsg+1. 

Fiir die Interpolationsparabeln 2n-ten Grades ist dieser Satz nécht 
richtig. 

§ 12. 
Spezielle Fille. 
20. Nimmt man im vorigen allgemeinen Theoreme, fiir jedes n, speziell 
i= = eee =y,=0, 

so erhilt man, daB die von mir Treppenparabeln genannten speziellen 
Hermiteschen Parabeln fiir —1<2< +1 gleichmaBig zu y = f(z) kon- 


vergieren, d. h. den folgenden Satz (der sich, wie aus dem Vorhergehenden 
ersichtlich, kiirzer direkt beweisen 1aBt): 


*) Uber weitergehende Resultate méchte ich an anderer Stelle berichten. Hier 
bemerke ich nur, daB, allgemeiner, X,(z) immer mit limm=o im Intervalle 
—l<S2x<+1 gleichmaBig zu f(x) konvergiert, wenn nur der gréBfte unter den 
n Quotienten 


——=- 
[Xe (me) |W — a8 ti (k= 1,2,...,2), 
mit limn =o zu 0 konvergiert. 
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Bezeichnet H,(x) diejenige ganze rationale Funktion von héchstens 
(2n—1)-tem Grade in x, die an den Tschebyscheffschen Abszissen 
©,, Ly, ..-, Z, denselben Wert annimmt wie die im Intervalle —-1ox<+1 
beliebig gegebene tiberall stetige Funktion f(x), deren Derivierte aber an 
allen diesen Stellen verschwindet, so ist lim H, (z) = f(z), und zwar 


gleichmafBig im Intervalle —l1<2x<+1. In Formelin: 


i : 5 ( opin) n T,(x) \* . 
lim 53 Oy f (2%) (1 — 2a) (525m) =f (2), 





und zwar gleichmafig fir —1<2x<+1, wo 
T,, (x) = cos n (arc cos z), 
x\") = cos (2k — 1) =~ (k=1,2,...,n). 


Wihrend also das Lagrangesche Interpolationspolynom L, (xz) — die- 
jenige ganze rationale Funktion von héchstens (n — 1)-tem Grade, die an 
den Tschebyschefischen Stellen z,,2z,,...,2, mit unserer Funktion f(z) 
iibereinstimmt — nicht notwendigerweise gleichmabig zu f(x) konvergiert, 
konvergiert das Treppenpolynom H,(z) — das man auch als dasjenige 
Polynom von héchstens (2 — 1)-tem Grade charakterisieren kann, welches 
an den besagten Stellen z,,z,,...,2,, der Reihe nach, die Werte 


ap 
Yi=P(2), Ye=S (Zz), > Ye=P(*,) 

doppelt annimmt — fiir lim nm = co immer gleichmaBig zu f(x), im Inter- 

valle —loxr<+l. 

Diese spezielle, besonders einfache Herstellungsregel fiir die Bildung 
WeierstraSscher Approximationspolynome durch Hermitesche Interpolation 
habe ich im Jahre 1915 verdffentlicht’). In der neuen allgemeinen Her- 
stellungsregel im § 11 figurieren nun beliebige Neigungswerte y;, y!,..., Yn 
der Hermiteschen Parabel, die nur der Bedingung der Beschranktheit 
(\y;|< 4 fiir jedes & und jedes n) unterworfen sein miissen. Nimmt man 
fiir diese — um einen anderen speziellen Fall zu erwihnen — den Wert 


wi=-¥%y=—...=y%—1, 


so erhalt man den Satz, daB unsere Hermite-Parabeln auch dann gleich- 


") L. Fejér, a) Interpolatiérél (ungarisch), Anzeiger der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften 34 (1916) (Sitzung vom 15. November 1915); b) Uber Inter- 
polation, Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch- 
physikalische Klasse, 1916 (Sitzung am 15. Januar 1916). Mit dieser Arbeit sind die 
$$ 3—12 vorliegender Arbeit zu vergleichen; jene enthalt auch wichtige literarische 
Verweise. 
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maBig zu f(a) konvergieren (immer mit Tschebyscheff-Abszissen!), wenn 
simtliche Tangenten dieser Parabeln in den Punkten 


(2,,f(%,)), (2g, f(%g)), «++, (2 f(2,)) 
45° mit der Abszissenachse bilden. 

Ich glaube, daB man durch zweckmaBige Wahl der ,,Tangentenver- 
teilung“ in unserem Hermite-Polynome noch gewisse weitere Vorteile wird 
gewinnen kénnen. 

21. Ich erwihne schlieBlich noch einen dritten, etwas anders gearteten 
Spezialfall: es habe f(z) selbst im Intervalle — 1 < 2 < +1, oder wenigstens 
fiir simtliche Tschebyschefischen Abszissen, einen beschrankten Differential- 
quotienten f(z). Dann kann ich y; = /f’(z,) wahlen. Die Hermitesche 
Parabel geht in diesem Falle in die Schmiegungsparabel y= 8S, (x) von 
y= f(x) tiber, wo S, (2) diejenige ganze rationale Funktion von héchstens 
(2n —1)-tem Grade bezeichnet, fiir die 


S,,(z,) =f (2,), S,,(2,) =f (24), its S,,(x,) =f (2,), 
S.(%)= f(a), Si(eg)=f (a), «+ S.(%,) =f (aq) 
gilt. Unser allgemeiner Satz im §11 liefert nun den Satz, daB die 
Schmiegungsparabel in diesem Falle fiir n =o gleichmafig zur stetigen 


Kurve y=f (x) konvergiert (d.h. limS,(x)=f (x), gleichmdafig fiir 
-lszrs+l). 


Budapest, den 28. Juni 1929. 


(Eingegangen am 15. 7. 1929.) 











Uber die Reduzibilitat von Polynomen im Kérper der 
reellen Zahlen. 


Von 
Karl Dérge in Kéin. 


Um den in dieser Arbeit bewiesenen Satz als Verallgemeinerung ein- 
facher bekannter Theoreme erscheinen zu lassen, kniipfen wir an die Frage 
nach der Realitét der Wurzeln der quadratischen Gleichung an. Der Ver- 
allgemeinerung zu Liebe formulieren wir den hier vorliegenden Sachverhalt 
in folgender etwas, umstindlicher Form: In f(z) =a,2z* + a,x -+-a, be- 
trachte man a,,@,,@, als reelle Parameter. Die Punkte des reellen drei- 
dimensionalen Parameterraumes mit den Koordinaten a,,a,,a,, in welchen 
f(a) im K6rper der reellen Zahlen zerfallt, sind dann durch eine algebraische 
Ungleichung — namlich 4a,a, —a? <0 — charakterisiert. Der Bereich, 
in welchem f reduzibel ist, wird von dem Bereich, in welchem f irreduzibel 
ist, getrennt durch die Punktmenge der Punkte, in welchen f das positiv 
oder negativ genommene Quadrat eines reellen Polynoms wird. 

Es sei nun f ein Polynom von den Veranderlichen z,,...,2,,. Die 
Koeffizienten seien Polynome mit reellen Koeffizienten der reellen Para- 
meter t,,...,¢,. Umter Q verstehe man die Menge der Punkte des 
s-dimensionalen Parameterraumes, fiir welche f oder —f das Quadrat 
eines reellen Polynoms in z,,...,2,, wird. Es ist leicht zu sehen, daf 
diese Punktmenge Q algebraisch bestimmt ist. Es wird zunichst be- 
wiesen, da8 die Punkte des reellen s-dimensionalen Parameterraumes, fiir 
welche f im Kérper der reellen Zahlen zerfalit, durch Systeme algebraischer 
Gleichungen und Ungleichungen zwischen den Koeffizienten a, von f, also 
auch zwischen den ¢,, charakterisiert sind. Damit wird dann der folgende 
Satz bewiesen: 


Die Punkimenge Q zerlegt den s-dimensionalen Parameterraum in 
durch sie getrennte Bereiche. Greift man irgendeinen derartigen Bereich 
heraus, so ist darin entweder f fiir jeden Punkt im Reellen reduzibel bis 
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auf héchstens die Punkte, in denen sich der Grad von f erniedrigt, 
oder f ist in jedem Punkt des Bereiches irreduzibel bis auf héchstens die 
Punkte auf gewissen angegebenen algebraischen Flachen*). 

Bei Polynomen einer Verinderlichen von mindestens drittem Grade z. B. 
haben alle Gebiete denselben Charakter. In allen ihren Punkten, wo nicht 
Graderniedrigung eintritt, muB f im Reellen zerfallen. Das Polynom 
tz*+(t—1)y* ist in O<St<1 reduzibel, in ¢< 0 und ¢>1 irreduzibel. 
Die Grenzpunkte dieser Gebiete sind 0 und 1, wo f ein Quadrat wird. 

Aus dem Satze kann z. B. gefolgert werden: Wenn f nie ein Quadrat 
wird”), so ist es entweder im ganzen Raume im Reellen reduzibel bis auf 
héchstens die Punkte, wo Graderniedrigung eintritt, oder es ist im ganzen 
Raume irreduzibel bis auf héchstens die Punkte auf angegebenen algebraischen 
Ausnahmeflichen. 

Die Anregung zu der Note habe iwh durch das algebraische Kriterium 
fiir absolute Irreduzibilitét von E. Noether (Math. Annalen 85) bekommen. 
Ich benutze nicht nur die Satze, sondern auch die Methoden von E. Noether. 


1. f(a,,..-, %,,) sei ein Polynom mit Koeffizienten aus dem Kérper XK. 

Der Grad sei h. Man setze d =2h. Dann unterwerfe man die x der Trans- 
m—-# 

formation t, = ais [u=1,2,...,m]. f geht dadurch iiber in ein 


Polynom der einen Veranderlichen . Man nenne es F(é). Die Redu- 
aibilitat von f in K laBt sich dann in gewissem Sinne auf die Reduzibilitat 
von F zuriickfiihren*). Dazu betrachte man im Kérper K die Zerlegung 


F(é) = F, (€)-F, (&). 


Die in F, und in F, wirklich auftretenden Exponenten entwickle man als 
d-adische Zahlen. Wenn die dabei vorkommenden Koeffizienten der Potenzen 


von d@ samtlich ihrem Betrage nach kleiner als ¥ sind, sagen wir, die 


Faktoren F, und F, hatten induzierte Exponenten. Dann gilt der Satz: 
f zerfallt dann und nur dann in A, wenn F in zwei Faktoren mit indu- 
zierten Exponenten in K zerfallt. Ferner erhalt man aus einer Zerlegung 
von F in Faktoren mit induzierten Exponenten eine Zerlegung von f, in 
deren Faktoren als Koeffizienten gerade die Koeffizienten der Faktoren 
von F auftreten. 

1) Hierbei ist der uneigentliche Fall zugelassen, daB der Raum durch Q nicht 
zerlegt wird, also einen einzigen Bereich bildet. Randpunkte diirfen dem Bereiche 
angehoren. 

*) Z. B. wenn die bei den verschiedenen Numerierungen der Verinderlichen x, 
sich ergebenden héchsten Glieder und das absolute Glied nirgends simtlich tiberein- 
stimmende Vorzeichen haben, wie z. B. in z*—y*+U(z,y), wo U in x und in y 
héchstens den Grad k—1 hat. 

5) Vgl. die Note von E. Noether. 
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Im folgenden lege man in den Veriinderlichen x irgendeine feste Reihen- 
folge zugrunde, der Einfachheit halber etwa die Reihenfolge nach den 
Indizes: x,,2,,...,2%,,- Man kann dann die Glieder von f nach irgendeinem 
Prinzip, etwa nach fallenden Exponenten, ordnen. Dann schreibe man 


L 
f (ay, ++) %q) = 29 11,+ .-.+a,M,= Sah, unter I,,..., 1, die 
i=o 


Potenzprodukte der z,,..., z,, verstanden. Wir setzen im folgenden immer 
a, +0 voraus. Der Grad von F(é) sei N. Das héchste Glied von F 
ist dann a,é”. 

Definition. f zerfallt im Kérper K halb, wenn es in einem Er- 
weiterungskérper von K in zwei Faktoren f,-f, zerfallt derart, daB in 
den f, [k= 1,2] die héchsten und die konstanten Koeffizienten zu K 
gehoren. 

Der Begriff des Halbzerfallens von f la8t sich nun natiirlich wieder 
zuriickfiihren auf einen gewissen Begriff des Halbzerfallens von F(é&). 
Dazu sage man: 

Definition. F zerfallt in K halb, wenn es in einem Erweiterungs- 
kérper von XK derart in zwei Faktoren F,-F, zerfallt, daB 


1. F, und F, nur induzierte Exponenten enthalten, 


2. die héchsten und die konstanten Koeffizienten von F, und F, zu K 
gehéren. 


Der Bequemlichkeit halber normiere man F, indem man mit a¥-! 
multipliziert, dann é’ = a,é setzt und schlieBlich statt &’ wieder ¢ schreibt. 
Zu F(é) gehért dann ein bestimmtés Polynom F*(£), dessen Koeffizienten 
statt der a, jetzt noch mit Potenzen von a, multipliziert sind. Offenbar 
zerfalit F dann und nur dann halb in K, wenn F* in K halbzerfillt. 
Ferner zerfallt offenbar f dann und nur dann halb in K, wenn F in K 
halbzerfallt, also dann und nur dann, wenn F* in K halbzerfillt. 


Wir interessieren uns in Zukunft natiirlich nicht fiir das Halbzerfallen 
von f, sondern fiir das Zerfallen von f. Es besteht aber folgender Zu- 
sammenhang: Man unterwerfe die Veranderlichen z, unter Benutzung irgend- 
welcher Zahlen «,,«,,...,@,, aus K der Transformation z, =2,+4, 
[w= iB eee | 

Aus dem durch Division von f mit a, normierten Polynom f* (z,) 
entsteht dann ein neues Polynom f *(xi). Wenn f* in dem‘) algebraisch 
abgeschlossenen Erweiterungskérper von K zerfillt, so betrachte man dort 
simtliche Zerlegungen von f* in normierte Faktoren. Aus diesen Zer- 


*) Unter dem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von K verstehen 
wir etwa den kleinsten algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von K. 








zil 








Reduzibilitét von Polynomen. 729 


legungen erhalt man offenber durch die Transformation z= ze +a, 
simtliche Zerlegungen von f* (z)) in normierte Faktoren. Gehort so nu 
einer Zerlegung f* =f, -fe die Zerlegung i =f, -fe", 80 ist offenbar der 
absolute Koeffizient von fi” der Wert ff," (a,) und der absolute Koeffizient 
von fy ist fe (« «,). Aus einem Zerfallen von f* in K folgt mithin gewiB 
das Halbzerfallen von f* (z,) in K. Umgekehrt folgt aus dem Halb- 
zerfallen von f *(a,) in K in die Faktoren f* fa", daB f (a,) und fe (a,) 
zu K gehéren. 

Daraus aber ergibt sich: f* zerfallt dann und nur dann in K, wenn 
- (x, + «,) fiir geniigend viele und geniigend verteilte Systeme «, aus K 
in K halbzerfallt, und zwar ist notwendig und hinreichend, da8 nach Be- 
stimmung einer geniigend groBen Anzahl S, die allein durch die Grade 
von f bestimmt werden kann, fiir die Systeme «,,...,a,,, in welchen w, 
unabhangig voneinander die Reihe 0, 1,..., 8 — 1 durchlaufen, f “ (z, ao «,,) 
in K halbzerfallt®). Kehrt man zu den Polynomen vor der Normierung 
zuriick, so ergibt sich: f zerfallt dann und nur dann in X, wenn nach Be- 
stimmung einer hinreichend groBen Zahl S, die allein durch die Grade 
von frelativ zu den m Veranderlichen x, bestimmt werden kann, f(x, + «,) 
fiir alle S" Systeme von Zahlen a,, in welchen die a, unabhingig von- 


” 
einander ganzzahlig vor 0 bis S—1 variieren, als Polynom von den z, 


in K halbzerfallt. 

2. Um eine Bedingung fiir das Halbzerfallen von f in K zu erhalten, 
geniigt es, das Halbzerfallen von F* in K m betrachten. Dam nehme 
man fiir irgendein festes 9 der Reihe 1, 2,..., N—1 irgendeine Zerlegung 
von F* in einem Erweiterungskérper von K, wobei man die Faktoren als 
normiert annehme: _ oa oil 

F' =F, -F;, 

F, = é +¢, gem} + coe Toy Fy = @"~* + ¢, g4-e 8 ad + en-e- 
Die N Wurzeln von F seien &;, é,...,éy. Sie verteilen sich auf die 
Faktoren F, und F,. Man wihle die oe etwa so, daB F, die 
Wurzeln é,,.. » €, und F, die Wurzeln 4 » €y hat. DaB diese Zer- 
legung von F* dann ein Halbzerfallen von F* liefert, bedeutet: Gewisse 
der c, namlich die, welche zu nicht induzierten Exponenten gehéren, etwa 
Ca,,+-+»Ca,, und ebenso gewisse der e, etwa ¢é,,..., &g, sollen verschwinden 
und auBerdem soll ¢, — und dann von selbst ey_. — mu K gebéren. 
Das kann aber auch so ausgedriickt werden: Der mit den neuen Ver- 
anderlichen u,, tg, ...,V,,U,_,---,w, 46 gebildete Ausdruck 

UW. Ca, + Uy Cay «++ + Uy Ca, + 0, ep, + U4 es, +... + 0,6, + w(c, — 3d) 





®) Vgl. den Hilfssatz in Teil IT der Note ,Bemerkung zum Hilbertschen Irredu- 
zibilitétssatz*, Math. Annalen 102, 8S. 521—580. 


Mathematische Annalen. 102. 47 
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soll fiir eine Zahl 6 aus K verschwinden. Auf diese Form, aufgefaBt als 
Ausdruck in den &,,..., &y wende man alle N! Permutationen der é,, ..., éy 
an. Man erhalt dann weitere Formen in denselben Veranderlichen u, v, w, d. 
Man bilde deren Produkt. Dieses ist ein Polynom ®,(u,v,w,d) von 
u,v,w,6, dessen Koeffizienten jetzt wegen ihrer Symmetrie in den 
E,,....€~ Polynome von den Koeffizienten von F*, also auch von den 
Koeffizienten a, mit ganzen rationalen Koeffizienten sind. Zu jedem @ der 
Reihe 1,2,..., N—1 gehért also ein ®,(u, v,w,6). Man nehme hier 
der Einfachheit halber fiir die verschiedenen 0 etwa dieselben Unbestimmten 
u, v, w, 6, deren Anzahl man von vornherein hinreichend groB annehme. Die 
Bedingung fiir das Halbzerfallen von f in K ist dann: ®(6)=0 soll bei 
veranderlichen u,v, w eine Lésung 6 in K haben. 

Setzt man w=0, so entsteht aus ® ein Polynom Y, welches nur 
noch von u,v abhangt. Das Verschwinden von ¥ ist dann offenbar die 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen von f in dem 
algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von K. 

In ahnlicher Weise kann man eine Form ¥, von Unbestimmten 
Uy, Ug, «+ +5 Vy, Ug, «++» Py» Py, --- Konstruieren mit Koeffizienten, welche Poly- 
nome der a, mit ganzen rationalen Koeffizienten sind derart, dab Y,—0 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB f in dem alge- 
braisch abgeschlossenen Erweiterungskérper von XK in mindestens drei 
Faktoren zerfallt. 

Durch die S™ Transformationen xz, = 2+ «,, «, —0,1,...,8—1 
enstehen aus f S” Polynome f,. Zu jedem f, gehdrt ein bestimmtes ® (4), 
man nenne es ®,(6). Notwendig und hinreichend fiir das Zerfallen von f 
in K ist dann: Jedes , [o = 1, 2,...,8™] soll in K eine Wurzel 6 haben. 


3. An Stelle des beliebigen Kérpers K betrachte man jetzt den Kérper 
aller reellen Zahlen, R. Dann wahle man ein festes o. Die Koeffizienten 
von ®,, aufgefaBt als Polynom der u,v,w, sind Polynome von 6 mit 
reellen Koeffizienten. Man bezeichne sie etwa mit P,(d) [k= 1,2,..., K] 


K 
’ (P,(5))* = Q, (6). Die Bedingung fiir das Zerfallen von f 
1 


und setze > 

&= 
in R ist dann die: Jedes Q,(6) [o = 1, 2,..., 8”] soll eine reelle Wurzel 6 
haben. 


Ob bei festem o das Polynom Q, (4) eine reelle Wurzel hat, ist nun durch 
Gleichungen und Ungleichungen zwischen den Koeffizienten von Q, bestimmt, 
wie aus den bekannten Satzen iiber die Anzahl der reellen Wurzeln von 
Polynomen folgt. Genauer gilt folgendes: Man kann zu Q, (6) eine endliche 
Anzahl von Systemen =, [r—1,...,17,] bestimmen, von denen jedes aus 
einer endlichen Anzahl von algebraischen Gleichungen und algebraischen 
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Ungleichungen*) zwischen den Koeffizienten von ®,, also zwischen den 
Koeffizienten von f besteht, mit folgender Eigenschaft: Dafiir, daB Q, (6d) 
eine reelle Wurzel hat, ist notwendig und hinreichend, da8 fiir irgendein 
t alle Gleichungen und Ungleichungen von 2, gleichzeitig erfiillt sind. 
Daraus ergibt sich weiter: Notwendig und hinreichend fiir das Zerfallen 
von f in R ist, daB fiir jedes o ein System 2,, existiert, dessen Gleichun- 
gen und Ungleichungen gleichzeitig erfiillt sind. 

Offenbar kann man dann auch ohne Unterscheidung der o von vorn- 
herein endlich viele Systeme P. von je endlich vielen algebraischen Re- 
lationen zwischen den Koeffizienten von f angeben, so daS fiir das Zer- 
fallen von f in R notwendig und hinreichend ist, da® fiir irgendein ¢ simt- 
liche Relationen von P, gleichzeitig erfiillt sind. 

Diese Bedingung hat sich ergeben unter der — allerdings einzigen — 
Einschrankung, die wir bisher durchweg gemacht haben, niamlich da$ a,, 
der Koeffizient des héchsten Gliedes von f, nicht verschwindet. Ein Satz 
gleichen Wortlautes ergibt sich nun nachtraglich auch, wenn man diese 
Einschrankung fallen 1aBt. 

Statt P. schreibe man namlich jetzt P2 (¢,—1,2,...,Z,). Entsprechend 
erhalt man, wenn man a,=0, a, +0 annimmt, ein System algebraischer 
Relationen P; [¢, =1,...,2%,] gleicher Bedeutung, - fiir a,=0, a, = 0, 
a, +0 ein System P;:, usw. Vor jede Relation von P:, schreibe man nun 


> 


2 
noch formal a? > 0, was durch (* o- °) angedeutet werde. Man erhilt 


:o 


dann ein System von algebraischen Relationen, das mit S°, bezeichnet 
werden mége. 


Vor jede Relation von P;, setze man die beiden Relationen a, =0, a? >0, 


a, = 0) 
was durch (3 > 0] angedeutet werde. Das System von Relationen, das 


Pr, a= 0 

z 1 ” 2 a,=0 

man so erhalt, nenne man S;. Entsprechend erhalt man S;,: a?>0 
usw. Mithin gilt , 
| 


Satz 1: Notwendig und hinreichend fiir das Zerfalien von f in R ist, 
daB irgendeines der endlich vielen Z, +-Z,-+-... Systeme S,, 9=1,2,..., H, 
[Z, + Z, +...=H] von algebraischen Gleichungen und Ungleichungen 
zwischen den Koeffizienten von f gleichzeitig erfillt ist. 


*) Unter einer algebraischen Ungleichung verstehen wir eine Behauptung, daB 
ein Polynom positiv oder negativ oder nicht positiv oder nicht negativ ist. 

Unter einer algebraischen Relation verstehen wir eine algebraische Gleichung 
oder eine algebraische Ungleichung. 
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Es liegt also prinzipiell gerade so, wie bei der Frage nach der Existenz 
reeller Wurzeln von Polynomen mit einer einzigen Unbekannten, natiirlich 
rechnerisch viel komplizierter. 

Im L -+ 1-dimensionalen Raume der reellen Parameter a,,..., az, gibt 
es also endlich viele algebraische Flachen, nimlich die, welche man erhilt, 
wenn man die Relationen, die in irgendeinem der H Systeme Ss vorkommen, 
durch Ersetzen der etwa vorkommenden Ungleichheitszeichen durch Gleich- 
heitszeichen simtlich zu Gleichungen macht, derart, daB man von einem 
Punkt, in welchem f reduzibel ist, zu einem Punkt, in welchem / irredu- 
zibel ist, nur gelangen kann durch Passieren einer derselben. 

Wir werden jetzt diese Flachen genauer zu charakterisieren suchen. 


4. Statt die Koeffizienten a, selbst als unabhiangige Veriinderliche an- 
zunehmen, nehmen wir allgemeiner an, sie seien Polynome der unabhangigen 
Parameter ¢,,...,¢, mit reellen Koeffizienten. Nun behandeln wir zunichst 
den Fall eines einzigen Parameters ¢. Den allgemeinen Fall fiihren wir auf 
diesen zuriick. 

Es mégen also die Koeffizienten a, Polynome mit reellen Koeffizienten 
von ¢ sein, a(t) +0. 

Aus den algebraischen Flichen in den a, werden jetzt Polynome in ¢. 
Sie verschwinden nicht simtlich identisch in ¢, weil (a, ( t))* vorkommt. 
Die héchstens endlich vielen reellen Nullstellen der nicht identisch ver- 
schwindenden unter ihnen teilen offenbar die reelle t-Achse ein in endlich 
viele Strecken, so daB jede von ihnen entweder nur Punkte enthilt, wo f 
in R reduzibel ist, oder nur Punkte, wo f in & irreduzibel ist. Es kann sein, 
daB zu dieser Einteilung gar nicht alle Punkte, die man erhalten hat, 
erforderlich sind. Dann streiche man sie fort. Die iibrigen Punkte 
nenne man die Grenzpunkte der Einteilung. Sie sind durch f eindeutig 
bestimmt. 

A(t) sei der Kérper aller algebraischen Funktionen von ¢. Er ist 
algebraisch abgeschlossen. Macht man die Betrachtung von 1. und 2. statt 
mit dem beliebigen K jetzt mit A(t), so ist mithin ¥(u,v) — 0 die Bedingung 
dafiir, daB f in A(t) in mindestens zwei Faktoren zerfallt, ¥, (u,v, p)=0 
die Bedingung dafiir, daS es in mindestens drei Faktoren zerfallt. Bei 
reell oder komplex spezialisiertem ¢ ist ferner fiir solche ¢, fiir welche 
a, (t)+0 ist, Y (u,v) =—0 und ¥,(u,v,p)=0 die Bedingung dafiir, dab 
f im Kérper R(¢) aller reellen und komplexen Zahlen in mindestens zwei 
bzw. drei Faktoren zerfallt. Dann unterscheiden wir bzgl. A(t) drei Fille: 


(1) (u,v) +0. 


Dann gibt es héchstens endlich viele reelle Punkte ¢, an welchen Y ver- 
schwindet. AuBSerdem gibt es nur endlich viele Stellen, an welchen a, (t) 
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verschwindet. Héchstens an diesen endlich vielen Stellen, an welchen Y 
oder a, verschwindet, kann f in R(#), alsc erst recht nur hier in R zer- 
fallen. Wir haben dies geschlossen, indem wir eine bestimmte Reihenfolge 
der Verinderlichen x, ausgezeichnet hatten. Zu dem entsprechenden Er- 
gebnis hitten wir mit jeder anderen Reihenfolge gelangen miissen. Daher 
gilt der Satz: Ist Y (u,v) +0, so kann f héchstens an den endlich vielen 
reellen Stellen ¢ zerfallen, an welchen Y (u,v) verschwindet, oder bei jeder 
der m! méglichen zugrunde gelegten Reihenfolgen z,,, ..., %.,, der Verander- 
lichen das Leitglied herausfiallt, d. h. aber, an welchen Graderniedrigung 
eintritt. Das Verschwinden von Y (u,v) fiir reelles ¢ ist gleichbedeutend 
mit dem Verschwinden des Polynoms ¥ (a,), welches entsteht, indem man 
die Summe der Quadrate aller Koeffizienten von (u,v) bildet. 
Es sei jetzt 


(II) Y(u,v)=0, Y,(u,v,p)=—0. 


Dann enthalt f an jeder reellen Stelle ¢, an welcher a,(t)+0 ist, in 

(¢) mindestens drei Faktoren. Da neben jedem komplexen Faktor der 
konjugiert komplexe Faktor auftritt, mu8 dann an jeder reellen Stelle ¢ 
f auch in R zerfallen bis auf héchstens die Stellen, an welchen «,(t) ver- 
schwindet. 

Legt man eine andere Reihenfolge der Verinderlichen x, zugrunde, 
so erhalt man ein neues ¥ und ein neues ¥,. Offenbar miissen aber auch diese 
beiden verschwinden. Daher kann man allgemein schlieBen: f zerfallt an 
allen reellen Punkten, auBer héchstens an denjenigen, wo Graderniedrigung 
eintritt. 

(IIT) Y(u,v)=0, Y,(u,v,p) +0. 


Diejenigen der endlich vielen reellen Punkte ¢, an welchen a,(t) ver- 
schwindet, bezeichne man mit t,,1,,..., die, an welchen Y, verschwindet, 
mit tj, t%,.... In jedem reellen Punkte, der kein + ist, enthalt dann 
f in R(¢) mindestens zwei Faktoren; wenn der Punkt auch kein rt’ ist, 
genau zwei Faktoren. 

f zerfallt nun in A(t) in zwei Faktoren: 


(x) f(z,) = (9% T+ vee t px Ig)-(w, Ty +... + pe lx). 


Durch Spezialisieren von ¢ in den » und y erhilt man aus dieser Zer- 
legung Zerlegungen von f bei numerischem ¢. Da f bis auf die endlich 
vielen t,t’ genau zwei Faktoren enthilt, folgt, daB man bei eindeutiger 
Festlegung eines Zweiges der p,w, derart daB die Zerlegung (x) statt- 
findet, bereits simtliche Zerlegungen von f an allen Stellen auBer den r, r’ 
bekommt. Wir nehmen also in Zukunft bei numerischer Betrachtung an, 
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daB die y,y bei anzugebenden Normierungen von gy, und y, eindeutige 
Zweige der durch sie dargestellten algebraischen Funktionen sind. 

Wir sehen uns nun die endlich vielen Grenzpunkte ¢, durch die wir 
die ganze reelle t-Achse eingeteilt haben, einzein an: 

III. 1. ¢, sei Grenzpunkt zwischen zwei reduziblen Strecken’). Die @ 
und y normiere man so, daB g,=—1 ist. Die m und wy miissen dann in 
einer ganzen Umgebung von ¢, auSer héchstens an der Stelle ¢, selbst 
reelle Werte haben. Wenn #, nun kein 1 ist, sind die » und w an der 
Stelle 4, stetig. Daher ist an der Stelle ¢,: 
fe, = [ (lim —,) TT, + ... + (lim pg) Tg) - [lim y, 7 +... + (lim yg’) Iz}. 
Wegen a,(t,) +0 ist hier lim y,-lim y, + 0, ferner sind saimtliche Limites 
reell, also zerfallt f in R. Ein Grenzpunkt zwischen reduziblen Strecken 
mu8 mithin ein t sein, a, mu8 also dort verschwinden; also da man dies 
wieder fiir jede Reihenfolge der z, schlieBen kann, mu8 Graderniedrigung 
eintreten. 

III. 2. t, sei Grenzpunkt zwischen einer irreduziblen und einer redu- 
ziblen Strecke. Man operiere nun in so kleinen Umgebungen uw um 1,, 
daB darin auBer etwa t, kein weiteres r,t’ vorkommt. J und  seien 
die Teile von u, welche in die irreduzible bzw. die reduzible Strecke hinein- 
fallen. In § kann a, dann nicht das Vorzeichen wechseln. Dann normiere 
man g, so, daB in §& gilt: 


wenn in J a,>0: Po = Va (t), Wo = Va, (t), 

wenn in ¥ a, < 0: Po = y—a,(t), Yo =t y—a,(t). 
Offenbar sind dann die m und y in & konjugiert komplex, wenn a, > 0, 
sie sind bis auf den Faktor —1 konjugiert komplex, wenn a,< 0. In R 
sind die m bis auf einen etwaigen gemeinsamen komplexen Faktor reell, 
ebenso die y. Ferner sind bei dieser Normierung, da ¢,, wie aus der Be- 
trachtung von & folgt, keine Unendlichkeitsstelle der m und ist, die 
und y an der Stelle ¢, stetig. Daher gilt an der Stelle ¢, die Zerlegung 


fi, = [(lim g,) ZT, +... + im pg) I7g)}-[ (lim y,) 715 +... + (lim pg’) Hk: ). 
Nimmt man diese Limites zunichst bei Annaherung an ¢, aus $ heraus, so 
folgt, daB die Faktoren entweder konjugiert komplex sind, oder da der 


eine Faktor das —1-fache des konjugiert komplexen des anderen Faktors 
ist, also an der Stelle ¢, gilt entweder 


{= tf, oder f = f,(—f,). 








*) Wir nennen eine Strecke kurz reduzibel, wenn f in jedem ihrer Punkte redu- 
zibel ist. Entsprechend nennen wir sie irreduzibel, wenn f in ihr iiberall irredu- 
zibel ist. 
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Nimmt man aber die Limites durch Annaherung von ¢, aus fi heraus, so 
folgt, daB an der Stelle ¢, f, und /, durch Herausnahme zweier konstanter 
Faktoren C,, C, aus f, bzw. f, reell werden. Man kann dasselbe dann auch 


erreichen, indem man C, = C; wahlt, da C,C, reell sein muB. ft und af 


sind dann aber reell und bis auf das Vorzeichen konjugiert komplex, also 
reell und bis auf das Vorzeichen gleich, etwa gleich + f,. Dann hat man 
an der Stelle ¢, eine Zerlegung 


f=C,C,f2 oder f=C,C,(—f2), 
d. h. f=(¥0,C,f%)* ode f=—(/0,0,f)°. 


Mithin ist f an der Stelle ¢, das Quadrat oder das negativ genommene Quadrat 
eines reellen Polynoms oder, was dasselbe ist, das Quadrat eines Polynoms'), 

[II.3. SchlieBlich sei ¢, Grenzpunkt zwischen zwei irreduziblen Strecken. 
Mithin zerfallt f an der Stelle ¢, in reelle Faktoren. Daraus schlieBt man 
genau wie in III.2, daB f an der Stelle ¢, in zwei konjugiert komplexe 
Faktoren, multipliziert mit +1 zerfallt. Wenn f dann an der Stelle ¢, 
nur in zwei Faktoren zerfallt, ergibt sich genau wie in III.2, da8 an der 
Stelle ¢, f das Quadrat eines Polynoms ist. Daher erhalt man: Entweder 
ist f bei t, ein Quadrat oder f zerfallt an der Stelle ¢, in mindestens drei 
Faktoren. Dafiir ist, wenn a,(t,) +0, Y%, = 0 notwendig und hinreichend. 
Mit Y, kann man wieder wie in 4.1 zur Quadratsumme der Koeffizienten 
von ¥, iibergehen. 

Wenn man die Betrachtungen aus 2. fiir algebraisch abgeschlossene 
Kérper, wie es E. Noether tut, mit homogenisierten Polynomen durchfiihrt, 
so erhilt man allgemeiner statt unseres Y, und ¥, ein ¥," und ein ¥5, 
dessen Verschwinden notwendig und hinreichend dafiir ist, daB f in R(t) 
mindestens drei Faktoren enthalt, auBer wenn Graderniedrigung eintritt. 
Man erhalt dann etwas scharfer, daB f bei ¢, entweder ein Quadrat 
oder Graderniedrigung eintritt, oder ¥;' verschwindet. Dabei ist y, — = 
bei nicht eintretender Graderniedrigung fiir das Zerfallen in R wt. 20 
und hinreichend. 


5. Hangt f nicht nur von einem Parameter ¢, sondern von s Para- 
meter t,,..., t, ab, so gelten die abgeleiteten Sitze zunachst nur, wenn man 
alle bis auf einen Parameter festhalt. Daraus folgt aber sofort zusammen- 
gefaBt folgendes allgemeine Resultat: f(2,...z,,) sei ein Polynom von 


*) Hierbei mu8 — und diese Festsetzung treffe man auch fiir das Folgende — 
das Polynom f an solchen Stellen, an denen es sich auf eine Konstante reduziert, 
als ein Quadrat dann und nur dann angesehen werden, wenn es in jeder Umgebung 
der Stelle das Quadrat eines — nicht konstanten — Polynoms ist. 
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%,,--++,%,,- Die Koeffizienten seien Polynome von s reellen Parmetern t,,..., t 


+9 ©5° 


Geordnet nach fallenden Potenzen fiir irgendeine feste Reihenfolge der z, sei 
L 
f = dylTy...+ an tT, = Xa, M1, a, + 0. 


Die Punkte des reellen s-dimensionalen t-Raumes, in welchen f das Quadrat 
eines Polynoms wird — f ist dann von selbst das +1-fache des Quadrates 
eines reellen Polynoms — bilden die Punktmenge Q, die, worauf am 
Schlu8 hingewiesen wird, im wesentlichen algebraisch bestimmt ist. Die 
Punkte, in welchen f bei nicht verschwindendem a, mindestens drei kom- 
plexe Teiler enthilt, bilden eine algebraische Fliche ®,(a,)—0. Die 
Punkte, in denen Graderniedrigung in f eintritt, sind selbstverstandlich 
algebraisch bestimmt, denn die Quadratsumme von gewissen a, soll ver- 
schwinden. Man nenne diese Quadratsumme G und erhilt die Flache G = 0. 
SchlieBlich brauchen wir noch die algebraische Fliche ® = 0, deren Kon: 
struktion oben angegeben ist, und die bei nicht verschwindendem a, an- 
gibt, daB f in R( i) zerfallt. Dann gilt folgender 

Satz Il: Es sind nur folgende drei Falle fiir das Zerfallen in R 
méglich : 

A) f ist im ganzen Raume bis auf eine hochstens s — 1-dimensionale*) 
Punkimenge reduzibel. Dann ist f héchstens fiir die Punkte der Flache 
G =0 irreduzibel. 

B) f ist im ganzen Raume bis auf eine héchstens s — 1-dimensionale 
Punktmenge irreduzibel. Dann ist f, wenn D=0 in dent, ...t,, héchstens 
an den Punkten der Flache ®=0, und wenn ©=0 héchstens an den 
Punkten der Flache a, = 0 oder &, = 0 und den Punkten der Punktmenge Q 
reduzibel. Reduzibilitat tritt wirklich ein an den Punkten von Q; an den 
Punkten von ®, = 0, wenn a, +0. 

C) f set fiir eine s-dimensionale Punktmenge reduzibel und fiir eine 
8-dimensionale Punktmenge irreduzibel. Die Punktmenge Q zerlegt dann 
den ganzen Raum in durch sie getrennte Bereiche derart, daB fiir jeden 
einzelnen derselben folgendes gilt: 

Entweder ist f in allen Punkten des Bereiches reduzibel bis auf héch- 
stens die Punkte G =0 oder es ist in allen Punkten des Bereiches irredu- 
zibel bis auf hdchstens die Punkte von a,=0 und d, = 0. Reduzibilitat 
tritt wirklich ein, wenn a,+0, aber ®,=—0. In den Punkten von Q, 
die diese Bereiche begrenzen, tritt wirklich Reduzibilitat ein. 


*) Eine Punktmenge im #,,..., ¢,-Raume hei8t héchstens s— 1-dimensional, 
wenn sie nur aus Randpunkten besteht. Sie hei&8t s-dimensional, wenn sie einen 
Punkt und eine ganze Umgebung desselben enthilt. 
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Zusatz: Statt ,—0 gibt es eine Fliche , —0, so daS man an 
Stelle des Paares von Gleichungen a, = 0, ®, =0 in B) und C) auch die 
Gleichungen G = 0, @F =0 mit sonst gleichem Wortlaute hatte schreiben 
k6énnen. 


SchlieBlich werde noch eine Bemerkung iiber die algebraische Be- 
stimmtheit der Punktmenge Q angekniipft. Es ist klar, daB bei nicht- 
verschwindendem a, das Polynom f dann und nur dann ein Quadrat ist, 
wenn F in zwei gleiche Faktoren mit induzierten Exponenten zerfillt. 
Dazu miissen also gewisse der c und e verschwinden, die iibrigen aber, 
soweit sie gleiche Indizes haben, iibereinstimmen. Es ist klar, daB diese 
Bedingungen entsprechend den Schliissen von 2. auf algebraische Glei- 
chungen fiihren. 

Durch Benutzung der E. Noetherschen Methode, welche mit homo- 
genisierten Polynomen operiert, erhalt man ein System algebraischer Glei- 
chungen, welches nur versagt, wenn Graderniedrigung eintritt. 

SchlieBlich werde noch folgender leicht zu beweisender Zusatz ohne 
Beweis angegeben. 

2. Zusatz: Es gibt, wie soeben angedeutet, eine algebraische Gleichung 
Q(a,) = 0, die bei nichtverschwindendem a, die Bedingung dafiir ist, daB f 
ein Quadrat ist. Unter Q, verstehe man die Gesamtheit der Punkte, in 
denen bei nichtverschwindendem a, das Polynom Q(a,) verschwindet, und 
die Gesamtheit aller Hiufungspunkte derselben. Ferner nehme man zu Q, 
die Punkte der Flache a, = 0 dann und nur dann hinzu, wenn f nach Fort- 
lassen des héchsten Gliedes identisch in den ¢, das Quadrat eines Polynoms 
von den x, wird. Diese Punktmenge Q, — im allgemeinen ein echter Teil 
von Q — reicht aus, um die Bereiche verschiedenen Charakters, von denen 
in dem einen f bis auf algebraische Ausnahmepunkte reduzibel, in dem 
anderen bis auf algebraische Ausnahmepunkte irreduzibel ist, voneinander 
zu trennen. An den iibrigen Punkten in Q, die mithin nicht zu Q, ge- 
héren, muB f zerfallen, aber es kénnen dort nicht Gebiete mit verschie- 
denem Charakter aneinander stoBen. 


(Eingegangen am 8. 4. 1929.) 











Eine Bemerkung iiber die Unzerlegbarkeit von Polynomen. 


Von 
Bartel L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


Aus den Behauptungen auf 8. 744 der Abhandlung von G. Hermann 
iiber die Frage der endlichvielen Schritte in der Theorie der Polynom- 
ideale’) kénnte man entnehmen, daB es nicht nur bei endlichen, sondern 
auch bei unendlichen Erweiterungen von (sagen wir etwa) dem Ké6rper I" 
der rationalen Zahlen méglich sei, zu entscheiden, ob ein Polynom f(z) 
im Ké6rper irreduzibel sei. Beim Beweis wird aber eine petitio principil 
benutzt, namlich, daB es méglich sei, von jedem endlichen Erweiterungs- 
kérper A von I zu entscheiden, ob im vorgelegten unendlichen Kérper 
ein zu A Adquivalenter Unterkérper vorhanden ist. Wie man das aber in 
endlichvielen Schritten entscheiden soll, wird nicht gesagt. 

Aus dem Folgenden wird sich ergeben, da8 ein allgemeines Irreduzi- 
bilitétskriterium fiir Polynome f(z) in unendlichen, aber _,,explizite-be- 
kannten“ (in einem spiter zu erklirenden Sinn) Erweiterungskérpern des 
rationalen Zahlkérpers I" unmédgiich ist, es sei denn, daB es der Beweis- 
theorie gelingen wird, die Entscheidbarkeit einer jeden Frage von der Art 
»Gibt es ein n mit der Eigenschaft H(n)?“ darzutun. E(n) soll eine 
Eigenschaft der natiirlichen Zahl n sein, deren Giiltigkeit fiir jedes n in 
endlichvielen Schritten feststellbar ist. 

Ein Kérper K soll explizite-bekannt heiBen, wenn seine Elemente 
Symbole aus einem bekannten abzihlbaren Vorrat von unterscheidbaren 
Symbolen sind, deren Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division 
sich in endlichvielen Schritten ausfiihren lassen. ,,Explizite-bekannt“ ist 
z. B. ein Kérper I°(0,,0,,...), wo jedes 0, entweder eine Unbestimmte 
oder eine Wurzel einer bestimmten in I"(6,,...,0,_,) irreduziblen Glei- 
chung ist. 


*) Math. Annalen 95 (1926), S. 736—788. 
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Behauptung. Solange man keine allgemeine Methode hat, jedes 
Problem von der Art ,,Gibt es ein n mit der Higenschaft E(n)?* zu lésen, 
solange kann es auch keine allgemeine Methode der Faktorzerlegung von 
Polynomen f(x) mit Koeffizienten aus einem explizite-bekannten Kérper 
geben. 

Beweis*). Gesetzt, es gibe eine allgemeine Methode, jedes Polynom 
mit Koeffizienten aus einem Kérper I"(0,,6,,...) in Faktoren zu zerlegen; 
dann ist zu zeigen, daB man auch jede Frage ,Gibt es ein m mit der 
Eigenschaft E(n)?* lésen kann. Es sei eine Eigenschaft Z(n) vorgelegt. 
Wir konstruieren den Kérper I°(0,,6,,...), wo I" der Kérper der rationalen 
Zahlen ist, 


#,—y—1, wenn n die kleinste Zahl mit der Eigenschaft E(n), 
0, —Y>p, sonst, wo p, die n-te Primzahl ist. 


Da8 dieser Korper explizite-bekannt ist, ist unmittelbar einzusehen. 
Ebenso, da8 das Polynom 2*-+-1 in ihm unzerlegbar ist oder nicht, je 
nachdem es ein n mit der Eigenschaft E(n) gibt. Die nach Voraussetzung 
mégliche Entscheidung iiber die Irreduzibilitét des Polynoms x? + 1 gibt 
also zugleich Aufschlu8 iiber die Existenz eines n mit der Eigenschaft E(n). 

Da8B die gemachte Voraussetzung wesentlich ist, sieht man so: Wire 
das allgemeine Entscheidungsproblem fiir Fragen der Art ,,Gibt es ein n 
mit der Eigenschaft E(n)?* gelést, so wiirde man wenigstens fiir die 
Koérper I'(6,,0,, ...) das Irreduzibilitatsproblem ohne weiteres lésen kénnen, 
denn ein Polynom f(z) ist dann und nur dann in I°(6,,6,,...) zerlegbar, 
wenn es ein n gibt mit der Eigenschaft, daB f(z) im Kérper I'(6,, ..., 6,,) 
zerlegbar ist, und diese Eigenschaft H(n) ist fiir jedes n nach der 
Kroneckerschen Methode (siehe G. Hermann, a.a.0.) entscheidbar. 


*) Bei der Bildung des Beispiels, das den wesentlichen Inhalt dieses Beweises 
ausmacht, hatte ich mich natiirlich auch auf eine bestimmte Eigenschaft E(n), etwa 
ein bestimmtes bis jetzt noch nicht beobachtetes Vorkommnis in der Dezimalbruch- 
entwicklung von z, stiitzen kénnen. Ich habe das vermieden, weil die Voraussetzung 
der Unentscheidbarkeit eines solchen Existenzproblems nicht nur véllig unberechtigt, 
sondern auch fiir den Beweis zu einem gewissen Grade unwesentlich ist. Wesentlich 
ist nur die Voraussetzung einer Unentscheidbarkeit iiberhaupt, eines ,Ignorabimus“ 
in bezug auf Existenzprobleme der genannten Art. 


(Eingegangen am 14. 10. 1929.) 








Idealtheoretische Deutung der Darstellbarkeit beliebiger 
natirlicher Zahlen durch quadratische Formen’). 


Von 
Werner Weber in Géttingen. 


Das Problem der Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen durch quadratische 
Formen mit ganzen rationalen Koeffizienten und von gegebener Klasse’) 
ist bisher nur auf dem Umweg iiber die Idealtheorie eines quadratischen 
Zahlkérpers mit Erfolg anzugreifen. Zum klassischen Bestande dieser Theorie 
gehért eine bei R. Dedekind*) und H. Weber‘) vorkommende typische Re- 
lation, deren Bedeutung sich kurz durch das Schlagwort ,,darstellbar sein 
heiBt Idealnorm sein“ charakterisieren laBt°). Allen bisherigen Ergebnissen 
war nun gemeinsam, daB sie sich notwendigerweise auf den besonderen 
Fall beschrankten, in welchem die dargestellte Zahl bzw. die gegebene 
Idealnorm zu einem gewissen Bestandteil der Formendiskriminante, namlich 
zu dem nach Abspaltung des Diskriminantenstammes 4 verbleibenden 
Faktor k* (k eine natiirliche Zahl) teilerfremd ist. Im allgemeinen Fall 
versagt das Verfahren. 


*) Die vorliegende Abhandlung ist bis auf geringfiigige Anderungen ein Abdruck 
der von mir im April 1929 bei der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultat 
der Universitat Géttingen zur Erlangung der Doktorwiirde eingereichten Dissertation. 
Ich habe Fraulein E. Noether fiir viele Ratschliage dabei zu danken. 

*) Verzichtet man auf die Klassenbedingung, so wird das Problem arithmetisch 
wesentlich einfacher und ist als véllig gelést zu betrachten. Man vergleiche etwa 
Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl. (1894), §§ 53—66 
und § 91. 

°) Es handelt sich um § 182 aus dem XI. Supplement des in FuBnote *) ge- 
nannten Buches von Dirichlet und Dedekind. Das hier allein in Frage kommende 
XI. Supplement wird im folgenden unter ,Dedekind“ kurz mit ,a. a. 0.“ zitiert. 

*) H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufi., 8 (1908), §§ 90—101. Im folgen- 
den unter ,H. Weber“ mit ,a. a. 0.“ zitiert. 

®) Man vergleiche auch Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen (1923), Kap. VII, 
§ 53; Fricke, Lehrbuch der Algebra 3 (1928), 2. Abschn., 3. Kap., § 6; Landau, 
Vorlesungen iiber Zahlentheorie 3 (1927), XI. Teil, Kap. 8, §§ 2, 3. 
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Zur Bewaltigung dieses Falles kam aus der ganzen Literatur nur eine 
einzige, bei Dedekind*) auftretende Gleichung in Frage, die keine Teiler- 
fremdheitsvoraussetzung enthalt, aber andrerseits nicht von Idealen, son- 
dern von beliebigen Moduln aus ganzen oder gebrochenen Zahlen des 
quadratischen Kérpers handelt. Dedekind gewinnt fiir diese Moduln eine 
passende Normdefinition und erreicht damit eine scheinbar vollstandige Ana- 
logie. Es zeigt sich nun freilich sofort, daB dieser Modulbegriff zu allge- 
mein ist, um ein wirklich umkehrbar eindeutiges Verfahren zu liefern. Auch 
erscheint es recht unbequem, Moduln mit gebrochenen Elementen aufnehmen 
zu miissen; und iiberdies wei8 man iiber die allgemeinsten Moduln, selbst 
aus ganzen Kérperzahlen, noch recht wenig. Der Zweck der nach- 
stehenden Arbeit ist es, den Modulbegriff hierbei auf das ge- 
eignete Ma8B einzuschrinken. Es wird sich namlich ergeben, daB 
man vollsténdig mit Moduln aus ganzen Elementen, und zwar 
speziell mit Idealen in den verschiedenen Ordnungen des qua- 
dratischen Kérpers auskommt. Mehr noch: Die Ideale in einer Ord- 
nung n braucht man nicht saémtlich; sondern unter ihnen erscheinen die- 
jenigen Ideale c ausgezeichnet, die in keiner umfassenderen Ordnung mehr 
Ideal sind, d. h. die in einem von Dedekind prizisierten Sinne ,,der Gleichung 
c° =n geniigen“ oder ,,die Ordnung n haben“. In der Hauptordnung ist 
diese einschrinkende Bedingung natiirlich von selbst erfiillt. Geht man aber 
in eine weniger umfassende Ordnung n hinein, so spaltet sich diese Kategorie 
von Moduln aus ganzen Elementen sofort in zwei verschiedene auf: Moduln m 
mit m° = n, die aber nicht notwendig Untermengen von n sind, und Ideale m 
in n, deren Ordnung m® eine echte oder unechte Obermenge von n ist’). 
Der Durchschnitt dieser beiden Kategorien erscheint bereits algebraisch aus- 


gezeichnet und ist bisher meines Wissens in der Literatur noch nirgends 
beriicksichtigt worden. 


Unter Benutzung dieses Begriffes wird sich zeigen, da® fiir die Dar- 
stellungen von Zahlen durch Formen der Diskriminante k* 4 lediglich die 
Ideale in derjenigen Ordnung n des quadratischen Zahlkérpers von der Dis- 
kriminante 4 nétig sind, die den Fiihrer k hat, unter diesen Idealen aber, 
wie gesagt, nur diejenigen, die zugleich von der Ordnung n sind. Beschrankt 
man sich auf Formen einer gegebenen Klasse K, so gehért dazu eine ge- 
wisse Modulklasse M, in der die zugeordneten Ideale zu suchen sind. Wird 
endlich auch noch die darzustellende natiirliche Zahl m vorgeschrieben, so 
kommen nur Ideale von der Norm m in Betracht. Jedem der so ausge- 





*) A. a. O., § 187, (14). 


*) Im ,,teilerfremden* Falle vereinfacht sich der Zusammenhang insofern, als 
dann die zweite Kategorie in der ersten steckt. Vgl. Satz 24. 
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siebten Ideale entsprechen nun, wie sich weiter zeigt, wirklich Darstellungen 
von m, und zwar vermittels eines genau angebbaren und rechnerisch brauch- 
baren Algorithmus. Dabei erscheinen bei gegebenem Ideal alle Formen aus 
K fiir die Darstellung gleichberechtigt. Aber auch innerhalb einer einzel- 
nen Form kénnen im allgemeinen dem gegebenen Ideal mehrere Darstellun- 
gen entsprechen. Es ist eine weitere Aufgabe, die in § 4 behandelt werden 
wird, die zu demselben Ideal gehérigen Darstellungen, sei es durch dieselbe 
oder durch verschiedene Formen, zusammenzufassen und ihre Verwandt- 
schaft zahlentheoretisch zu fixieren. Bei festgehaltener Form werden sich 
diese Darstellungen ein-eindeutig den in der Ordnung n gelegenen Einheiten 
von positiver Norm zuordnen. — Verallgemeinerungen sind dann dadurch 
méglich, daS man auch das Ideal variiert. Hierfiir gibt § 6 ein naheliegen- 
des Beispiel: Gefragt wird nach der Gesamtheit der Darstellungen, deren 
zugeordnete Ideale bis auf Einheitsfaktoren mit einem gegebenen Ideal 
iibereinstimmen. Die Anzahl dieser Darstellungen l4Bt sich abermals mit 
Hilfe von Einheiten kennzeichnen, jedoch nicht in so einfacher Weise wie 
im bisherigen Fall. 

Nach dieser Deutung der Darstellbarkeit ist es dann eine Aufgabe 
besonderer Art, die fiir eine allgemeine Ordnung gewonnenen Ergebnisse 
auf die Hauptordnung zu iibertragen. Dieses Problem fallt aus dem Rahmen 
der vorliegenden Arbeit heraus; doch sollen hieriiber in §7 wenigstens 
einige erste Sitze bewiesen werden. Es wird sich dabei eine ausgezeich- 
nete Stellung der von Grell*) so genannten ,,Erweiterungsideale“ ergeben. 
Zugleich lassen sich unter Benutzung dieses Begriffes die klassischen Sitze 
iiber die Darstellung zu & teilerfremder Zahlen ohne Miihe einordnen. 


§ 1. 
Vorbemerkungen. 


Eine primitive binare quadratische Form mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten a,b,c, positivem Anfangskoeffizienten a und nichtquadratischer 
Diskriminante wird im folgenden kurz quadratische Form, noch kiirzer 
Form genannt und, wenn es auf die Benennung der Variablen nicht an- 
kommt, mit {a,b,c} bezeichnet. Die Begriffe der Darstellbarkeit bzw. 
eigentlichen Darstellbarkeit einer Zahl durch eine Form sind bekannt, eben- 
so die einfachsten Eigenschaften der Formenklassen. Der letztere Begriff 
soll wiederum in eingeschrankter Bedeutung gebraucht werden: Eine Formen- 
klasse bezeichnet im folgenden bei positiver Diskriminante jede beliebige, 
bei negativer Diskriminante dagegen nur jede positiv-definite Klasse. Geht 


*) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idéalen verschiedener Ringe. Math. Annalen 
97 (1927), 8. 490—523. 
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die Form ax*+bxy-+cy? durch die ganzzahiige lineare Variablentrans- 
formation von der Determinante 1 


(1 z=anz'+ By’, 
y=y2'+ dy’ 
in die Form a’x’*? + b’2x’y’ + c’y’® iiber, so soll von zwei zugehérigen 
Darstellungen 
m=azx*+bry+cy’, 
m=a'x'*+b'2’y’+c'y’® 
gesagt werden, daB sie durch die vollstandige lineare Substitution (1) aus- 
einander hervorgehen. Eine vollstindige lineare Substitution einer Dar- 
stellung bezieht sich also auf Variablenwerte und Formen und Andert die 
dargestellte Zahl nicht. 

Ist 4 eine von 1 verschiedene Stammdiskriminante*®), so bedeutet 
kiinftig der ,.Kérper 4“ den quadratischen Zahlkérper mit der Diskrimi- 
nante 4, hierin ein Modul eine additive Gruppe beliebiger ganzer oder ge- 
brochener Kérperzahlen. Ein Modul hei®t ganz, wenn er nur ganze Zahlen 
enthalt. Eine Modulbasis wird durch eckige Klammern ausgedriickt. Ist 
m ein Modul mit endlicher Basis, so sei unter der Ordnung m® von m 
der Ring derjenigen (eo ipso ganzen) Zahlen « des Kérpers verstanden, 
fiir die der Modul am eine Untermenge von m ist. Die einfachsten Sitze 
iiber Ordnungen im quadratischen Kérper kénnen bei Dedekind*®) nach- 
gelesen werden; hier finde nur die Tatsache Platz, daB jede Ordnung n 
eine Basisdarstellung von der Gestalt 


n= [1,k0] 


zulaBt, worin O die ganze Zahl ois und & eine durch n eindeutig be- 


stimmte natiirliche Zahl, der ,Fiihrer“ der Ordnung n, ist. 

Der Modul aller Zahlen «, fiir die «m Untermenge von m® ist, wird 
mit m~* bezeichnet. 

Fiir die 8piteren Untersuchungen ist der Begriff der Norm N(m) 
eines Moduls m von zweigliedriger Basis besonders wichtig. In Uberein- 
stimmung mit Dedekind**) soll hierunter der absolute Betrag der De- 
terminante einer Linearsubstitution mit rationalen Koeffizienten verstanden 
werden, die eine Basis von m® in eine Basis von m iiberfihrt. 


®) Eine Diskriminante hei8t Stammdiskriminante, wenn sie keinen quadratischen 
Teiler auBer 1 hat, nach dessen Abspaltung eine Diskriminante iibrigbleibt. Jede 
Diskriminante 148t sich eindeutig als Produkt einer Quadratzahl mit einer Stamm- 
diskriminante darstellen. 

10) A. a. 0., 8S. 642. 
1) A.a.O., 8. 643. 
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Dedekind zeigt"*), da8 sich jede unverkiirzbare zweigliedrige Modul- 
basis auf die Gestalt 
[m, mo] 
bringen laBt, worin m eine positive rationale Zahl ist. Ist m der zugehérige 
Modul und bedeutet 
az*—bzx+c=0 
die irreduzible quadratische Gleichung mit teilerfremden ganzen rationalen 
Koeffizienten und positivem Koeffizienten des héchsten Gliedes, der die 
Zahl w geniigt, so hat die Norm von m den Wert 
(2) N(m) =". 
Zugleich ist 
m°=([1,ao]. 
Bedeutet im denjenigen Modul, dessen Elemente konjugiert zu denen von 
m sind, so gilt 
(3) mim = N(m)m?°. 
Fiir zwei Moduln a, 6 mit zweigliedriger Basis gilt immer die Gleichung 
N(a) N(b) = N(ab). 


Die Einteilung der Moduln in Klassen und deren Zuordnung zu den 
Formenklassen wird im folgenden von Dedekind (a. a. 0., 8. 655f.) tiber- 
nommen und besteht darin, daB man der Form {a,b,c} von der Dis- 
kriminante D = k*4 die Klasse des Moduls 


[32] 





2a 
d. h. die Gesamtheit der von diesem Modul nur durch Zahlfaktoren positiver 
Norm unterschiedenen Moduln zuordnet. Jeder Modul dieser Klasse hat 


die Ordnung 1, are vom Fiihrer k. 


Endlich wird alsbald auch der Begriff des Ideals in einer Ordnung 
herangezogen werden, der als hinlinglich bekannt gelten kann**). 


%#) Fir das Folgende vgl. Dedekind, a. a.0., 8. 640—645. 

18) yD soll hier und im folgenden, wie iiblich, den positiven bzw. positiv- 
imaginéren Wert der Quadratwurzel bedeuten. 

%*) Die von Dedekind in der Arbeit ,Ober die Anzahl der Idealklassen in den 
verschiedenen Ordnungen eines endlichen Kérpers“ (Festschrift zur Sakularfeier des 
Geburtstages von Carl Friedrich GauB, 1877), § 4 gegebene Definition umfaBt nach 
heutigen Begriffen nur einen Spezialfall. Vgl. FuBnote *). — Wohl aber findet sich 
der Idealbegriff in dem auch heute iiblichen Sinne in der 3. Auflage des Buches von 
Dirichlet und Dedekind (1879), § 172, 8.522. (In der 4. Auflage ist dieser Paragraph 
fortgefallen, und nur die FuBnote *) auf 8. 554 deutet noch auf den allgemeineren 
Idealbegriff hin.) 
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An Bezeichnungen ist noch zu merken: Ist a eine Zahl des Kérpers, 
so bedeutet @ die zu a konjugierte Zahl, N(«) die Norm von a. Derjenige 
Modul, dessen Elemente konjugiert zu denen des Moduls m sind, heiSe im. 
Der Buchstabe 0 bezeichnet stets die Hauptordnung. Mit (a,b) wird der 
groBte gemeinsame Teiler der ganzen rationalen Zahlen a und b bezeichnet; 
a/b bedeutet ,a ist Teiler von 6“; C bedeutet Untermenge, ¢ echte Unter- 
menge, > Obermenge, >. echte Obermenge, € das Enthaltensein, a7\b den 
Darchschnitt der Moduln a und 5. 


§ 2. 
Der m- Algorithmus. 
Satz1l. Die natiirliche Zahl m ist dann und nur dann durch die 


Formenklasse K darstellbar, wenn es in der zugeordneten Idealklasse von der 
Ordnung n ein Ideal in n mit der Norm m gibt. 


Beweis. Es sei {a,b,c} eine Form aus der Klasse K von der Dis- 
kriminante D = k* 4; x und y seien ganze rationale Zahlen und 
(4) m=azx*+ bry+cy’. 
Unter den Wurzeln 
b+ yD 


2 

der Gleichung au*— bu-+c=0 sei diejenige, in welcher die Quadrat- 

wurzel das positive Vorzeichen hat, mit w bezeichnet. In der K zugeord- 

neten Modulklasse M, deren Ordnung n den Fiihrer k hat, liegt dann nach 

Definition der Modul [1, m] und demnach auch der Modul 

c=a(z+yo)[1, a); 

denn die Norm des Zahlfaktors a(z + y@) hat den Wert 
a(z+yo)a(zx+yo)=—a(az*+ bay+cy*)=—am, 

ist also positiv. Da aw, a@ und aw@ in n liegen, so ist c Untermenge 

von n (also insbesondere ein ganzer Modul). Weil aber c die Ordnung n 

hat, ist es sogar Ideal in n. Zugleich ist 


N(c)=amN((1, o)), 





1 
@ 


nach (2) hierin 
N([1, ]) =<, 


also 


N(c) =m *), 


%*) Meine urspriingliche Methode, zu diesem Ideal c zu gelangen, war etwas um- 
staéndlicher. Die hier gegebene Fassung verdanke ich einer Bemerkung von Fraulein 
E. Noether. Ahnliches gilt fir den folgenden Riickweg von ¢ zur Darstellung. 
Mathematische Annalen. 102. 48 
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Umgekehrt sei ¢ ein Ideal in n von der Norm m, das zur Modul- 
klasse M gehért. Wird zu irgendeiner Form {a, b,c} aus K in der obigen 
Weise der in M gelegene Modul [1, m] konstruiert, so liegt im Kérper 
eine Zahl « von positiver Norm, fiir die 

ur = m(1, o) 
ist. Nach (3) ist : 

wm = LIT; 
da mit r auch y Untermenge von n ist und wy die Ordnung n hat, so kommt 

umn Cur = m(1, ow), 
wegen 1€n also 
H€E[1, wo). 

Es gibt demnach zwei ganze rationale Zahlen x und y mit 


w=2z2+yo. 
Wegen N (yu) > 0 ist nun 


N(u)N (zt) = N(m) N([1, o)), 


ods deat ton 


ma 
mp (1,o] = war = N(u)r = =r, 


=aZi{1, 0), 
m= N(t) =a" ip N((1, w]) = a(z + ya) (2 + yo) = az* + bry + cy’. 


Das im ersten Teil des Beweises zur Konstruktion des Ideals ¢ in n 
angewandte Verfahren ist offenbar bei gegebener Darstellung (4) viéllig 
eindeutig. Es wird auch im weiteren Verlaufe dieser Arbeit eine Rolle 
spielen und verdient deshalb einen besonderen Namen. Der Modul [1, w] 
wird kiinftig mit m, die Zahl z+ yw mit uw bezeichnet. Die zentrale 
Stellung des Moduls rechtfertigt die 

Definition 1. Die obige Konsiruktion der Zahl w, des Moduls m, 
der Zahl « und des Ideals ¢ sei als der auf die Darstellung (4) ange- 
wandte m-Algorithmus bezeichnet. — Das Ideal ¢ heiBt kurz das der 
Darstellung (4) zugeordnete Ideal. 

Die tiefere Bedeutung**) des Ideals c erkennt man, wenn man ¢ in 
der allgemeinen Gestalt 


AS 


¢ = (ex+ oy) [1, ow) 
ansetzt, wo x und y die Variablenwerte der Ausgangsdarstellung bedeuten 
und g@ und o noch freibleibende Kérperzahlen sind. Verlangt man, dab 


*) Diese Uberlegung rihrt inhaltlich von Fraulein E. Noether her. 
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die Norm von c in dieser Bezeichnungsweise formal gleich der gegebenen 
quadratischen Form in z und y wird, so ergibt sich: 


+ (ox + oy) (@x + ay) = ax’? + bry+cy?* 
=a(x+ my) (z+ @y), 
also bei passender Einheit « 
ox+oy=ea(x-+my) oder ox+oy=—ea(x+ wy). 

Damit c Untermenge von n ist, geniigt es, den zweiten dieser Fille zu 
betrachten und «= 1 zu setzen, womit c in der Tat in das oben kon- 
struierte Ideal tibergeht. 

Der vorige Beweis liefert — da {a, b,c} willkiirlich in der Klasse K 
angenommen war — noch den 

Satz 2. Ist c ein Ideal in n, das in der Klasse M liegt und die 
Norm m hat, so gibt es in jeder Form aus der M zugeordneten Formen- 
klasse mindestens eine Darstellung von m, deren zugeordnetes Ideal ¢ ist. 


§ 3. 


Der Teiler einer Darstellung. 


In Analogie zu einem fiir den teilerfremden Fall giiltigen Satz von 
H. Weber (a. a. 0., § 97, Satz 8) kann man auch im allgemeinen Falle 
fragen, inwieweit sich die im gré8ten gemeinsamen Teiler der darstellenden 
Variablenwerte aufgehenden Primfaktoren in den natiirlichen Zahlteilern 
des zugeordneten Ideals wiederfinden und umgekehrt. Hierbei wird sich 
im folgenden eine ausgezeichnete Stellung der Primteiler des Fiihrers ergeben. 

Satz 3. Hs sei t eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl. 
Dann haben die darstellenden Variablenwerte x und y in 


(4) m=az*+bry+cy? 

dann und nur dann den gemeinsamen Teiler t, wenn das zugeordnete 
Ideal ¢ durch t teilbar und iberdies der Modul — wieder Ideal in n ist. 
Zugleich ist dann der Darstellung 


6) nm a(s) a og +e(t) 


das Ideal - zugeordnet. 


Beweis. 1. Es sei t/z, t/y. Die Buchstaben m, m, u~ mégen die 
Bedeutung aus dem auf (4) angewandten m-Algorithmus haben. Wendet 
man diesen auf die Darstellung (5) an, so bleiben w und m erhalten; 
uw wird ersetzt durch 


fe. Fe 
f= Sr se” 7 
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und daher c durch 


=am—+a aum = te, 
so daB — wieder Ideal in mn ist. 
2. Umgekehrt sei c’ =- Ideal in n. Die Zwischenglieder des auf die 
Darstellung (4) angewandten m-Algorithmus seien w, m, u. Dann ist 
(6) cm C m, 


da m die Ordnung n hat und c’ in nm liegt. Die linke Seite hat aber 
wegen (3) den Wert 


z x 7 - 
(F+F@)amm— (7+ = 
a (F+ {@ 
ie 
Da n die Zahl 1 enthalt, folgt also mit Riicksicht auf (6) 
£4 %5Cm—= [1,4], 


so daB = und 4 ganz sein miissen. 


Definition 2. Das Ideal ¢ in der Ordnung un habe einen ganzen 
rationalen Zahlteiler t von der Beschaffenheit, dap der Modul — noch 
Ideal in n ist. Dann heiBt t ein (in bezug auf die Ordnung n) hebbarer 
ganzer rationaler Zahlteiler von c. 

Definition 3. Der gréBte gemeinsame Teiler der Variablenwerte x, y 
in einer Darstellung 

m = azx*+ bry +cy* 
heiBe der Teiler dieser Darstellung. 

Aus Satz 3 ergibt sich dann sofort der 

Satz 4. Unter den hebbaren ganzen rationalen Zahlteilern jedes 
Moduls c, der Ideal in seiner Ordnung c° ist, gibt.es (natiirlich) einen 
gropten; in diesem gehen alle iibrigen auf. Er ist gleich dem Teiler jeder 
Darstellung, deren zugeordnetes Ideal ¢ ist. 

Satz 5. c set Ideal in seiner Ordnung c° = mit dem Fiihrer k. 
Dann ist jeder zu k teilerfremde ganze rationale Zahlteiler von ¢ hebbar 
(in bezug auf n). 

Beweis. Die ganze rationale Zahl ¢ sei zu & teilerfremd und gehe 


in ¢ auf. Da der Modul . die Ordnung n hat, so geniigt es, zu zeigen, 


da8 er Untermenge von n ist. Da ¢ diese Eigenschaft hat, so gibt es zu 








re 
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jeder Zahl « aus c eine ganze rationale Zahl r so, daB 


@ = r(mod k) 
ist. Wegen der Teilerfremdheit von k und ¢ ist ferner die Kongruenz 
st = 1 (mod k) 


durch ein ganzes rationales s lésbar. Setzt man « = ta’, so ist a’ ganz, ferner 
«’ = sta’ = se = sr (modk); 


die Zahl «’ ist also modk kongruent einer ganzen rationalen Zahl und 
gehért mithin zu n. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Hieraus folgen ohne weiteres die Siatze: 

Satz 6. Die Menge der zu k teilerfremden gemeinsamen Teiler der 
Variablenwerte einer Darstellung durch eine Form von der Diskrimi- 
nante k*4 ist identisch mit der Menge der zu k teilerfremden ganzen 
rationalen Zahlteiler des zugeordneten Ideals in n. 


Satz 7. Der Modul ¢ seit Ideal in seiner Ordnung c°=n vom 
Fiihrer k. Unter den zu k teilerfremden ganzen rationalen Zahlteilern 
von c gibt es dann (natiirlich) eine grdéBte Zahl; in dieser gehen alle 
tibrigen auf. Sie ist gleich dem gréBten zu k teilerfremden gemeinsamen 
Teiler der Variablenwerte jeder Darstellung, deren zugeordnetes Ideal ¢ ist. 

Satz 8. Ist der Teiler einer Darstellung durch eine Form von der 
Diskriminante k* 4 Potenzteiler*”) von k, so ist jeder ganze rationale 
Zahlteiler des zugeordneten Ideals Potenzteiler von k. 


§ 4. 


Assoziierte Darstellungen derselben Zahl. 


AnschlieBend an das Ergebnis von § 2 erhebt sich sofort die Frage 
nach einer ein-eindeutigen Zuordnung. Zunichst ist aber klar, da8 hierbei 
nur dann eine Hoffnung auf Eindeutigkeit bestehen kann, wenn man sich 
auf eine bestimmte Form aus der Klasse K beschrinkt. Denn dasselbe 
Ideal ¢ ist nach Satz 2 mindestens einer Darstellung von m durch jede 
Form aus K zugeordnet. Es wird sich jedoch bald zeigen, daB auch eine 
Darstellung von m durch eine gegebene Form keineswegs durch Angabe 
ihres c bestimmt ist. 

Definition 4. Zwei Darstellungen einer und derselben natiirlichen 
Zahl durch zwei beliebige (eventuell verschiedene) Formen einer und der- 
selben, Klasse heiBen assoziiert, wenn thnen dasselbe Ideal zugeordnet ist. 





1”) Eine Zahl a hei®t Potenzteiler einer Zahl b, wenn sie in einer hinreichend 
hohen Potenz von b aufgeht, d.h. wenn alle verschiedenen Primfaktoren von a auch 
in 6 enthalten sind. 
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Eine formentheoretische Deutung erlangt dieser Begriff durch den 
Satz 9. Zwei Darstellungen einer und derselben natiirlichen Zahl m 
durch Formen der Klasse K sind dann und nur dann assozitert, wenn 
ste durch eine vollstdndige lineare Substitution von der Determinante 1 
auseinander hervorgehen. 


Beweis. Die Variablensubstitution 


zr=az'+ py’, 

(1) , ’ 
y= yu + dy 
mit «d—fBy=1 mége die Form az*+bzy+cy* in die Form 
a’x’* + b’x'y’+c’y" iiberfiihren. Auf ein spezielles Wertepaar x,y mit 
(4) m=ax*+bryu+cy* 
angewandt, ergibt die Substitution (1) ein Wertepaar 2’, y’ mit 
(7) = = ‘a’ 4 b'a’y’ +e'y" 
In (4) und (7) hat man die allgemeine Gestalt zweier Darstellungen, die 
durch eine vollstandige unimodulare Substitution ineinander iibergehen. 
Der m-Algorithmus erzeuge nun aus den Darstellungen (4) und (7) die 
Zahlen w und w’, die Moduln m und m’, die Zahlen w und w’ und die 
Ideale ¢ und c’; es ist zu zeigen, daB c=—c’ ist. Zwischen den Werten 
w und @’ besteht die Beziehung 
an tSe 
 @+yo° 

Sind also X und Y ganze rationale Zahlen und ist 

X=aX’'+ fy’, 

Y=yX’'+46Y’, 
so folgt identisch 


’ oF hy 1,B+4é@ 
X+Yo=X+Y at 


(8) (@+ym)(X'+ ¥’ ow’) =(aX'+ PY’) + (yX'+6Y’)o=—X+¥o. 


Da nun X’, Y’ mit X, Y alle Paare ganzer rationaler Zahlen darstellt, so 
besagt (8) dasselbe wie die Modulgleichung 


(9) (a+ yo)m’ =m. 
Setzt man speziell X=—2z, Y=y, so ergibt sich aus (8) weiter 





(¢+yo)p’=p, 
demnach durch Obergang zum Konjugiérten 
(10) (a+ yo) =f. 











ik me it cos 2 
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Durch Multiplikation folgt aus (9) und (10) 
on . a eee b ome 
pm =(a+ yo) («+ ya) wm’ = (a*+— ay + 7?) pm’, 


also (wegen a’ = aa*+ bay + cy*) 


Beim Beweis der Umkehrung ist das Merkwiirdige, da8 die Behauptung 
auf Grund des ersten Teils fast trivial wird, wenn sie erst einmal fiir 
Darstellungen durch eine und dieselbe Form gezeigt ist. Ist sie namlich 
fiir diesen Fall nachgewiesen, so schlieBt man im allgemeinen Falle folgender- 
maBen: Ist 
(4) m=az*+ bry +cy’, 

(7) m=a'x'*+ b’a2'y’+c'y” 
und wird die Form aX*+b6XY-+cY* durch die Substitution 


X=aX'+syY’, 
tinted 
Pie S43 (a6 — py =1) 


in die Form a’ X’*+ 6’ X’ ¥’ +c’ ¥” iibergefiihrt (eine solche Substitution 
gibt es immer, wenn die beiden Formen zur selben Klasse gehéren), so 
sei etwa 

z= ax” + py”, 

y — ya” + by” 
gesetzt. Es ist dann 


(11) m=a'a”"*+ ba" y"+c'y”*. 


Ist nun den Darstellungen (4) und (7) dasselbe Ideal c zugeordnet, so 
entspricht ¢ nach dem schon bewiesenen Teil des Satzes auch der Dar- 
stellung (11), da (11) aus (4) durch eine vollstandige lineare Substitution 
hervorgeht. Nach dem fiir eine und dieselbe Form als bewiesen an- 
genommenen Satze geht also die Darstellung (7) aus der Darstellung (11) 
durch eine vollstaindige lineare Substitution hervor. Ist deren Matrix 


etwa = >) , so fiihrt die vollstandige Substitution mit der Matrix 
be 4 be i) die Darstellung (4) in die Darstellung (7) tiber. Die Pro- 
duktmatrix ist aber natiirlich wieder ganzzahlig und von der Deter- 
minante 1. 
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Der Beweis braucht also nur noch fiir den Fall erbracht zu werden, 
da8 zwei Darstellungen durch dieselbe Form {a, b,c}: 


(12) m=azi+ba,y,+cyz, 
(13) m = ax} + bry, +cy?, 


dasselbe Ideal ¢ zugeordnet ist. Der m-Algorithmus laBt aus den beiden 
Darstellungen dieselbe Zahl w und denselben Modul m, sodann zwei Zahlen 
, und yw, entspringen. Dann wird 


y= 2, +9, 
My = 2+ Yy, 
(14) C=an,m=—apn,m 


Multiplikation von (14) mit der Hauptordnung o ergibt 
apz,mo—apn,mo, 
au,mo—ay,Mo. 
Da amo Ideal in o ist, so muB es also in o eine Einheit « geben, fiir die 
My = Eby 
ist. Wegen N(u,) = N(u,)(=—) muB 
N(e)=+1 
sein. Es folgt 


éc c 
ée(1, o)=em = = 7 =m =([l, w), 
und demnach gibt es vier ganze rationale Zahlen a, 8, 7,6 mit «d — By 


= +1 so, daB 


as) [tmeaee. 
étw=y+do 

ist. Setzt man 

(16) ea Mnibeh 
y= Bu'+ dy’, 


so wird identisch 

ax*+bry+cy*=a(z+ yw) (z+ yo) 
= a((a+ Bo) x'+(y+dm) y’) ((@+8@) 2’+(y+3@) y’) 
=ae (x’+ y’m) e(z’+ y’@) 
=a(z'+y'w)(2’+y'@), 

(17) ax*+- bay+cy*=ar"*+ ba’y’+ cy’. 








et 7 wo fF, 


a 


~~ 


=) 
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Da die Substitution (16) also die Form {a,b,c} in sich iiberfiihrt, muB 
ihre Determinante «d— fy nach einem bekannten Satze den Wert + 1 
haben; dies folgt iibrigens auch aus 


1=N(e) = e@ =(« + pa) 2+, 
o=ay+admo+ pyo+ pia 
=ay +(ad—fy)o+py>+poe. 


Andrerseits liefert das Einsetzen der speziellen Werte z,, y, fiir 2’, y’ 
in (16) wegen 


1 - = 
y+ Yg@ = My = = My = Foy = 2 (2, + 9, @) 


=(a+fo)2z,+(y+do)y, 

= (ar, + yy,) + (Ba, + dy,)@ 
die Werte z,,y,. Mit Riicksicht auf (17) ergibt sich also, daB die Dar- 
stellung (12) aus der Darstellung (13) durch die vollstandige lineare 
Substitution (16) hervorgeht, die die Form {a,b,c} in sich iiberfiihrt. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Nebenbei laBt die zweite Hilfte dieses Beweises den folgenden Satz 
vermuten, der sich auch sofort bestatigen laBt: 

Satz 10. Ist {a,b,c} eine Form von der Diskriminante k*4, 80 
lassen sich die in n enthaltenen Einheiten von positiver Norm ein-eindeutig 
denjenigen Linearsubstitutionen zuordnen, welche die Form {a,b,c} in 
sich tiberfiihren. 

Beweis. Irgendeiner Darstellung (4) durch die Form {a, b, c} mége 
der m-Algorithmus die Zahl w und den Modul m = [1, w] zuweisen. Fiir 
jede Einheit « aus n mit N(e)=—1 ist, da m die Ordnung n hat und 
auch é in n liegt, 


emCm, 
andrerseits 
1 
=m=em Cm, 
m Cem, 
also 
eém=—m. 


Wiederum bestehen also zwei Gleichungen von der Gestalt (15), so daB 
die zugehérige Substitution (16) die Form {a, b, c} in sich iberfiihrt. 
Der Einheit e« ordne man diese Substitution zu. Natiirlich entsprechen 
verschiedenen Einheiten verschiedene Substitutionen. Andrerseits la8t sich 
jede Substitution von der Gestalt (16), welche die Form in sich iiberfiihrt, 
auf die genannte Art aus einer in n gelegenen Einheit e von der Norm 1 
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erzeugen. Unter Zugrundelegung zweier beliebiger Darstellungen von der 
Gestalt (12) und (13), wobei (12) durch die vollstandige Substitution (16) 
us (13) hervorgeht, ergibt sich namlich genau wie im zweiten Teil des 
Beweises von Satz 9 und unter Benutzung dieses Satzes die Existenz einer 
Einheit « von positiver Norm mit ¢m =m, die definiert ist durch 


a, + y,@ = e(z,+ yo). 
Wegen «€m°=n liegt ¢ in n. Aus 


= 42, + 7Y;; 
~_— B z+ by, 
folgt 
é(z,+9,) = (ex, + yy,) + (Ba, + 4y,)o =2,(@ + Bo) + y,(y+4o); 
wegen der unschwer zu verifizierenden Gleichung y» + dw = w(a+ So) 
ist also 
é(z,+ 9,0) =(2,+ 9,0) («+ Bo), 
é=a+ fo, 
éw=y+do, 
so daB die Gleichungen (15) erfiillt sind. Damit ist der Satz véllig be- 
wiesen. 
Aus Satz 9 und 10 folgt noch: 
Satz 11. Diejenigen Darstellungen der natiirlichen Zahl m durch 
die feste Form {a,b,c} aus der Klasse K, denen das feste Ideal ¢ in n 
aus der K zugeordneten Modulklasse zugeordnet ist, dessen Norm m ist, 
entsprechen ein-eindeutig denjenigen linearen Substitutionen von der De- 
terminante 1, welche die Form {a,b,c} in sich tiberfiihren. Ihre ,, Anzahl“ 
(worunter gegebenenfalls auch die ,Zahl“ oo zu verstehen ist) hangt also 
nur von der Diskriminante der Form ab, im iibrigen weder von der 
Form selbst noch von ihrer Klasse noch von der darzustellenden Zahl 
noch von dem Ideal c. Sie ist iiberdies gleich der ,, Anzahl“ der in n 
gelegenen Hinheiten von der Norm +-1. 
Der Anschlu8 des Assoziiertheitsbegriffes an den gleichlautenden alten 
arithmetischen Beyriff kann nun in folgender Weise hergestellt werden: 
Satz 12. Die ganzzahlige Substitution 
X=«aX'+ AY’, 
Y= 7X'+6Y’ 


habe die Determinante 1 und fiihre die Form aX*+bXY¥+cY* in die 
Form mX"*+-rX'Y'+s8Y"* iiber, so daB also insbesondere 


(18) m=aa*-+ bay +cy* 
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ist. Aus der letzteren Darstellung von m mégen durch den m-Algorithmus 
der Modul m und die Zahl u entstehen, aus der Darstellung 


(19) m= m-1*+- 7-1-0 + 8-0° 
durch denselben Algorithmus der Modul r. Dann ist 
wtr=m. 


Beweis. Sind » und Q durch den auf (18) bzw. (19) angewandten 
m-Algorithmus definiert, so ist 








m = [1, w], 
B=a+ yo, 
_ B+4oa 
 @&tyo’ 
daher 
r=[1, 2] =zle+ ro, B+ 60] =—[a+yo, B+ do). 


Da eine zweigliedrige Modulbasis stets ohne Anderung des Moduls einer 
ganzzahligen Linearsubstitution von der Determinante 1 unterworfen werden 
kann, so wird 


t= - {1, w Jj, 
wtr=m. 
Satz 13. Zwei eigentliche Darstellungen einer und derselben Zahl m 
durch eine und dieselbe Form {a, b,c}: 
20) m = az} + bz,y, + cy}, 
a m= ax; + bz,y,+cy?, 
sind dann und nur dann assoztiert, wenn unter den unendlich vielen 


Paaren ganzzahliger Linearsubstitutionen von der Determinante 1 und der 
Gestalt 


- X=7,X'+,Y’, 

om) Y=y,X'+4,Y’, 
X=2,X A 

(22) ay ee 
Y=y,X +46,Y **) 


mindestens eins (und daher jedes) die Higenschaft hat, dap die durch 
diese Substitutionen aus der Form aX*+-bXY-+c¥* hervorgehenden 


*®*) DaB es solche Substitutionen gibt, und zwar in unendlicher Anzahl, folgt 


aus der Teilerfremdheit der darstellenden Variablenwerte in (20). 
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Formen von der Gestalt m X'*+-r,X' ¥'+-8,Y"* und mX"*+ r,X'¥'+ 8, ¥'"* 
einander ,,parallel“ sind, d.h. der Bedingung 

(23) r, =r, (mod 2m) 

gentigen. 


Beweis. 1. Die Darstellungen (20) seien assoziiert. Zwei uni- 
modulare Substitutionen von der Gestalt (21) bzw. (22) mégen die 
Form aX*+bXY¥+cY* in die Formen mX’*+r1,X'Y’+38,¥"* und 
m X’* + r,X'Y’ +8,Y "® iiberfiihren. Der m-Algorithmus ordnet den Dar- 
stellungen (20) einen gemeinsamen Modul m und zwei Zahlen u, und », 


von der Norm =, den Darstellungen 
. m=m-1*+r,-1-0+8,-0°*, 

mn) m= m-1*+17,-1-0 +8,-0° 

zwei Zahlen 2, und 2, und zwei Moduln r, und r, zu. Nach Voraus- 
setzung ist 











au,m=—apyu,m, 
4m = wm, 
u=—iM, 
an, au, 
. ae 
Me’ 
nach Satz 12 also 
t, =f, 
(1, Q,) =(1, 2,), 
Q, € [1, Q,). 
Es gibt also zwei ganze rationale Zahlen p und gq so, dab 
; ; Q, =p+qQ, 
ist. Dies besagt: 
1 r,+yD ~~ 1 r,+YD 
m2 —~P+IR, 3 
also 
r= 2mp + Q7,, 1=q, 


r, —1T,=2mp, 


r, =r, (mod2m). 


2. Umgekehrt sei fiir die Darstellungen (20) bei geeigneter Wah! der 
Substitutionen (21) und (22) die Bedingung (23) erfiillt. Durch den 
m-Algorithmus mégen aus den Darstellungen (24) die Zahlen Q, und Q, 
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sowie die Moduln r, und r, hervorgehen. Dann ist 











1 r,+ 7D 
2,=—* -., 
2,— 2 nti? 
Wegen (23) ist also 
Q,-2,=** 


eine ganze Zahl; demnach besteht die Modulgleichung 
(1, 2,) = [1, Q,], 


Unter Benutzung von Satz 12 folgen hieraus in genau umgekehrter Reihen- 
folge die Relationen (25) und somit die Gleichheit der den Darstellungen 
(20) zugeordneten Ideale. Die Darstellungen sind also assoziiert. 


Legt man in Satz 9 im Spezialfall eigentlicher Darstellungen durch 
eine und dieselbe Form die alte, als gleichberechtigt erwiesene arithme- 
tische Definition des Assoziiertseins zugrunde, so bedarf der Satz des 
obigen Beweises nicht, sondern ist auch zahlentheoretisch leicht einzusehen. 
Die im Sinne des Beweises zu Satz 13 konstruierten Darstellungen (24) 
entsprechen sich niamlich vermittelst der vollstindigen Substitution 





%)— 1% 
( am bzw. ihrer Inversen, entsprechen aber andrerseits den gegebenen 
0 1 

Darstellungen (20) vermittelst der vollstaindigen Substitutionen (21) und 
(22). 

Aus Satz 4 folgt noch der 

Satz 14. Assoziierte Darstellungen einer und derselben Zahl haben 
denselben Teiler. 


§ 5. 


Assoziierte Darstellungen verschiedener Zahlen. 


Alles Bisherige bezog sich auf Darstellungen einer und derselben Zahl. 
Wiinschenswert erscheint es nun, auch gewisse Darstellungen verschiedener 
Zahlen unter Umstianden zu einer engeren Klasse vereinigen zu kénnen, 
die sich durch ein und dasselbe in geeigneter Weise zugeordnete Ideal 
kennzeichnen ]a8t. Das Ideal ¢ ist hierzu unbrauchbar, da es die darge- 
stellte Zahl m als seine Norm eindeutig bestimmt. Dagegen hilft eine 
andere Normierung einen Schritt weiter. Es sei namlich d der Teiler einer 
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Darstellung, ¢ das zugeordnete Ideal, und man bilde den Modul 
a 

=F; 

der nach Satz 3 wieder Ideal in n ist**). Es gilt nun der 


Satz 15. Zwei Darstellungen einer und derselben natiirlichen Zahl m 
durch beliebige Formen derselben Diskriminante D sind dann und nur 
dann assoziiert, wenn ihnen dasselbe Ideal 8 entspricht. Oder: Wenn D 
und m gegeben sind, so besagt Gleichheit der c dasselbe wie Gleichheit 
der 8. 

Beweis. Es seien d, und d, die Teiler zweier Darstellungen von m, 


& g_% . 
hs er Sind zunachst 


die Darstellungen als assoziiert vorausgesetzt, so folgt aus Definition 4 
und Satz 14 sofort 8,—3,. Ist umgekehrt 8, = 3, vorausgesetzt, so ergibt 
sich hieraus durch Ubergang zur Norm 


8 


ferner c, und c, die zugeordneten Ideale, 3, = 


S os oe 
eS a4 
d,=d,, 


die Darstellungen sind also assoziiert. 
Dieser Satz rechtfertigt die folgende erweiterte 
Definition 5. Zwei Darstellungen beliebiger natiirlicher Zahlen durch 


beliebige Formen derselben Diskriminante heiBen assoziiert, wenn ithnen 
dasselbe Ideal 3 entspricht. 

Der arithmetische Ubergang zu eigentlichen Darstellungen kann nun 
folgendermaBen vollzogen werden: 


Satz 16. Haben in der Darstellung 
(4) m =az*-+-bry+cy* 


die Variablenwerte x und y den gemeinsamen Teiler t, so entspricht der 
Darstellung 
Ss 


6 rae (G) +97 4+6(4) 


dasselbe Ideal 8 wie der Darstellung (4). 


1%) Urspriinglich arbeitete ich hier mit dem komplizierteren Modul va c, der 


im Falle einer eigentlichen Darstellung mit dem Modul r aus Satz 12 iibereinstimmt. 
Die Einfiihrung des Ideals 8 schlug mir Fraulein E. Noether vor. 











rn 
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Beweis. Der Darstellung (4) sei das Ideal c, der Darstellung (5) 


also nach Satz 3 das Ideal ; zugeordnet. Bedeutet d den Teiler von (4), 
so ist 


I 


oa] alo 
Slo 


und das ist die Behauptung. 
Satz 17. Zwei Darstellungen beliebiger natiirlicher Zahlen: 
(26) eee 
My = A,X} + by %y Yq + Cy ys, 


von den Teilern d, und d, sind dann und nur dann assoziiert, wenn die 
eigentlichen Darstellungen 


2 =, =;° + bay + cyt", 
(27) ~ 2 He > 

, om a,%, + by Xs Yo + ©, Yq 
mit 


assozitert sind. Zugleich ist dann + =, 
"a "2 


Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt nach Definition 5 sofort aus 
Satz 16. Die Gleichung + = 4 ergibt sich dann aus der Gleichheit der 3 


durch Ubergang zur Norm. 


§ 6. 
Vereinigte Darstellungen. 


Nachst den assoziierten Darstellungen derselben Zahl, deren zugehérige 
Ideale ¢ miteinander iibereinstimmen, beanspruchen diejenigen Scharen von 
Darstellungen ein erhéhtes Interesse, deren zugehérige ¢ sich nur durch 
Einheitsfaktoren unterscheiden. 

Definition 6. Zwet Darstellungen einer und derselben natiirlichen 
Zahl heiBen vereinigt, wenn die zugeordneten Ideale in der Ordnung n 
sich nur durch einen Hinheitsfaktor unterscheiden. 
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Es gilt also: 
Satz 18. Assoztierte Darstellungen einer und derselben natiiriichen 
Zahl sind stets vereinigt. 


Satz 19. Stehen zwei Ideale c, und c, in n, deren Ordnung genau n 
ist), zweinander in der Beziehung 


(= eG, 
wo « eine Korpereinheit ist, so ist dann und nur dann (,=(,, wenn e 
in n liegt. 
Beweis. 1. Es sei c, —c,. Dann folgt c, = ec,, nach Definition der 
Ordnung eines Moduls also ¢€c?, e€n. 
2. Es sei e€n. Da c, Ideal in n ist, so wird ec,Cc,, ¢,Cc,. Da 
nun e die Norm +1 hat, so ist 


(28) @C, = €eC, = Cy. 


Mit ¢ liegt aber auch @ in der Ordnung n. Aus (28) folgt also ebenso 
C, C¢,, also ¢, = Cy. 

Die hiernach zu vermutende ein-eindeutige Zuordnung der in n ent- 
haltenen Einheiten zu den Elementen einer Schar assoziierter Darstellungen 
einer festen natiirlichen Zahl durch eine feste Form besteht nach Satz 11 
nur dann, wenn es in n keine Einheiten negativer Norm gibt. 


Satz 20. Ist ¢ Ideal in n von der Ordnung n, ferner « eine Hinheit, 
so ist ec dann und nur dann Ideal in n, wenn e in c~* liegt. 

Beweis. 1. ec sei Ideal in n. Dann ist ecCn=c®, nach Definition 
von ¢~* (§1) also e€c™*. 

2. Die Einheit « liege in c~*. Dann ist ecCc° =n, und da ec die 
Ordnung n hat, so ist es sogar Ideal in n. 


Satz 21. Ist c Ideal in n von der Ordnung n, so ist die Anzahl™) 
derjenigen Ideale in n, die sich von ¢ nur durch Hinhettsfaktoren 
unterscheiden, gleich dem Index der multiplikativen Gruppe ©’ der in n 
enthaltenen Einheiten in der Obergruppe © der in c~* enthaltenen Hin- 
heiten. 

(Man beachte, daB wegen cn =—cCn stets c~*)Dn ist.) 

Beweis. Nach Satz 20 sind die in Rede stehenden Ideale genau die 
Moduln von der Gestalt ec, wo ¢ eine Einheit aus ¢~*, d. h. Element von & 





*) Zwischen Idealen in der Ordnung yn und Idealen (oder Moduln) von der 
Ordnung n muB scharf geschieden werden. Vgl. die Einleitung. 


*) Darunter ist, wie bei Satz 11, gegebenenfalls auch die ,Zahl“ co zu verstehen. 





vo 


Oc 
au 


80 


un 
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ist. Sind e, und e, Elemente von €, so ist dann und nur dann ¢,c = e,¢, 
wenn ¢ = “2 ¢ ist, d. h. nach Satz 19: wenn + in ©’ liegt oder wenn «, 


und ¢, zur selben Restklasse von © nach ©’ gehéren. Daraus folgt die 
Behauptung. 


Aus der in § 5 gegebenen Definition des Ideals 3 folgt nun sofort der 


Satz 22. Zwei Darstellungen einer und derselben natiirlichen Zahl m 
vom selben Teiler d sind dann und nur dann vereinigt, wenn die thnen 
zugeordneten Ideale 3 sich nur durch einen Hinheitsfaktor unterscheiden. 
Oder: Bet gegebenem D, m und d stimmen dann und nur dann die ¢ bis 
auf einen Hinhettsfaktor tiberein, wenn die 3 es tun. 

Dieser Satz rechtfertigt die gegeniiber Definition 6 zum Teil erweiterte, 
zum Teil dahinter zuriickbleibende 


Definition 7. Haben zwei Darsicllungen natiirlicher Zahlen m, 
und m, die Teiler d, bzw. d, und ist 


(29) > 


> 


SF 


Lat) 


so heiBen die Darstellungen vereinigt, wenn die zugehérigen Ideale 8 
sich nur durch einen Hinheitsfaktor wnterscheiden. 

In den Fallen namlich, auf die sowohl Definition 6 wie auch Defini- 
tion 7 paBt, ist m, = m,, nach (29) also d, —d,; Satz 22 lehrt also die 
Aquivalenz der beiden Definitionen. 


Satz 23. Assoziierte Darstellungen beliebiger natiirlicher Zahlen 
m,, m, sind stets vereinigt. 


Beweis. Sind d, und d, die Teiler der Darstellungen, so gilt nach 
Satz 17 die Gleichung (29); die Darstellungen fallen also unter Definition 7. 
Aus Definition 5 folgt also die Behauptung. , 

Da fiir den Schlu®satz dieses Paragraphen eine Hilfsbetrachtung iiber 
»ldeale in verschiedenen Ringen“ (Satz 25) nétig ist und diese Methode 
in §7 nochmals zur Geltung kommt, so ist es zweckmaBig, an dieser Stelle 
die beiden folgenden Hilfssitze einzufiigen, deren erster nur in § 7 be- 
nutzt wird. 


Satz 24. Ist a ein zu k teilerfremdes Ideal in 0, ferner 
r=ann, 
so ist ¢ Ideal in n, geniigt der Gleichung 


ro=—a 
und hat die Ordnung n. 


Mathematische Annalen. 102. 49 
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Beweis. Hinsichtlich der beiden ersten Behauptungen kann auf § 5 
der in FuBnote *) genannten Arbeit von Dedekind verwiesen werden ™). 
Zu zeigen ist also nur noch y°=n. Es sei r°=n, gesetzt; da ¢ Ideal 
in n ist, so ist n,n. Bezeichnet man die zu & teilerfremde Zahl 
N(x) = N(a) mit m, so ist nach (3) 

mu, = If; 
da x Ideal in n, ¢ Untermenge von n ist, so folgt 
mn, Cf, 
me€Er. 
Jedes Element « von n, geniigt demnach der Bedingung 


am€rCn. 
In 
am 
™ 


<¢e= 


sind also Zahler und Nenner des Bruches Zahlen aus der Ordnung n, der 
Nenner iiberdies zu & teilerfremd; da nun @ ganz ist, so mu8 es sogar 
in n liegen**). Somit ist n, Cn, also n, =n. 
Satz 25. Jedes Ideal ¢ in n von der Ordnung n, dessen Norm m 
zu k teilerfremd ist, geniigt der Gleichung 
c= conn. 
Beweis. Nach (3) ist 
mn = ct Ce; 
wegen (m,k)= 1 ist 
mu+koolmn+ku=n, 
also um so mehr ‘ 
c+koon, 
c+ko=n, 
und § 5 der mehrfach zitierten Arbeit von Dedekind liefert die Behauptung. 
Satz 26. Zwei Darstellungen natiirlicher Zahlen m,, m, durch Formen 
der Diskriminante k* 4 mégen die Teiler d, bzw. d, haben. Es sei 
m, 


a?’ 


S13 


™) Dedekinds Begriff des ,Ideals in der Ordnung n“ ist dort freilich ein anderer 
als der heute gebriuchliche: AuBer den gewéhnlichen Idealeigenschaften verlangt 
Dedekind von einem solchen Ideal r noch das Bestehen der Gleichung r+ko=n. 
Aber jedes Ideal im dortigen Sinne ist auch Ideal in dem oben zugrunde gelegten 
Sinne, und das geniigt fiir den vorliegenden Zweck. — Man findet das Ergebnis auch 
bei Grell, a.a.0O., 8. 516. ; 

**) Vgl. den Beweis zu Satz 5. 
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und der gemeinsame Wert dieser beiden Briiche sei zu k teilerfremd. Sind 
dann die Darstellungen vereinigt, so sind sie sogar assozitert. 

Beweis. Zunichst sei m, = m,,d, = d, = 1. Dann ist also m, (=m, ) 
zu ’k teilerfremd. Sind c, und c, die den Darstellungen zugeordneten Ideale, 
so gibt es nach Definition 6 eine Einheit ¢ so, dab 





C, = eC, 
ist. Es folgt 


(,0 = €(,0 = (0, 
also nach Satz 25 


C+, = Conn = c0An = G; 
die Darstellungen sind also assoziiert. 


Im allgemeinen Fall seien etwa die Darstellungen (26) vorgelegt. 
Entsprechen ihnen die Ideale 3, und ,, den zugehérigen Darstellungen (27 ) 
die Ideale 3; und 83, so ist nach Satz 16 


a= 3., 
3s = 34; 
nach Definition 7 sind also auch die Darstellungen (27) vereinigt, also, 
da sie dem schon erledigten Fall angehéren, sogar assoziiert. Nach Satz 17 
sind dann auch die Darstellungen (26) assoziiert. 
Im Falle 4 < —4 sind iibrigens vereinigte Darstellungen stets asso- 


ziiert; das erkennt man direkt aus Definition 6 bzw. 7, da es in diesem 
Fall auBer +1 keine Einheiten gibt. 


§ 7. 
Bedeutung der Erweiterungsideale in der Hauptordnung. 


In der in FuBnote *) genannten Arbeit von Grell findet sich der Be- 
griff des ,,Erweiterungsideals“ prazisiert. Fiir den hier vorliegenden Fall 
des Systems der beiden Ringe n und 0 sei aus der genannten Arbeit die 
folgende Definition entnommen: 

Definition 8. Hin Ideal x im Ring 0 heift Erweiterungsideal (in 
bezug auf n), wenn es sich in der Gestalt yo darstellen laBt, wo y Ideal 
in n ist. 

Satz 27. Ist die natiirliche Zahl m durch die Formenklasse K dar- 
stellbar, M die K zugeordnete Modulklasse, O die Klasse des Moduls 0, 
so gibt es in der Klasse MO ein Erweiterungsideal (in 0) von der Norm m. 

Beweis. Zu einer Darstellung von m durch eine Form aus K werde 
im Sinne des m-Algorithmus das Ideal ¢ in M von der Norm m kon- 
struiert. Das Ideal co in o liegt dann in der Klasse MO, hat die Norm m 
und ist Erweiterungsideal. 

49* 
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Dieser Satz ist aber nicht allgemein umkebrbar. Aus der Existenz 
eines Erweiterungsideals r von der Norm m in MO kann nimlich nicht 
riickwirts auf die Existenz eines Ideals y in n von der Norm m ge- 
schlossen werden, das in M liegt. Um ein solches Ideal zu konstruieren, 
ist man versucht, es noch der Bedingung yo = x zu unterwerfen, die er- 
fiillbar scheint, weil y Erweiterungsideal ist. Die Forderung, da8 4 speziell 
der Klasse M angehért, ist dabei jedoch zu stark™‘); ein Ideal y in n 
mit yoy braucht nicht einmal die Ordnung n zu haben*®). 

Dieser Ubelstand la8t sich nun aber in gewissem Grade reparieren. 
Im allgemeinen gibt es namlich, wie Grell**) im einzelnen ausfiihrt, zu 
einem gegebenen Erweiterungsideal r mehrere Ideale y in n mit yo~r. 
Fiir ihre Gesamtheit werde von Grell die folgende Bezeichnung iibernommen: 

Definition 9. Die Gesamtheit aller Ideale y in n, fiir die yo 
gleich dem festen HErweiterungsideal x in 0 ist, heiBt die zu x gehdrige 
Erweiterungsklasse*’) (in der Ordnung n). 

Offenbar muB8 die Ordnung jedes ideals der Erweiterungsklasse die 
Ordnung n umfassen. Es gilt nun aber der 

Satz 28. Ist y Ideal in n und von einer Ordnung n,>n, so gibt 
es in der zu yo gehdrigen Erweiterungsklasse ein Ideal 3, welches echtes 
Vielfaches von ist und genau die Ordnung n hat. 

Beweis. Wegen nn,—n, gibt es nach Dedekinds Theorie der Mo- 
duln**) einen Modul 4 von der Ordnung n, der die Gleichung 


sn,=—) 
lést. Fiir dieses 4 wird zunichst 
Sst, = 9, 
wegen 3° + )° aber sogar 
§Cy- 


Hieraus folgt iiberdies 3 n; wegen 3° = n ist also 4 Ideal in n. Endlich ist 
39 = 4n,0 = yo; 


4 liegt also in der zu yo gehérigen Erweiterungsklasse aus n. 








*) Sie lieBe sich natiirlich erfiillen, wenn » nur Modul zu sein brauchte; aber y 
soll Ideal in n sein. 

*5) Ein einfaches Beispiel hierfiir bietet schon der Fiihrer y = ko. — Ist dagegen 
N(x) zu k teilerfremd angenommen, so muB allerdings, wie sich zeigen l4Bt, y° = n sein. 

%) A.a.O., 8.507. 

*?) Natiirlich hat dieser Begriff nichts mit Idealklassen im gewéhnlichen Sinne 
zu tun. 


%) Aa. O., S. 650ff. 
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Hierin steckt unter anderem der 


Satz 29. In jeder Erweiterungsklasse aus n gibt es mindestens ein 
Ideal, dessen Ordnung genau n ist. 

Man greife namlich irgendein Ideal y aus der Erweiterungsklasse 
heraus. Hat y schon die Ordnung n, so ist man fertig; andernfalls liefert 
der vorige Satz die Behauptung. 

Mit diesen Hilfsmitteln gelingt nun eine teilweise Umkehrung des 
Satzes 27 in folgender Weise: 


Satz 30. Gibt es in der Idealklasse A in der Hauptordnung ein 
Erweiterungsideal ¢ von der Norm m und sind M,, M,,..., M, diejenigen 
Modulklassen von der Ordnung n, die durch Multiplikation mit der Klasse O 
des Moduls 0 die Klasse AO liefern, K,, K,,..., K, die zugehérigen 
Formenklassen, so ist m durch mindestens eine der Klassen K, darstellbar. 

Beweis. Nach Satz 29 gibt es in der zu x gehérigen Erweiterungs- 
klasse in n mindestens ein Ideal y, das genau die Ordnung n hat, also 
in einer Modulklasse von der Ordnung n liegt. Wegen yo =x muB dies 
iiberdies eine der Klassen M,, M,,...,M, sein. Da y ebenfalls die Norm m 
hat, so liefert Satz 1 die Behauptung. 

Aus Satz 24 folgt sofort der 


Satz 31. Jedes zum Fiihrer k von nu teilerfremde Ideal in 0 ist 
Erweiterungsideal. 


Definition 10. Unter einer Erweiterungsprimzahl (in bezug auf 
die Diskriminante D = kA) sei eine natiirliche Primzahl p verstanden, 
die so beschaffen ist, da jedes in p aufgehende Primideal des Kérpers A 
Erweiterungsideal in bezug auf die Ordnung vom Fiihrer k ist. 

Jede nicht in k aufgehende Primzahl ist Erweiterungsprimzahl; das 
ergibt sich aus Satz 31 unmittelbar. Aber es gibt auch Diskriminanten D, 
deren Erweiterungsprimzahlen teilweise in dem zugehérigen k aufgehen. 
Das zeigt folgender Satz: 

Satz 32. Ist die Primzahl p ein Teiler von k, aber nicht von A, 
und zugleich quadratischer Nichtrest nach A, d.h. im Korper A unzer- 
legbar, so ist das Primideal p= po EHrweiterungsideal in bezug auf die 
Ordnung n vom Fiihrer k. 

Beweis. Es ist 

p=(pn)o, 
und pn ist Ideal in n. 

Definition 11. Das Produkt aller in k aujfgehenden Hrweiterungs- 
primzahlen (mehrfache mehrfach gezahit) heiBe der grote Erweiterungs- 
teiler von k. 
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Der gréBte Erweiterungsteiler von & hangt auBer von k noch von 4 
ab. Satz 32 zeigt, daB er im allgemeinen von 1 verschieden ist. 


Definition 12. Hine Zahl m heift zu k erwetterungsprim (in 
bezug auf die Stammdiskriminante 4), wenn (m, k) Potenzteiler'’) des 
gréBten Erweiterungsteilers von k ist. 

Satz 33. Ist die natiirliche Zahl m erweiterungsprim zu k, gibt es 
in der Idealklasse A aus der Hauptordnung ein Ideal x von der Norm m 
und sind die Formenklassen K,, K,,..., K, denjenigen Modulklassen von 
der Ordnung n zugeordnet, die durch Multiplikation mit der Klasse O 
des Moduls 0 die Klasse AO liefern, so ist m durch mindestens eine 
der Klassen K, darstellbar. 


Beweis. Man zerlege x in Primideale: 


E=P, P. --- P,- 
Ist etwa p; die durch p, teilbare natiirliche Primzahl, so folgt 
p;| N(x), 
p,|m. 


Entweder ist also p, zu k teilerfremd, oder es ist p;/(m, &); im ersten Fall 
folgt aus Satz 31, im zweiten aus Definition 12 und 11, daB p, Erweite- 
rungsprimzahl und daher p,; Erweiterungsideal ist. Offenbar gilt letzteres 
dann auch fiir das Produkt ry der p,. Satz 30 ergibt also die Behauptung. 


Auf Grund dieses Prinzips der Idealerweiterung ordnen sich schlieB- 
lich auch die klassischen Ergebnisse iiber die Darstellung der zum Fiihrer 
teilerfremden natiirlichen Zahlen ein. Nach Satz 1 waren fiir die Darstell- 
barkeit der natiirlichen Zahl m maBgebend die Ideale c in n, soweit sie 
die Ordnung n und die Norm m haben. Ist nun m teilerfremd zu k, so 
sind diese Ideale gema8 Satz 24 und 25 ein-eindeutig den samtlichen zu 
k teilerfremden Idealen a in der Hauptordnung zugeordnet vermége der 
Beziehung 
(30) co—a 
oder der Beziehung 

c= av\n. 
Im Anschlu8 hieran iibertragen sich die Ergebnisse auf die Ideale der 
Hauptordnung, indessen erst dann, wenn auch die Klasseneinteilung iiber- 
tragen ist. Eine Zuordnung der Modulklassen von der Ordnung n zu den 
Idealklassen in der Hauptordnung ist wegen der im allgemeinen verschie- 
denen Anzahl nicht méglich. Wohl aber ‘leisten die von H. Weber **) aus- 








%) Aa. O., § 99. 
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fiihrlich betrachteten und dort als ,,Idealklassen nach der Ordnung n“ 
bezeichneten Klassen das Gewiinschte. Eine solche Klasse ist definiert als 
die Gesamtheit aller derjenigen Ideale 6 in der Hauptordnung, die zu 
einem festen zu k teilerfremden Ideal a in der Beziehung 


b=a 
Ne 


stehen, wo 7, und , ganze zu k teilerfremde Zahlen in der Ordnung n 
sind und = positive Norm hat*°). Zu einer Darstellung einer zu & teiler- 
2 


fremden natiirlichen Zahl m konstruiere man nun im Sinne des m-Algorithmus 
das Ideal c, welches ehemals die der Klasse K der darstellenden Form zu- 
geordnete Modulklasse M lieferte. Das Ideal 


a=+>co 


in der Hauptordnung ist zu & teilerfremd und hat die Norm m. Diejenige Ideal- 
klasse M’ ,nach der Ordnung n“, die das Ideal a enthilt, kann man nun im 
Anschlu8 an H. Weber**) der gegebenen Darstellung von m zuordnen. Aus dem 
erwahnten durch (30) vermittelten ein-eindeutigen Entsprechen folgt aber 
unschwer, daB die Zuordnung M— > M’ eine ein-eindeutige Zuordnung der 
Modulklassen von der Ordnung n zu den Idealklassen (in 9) nach der 
Ordnung n bedeutet. Die in Betracht kommenden Ideale in zwei einander 
zugeordneten Klassen stehen paarweise in der Beziehung (30). Daraus 
ersieht man sofort: Eine zu & teilerfremde natiirliche Zahl m ist dann und 
nur dann durch die Formenklasse K darstellbar, wenn es in der zugehérigen 
Klasse M’ ein Ideal in 9 von der Norm m gibt. Die klassische Deutung 
der Darstellbarkeit erscheint damit als ein nachtriglicher Ubergang zur 
Hauptordnung und ist, wie man sieht, streng an den teilerfremden Fall 
gebunden. 


%°) Im vorliegenden Spezialfall des quadratischen Kérpers kann diese Klassen- 
einteilung auch charakterisiert werden als eine solche, die durch ,Komplexion“ aus 
der bekannten, in der Klassenkérpertheorie iiblichen Einteilung in ,,Strahlklassen“ 
entsteht. Zu diesen Begriffen vgl. H. Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen 
und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Teil I: Klassenkérper- 
theorie (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 35 (1926), 8. 1—55, 
dort S. 5f. und 41). — Ein entsprechender Satz fiir Kérper héheren Grades be- 
steht nicht. 

%1) Dieser nimmt allerdings (a.a.0., §99) die Klasse des Ideals a. 


(Eingegangen am 26. 6. 1929.) 
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§ 1. Simplexe. 

§ 2. Konvexe Polyeder. 

§ 3. Komplexe. 


§ 1. 
Problemstellung. 
Die Dimensionstheorie der kartesischen Riume ff,,*) fing an mit dem 
folgenden Satz*). 


Satz von Brouwer. In einem R,, ist es nicht médglich, eine Punkt- 
menge, welche einen inneren Punkt enthalt, durch eine topologische*) Ab- 
bildung in eine Menge ohne inneren Punkt tiberzufiihren. 








1) Wegen der Begriffe: kartesischer Raum, Teilraum, Simplex, Komplex uew., 
verweisen wir auf den Anhang, in welchem der Volistaindigkeit wegen verschiedene 
mehr oder minder gelaufige Begriffe und Hilfsbetrachtungen zusam stellt sind. 


=) 





*) Es gibt drei direkte Beweise dieses Satzes: a) L. E. J. Brouwer, Math. Annalen 
70 (1911), 8. 161—165; b) H. Lebesgue, Fund. Math. 2 (1921), 8. 257285; c) E. Sperner, 
Hamburger Abhandl. 6 (1928), S.265—272. Der zuletzt genannte Beweis ist auBer- 
ordentlich einfach. 

*) Die Abbildung einer Punktmenge % auf eine Punktmenge W’ heiBt topo- 
logisch, wenn sie umkehrbar eindeutig und umkehrbar stetig ist. Zwei Punktmengen 
& und &’, zwischen denen eine solche Abbildung méglich ist, heiB8en homéomorph. 
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Dieser Satz fiihrt zum Dimensionsbegriff, und zwar ergibt er die Be- 
rechtigung, dem §, und jeder Menge des i,, welche einen inneren Punkt 
enthalt, die Dimensionszahl n beizulegen. Aber fiir eine folgerichtige Dimen- 
sionierung allgemeiner Mengen in kartesischen Raumen, z. B. einer ,,Kurve“ 
in der Ebene, bietet der Satz von Brouwer keine unmittelbare Handhabe. 

Wir wollen nun im folgenden zeigen, da8 man im engen Anschlu8 an 
die Fragestellung und den Gedankengang des Brouwerschen Satzes und 
unter scharferer Ausnutzung seiner Beweiselemente auch fiir die allge- 
meinsten Mengen in kartesischen Raumen einen brauchbaren Dimensions- 
begriff aufstellen kann. Dieser Dimensionsbegriff ist demjenigen vollstandig 
aquivalent, welcher der Dimensionstheorie allgemeiner topologischer Raume 
zugrunde liegt*); auf die Aquivalenzfrage werden wir im Schlu8paragraphen 
niher eingehen. Aber ganz unabhaingig davon werden wir ,direkt“ den 
folgenden Satz beweisen, in welchem der Brouwersche Satz als Korollar 
enthalten ist. 

Allgemeiner Satz. I. Hiner jeden nicht-leeren Menge eines R,, kommt 
eine der Zahlen 0,1,2,3,... als thre Dimension zu. 

Il. Ist die Menge U ein Teil der Menge 8, so ist dim U < dimB. 

III. Die Dimension ist eine topologische Invariante, d.h. ist eine 
Menge & eines RK, homéomorph*) mit einer Menge U' eines Ry, nn’, 
so ist dim U— dim’. Insbesondere wenn U eine Menge eines R,, ist, 
und dieser R, als Teilraum eines Umbettungsraumes Ry aufgefapt wird, 
80 hat U dieselbe Dimension als Menge des R,, wie ais Menge des Ry. 

IV. Jede Menge des R,, welche einen inneren Punkt enthdlt, also 
insbesondere der Ri, selbst, ist n-dimensional. 

V. Jede n-dimensionale Menge des i,, enthalt einen inneren Punkt. 

Da wir den Dimensionsbegriff ab ovo und allgemeingiiltig entwickeln 
wollen, werden wir das, was wir im Anhang, der iiblichen Terminologie 
folgend, einen n-dimensionalen Raum (Simplex, Komplex) genannt haben, 
bis auf weiteres einen n-gradigen Raum (Simplex, Komplex) nennen. Im 
Verlauf unserer Uberlegungen wird sich herausstellen, daB ,Grad“ und 
»Dimension“ dieselbe Zahl sind, wie man es ja von jedem Dimensions- 
begriff verlangen muB. 


§ 2. 
Die Dimensionszah! fiir kompakte Punktmengen. 


Wir betrachten bis auf weiteres nur solche Punktmengen, welche 
kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrankt sind. 


*) Vgl. K. Menger, Dimensionstheorie, 1928, insbesondere Kap. VIII. 
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Es sei in einem fi, eine solche Menge U% gegeben. Wir betrachten 
im §, endlich viele Teilriume gleichen Grades m, in deren Vereinigungs- 
menge % die Menge & enthalten ist. Solche Vereinigungsmengen gibt es 
immer: der ft, selbst ist ein B. Es liegt nahe, das Minimum der Zahlen m 
als Dimension von % zu erkliren. Um aber fiir ,,gekriimmte“ und _,zipf- 
lige* Mengen keine zu groBe Dimensionszahl zu erhalten, wollen wir die 
Menge & zuerst etwas ,glatten“. Eine solche ,Glattung‘ kommt durch 
eine ,,kleine“ stetige Verriickung zustande, bei welcher auch ausdriicklich 
zugelassen wird, daB verschiedene Punkte in einen gleichen zusammenriicken 
diirfen. Wir verstehen (mit Brouwer, loc. cit.) unter einer e- Deformation, 
e> 0, einer Menge & des R,, eine stetige Abbildung von W auf eine andere 
Menge des R,,, bei welcher jeder Punkt um weniger als die (Euklidische) 
Entfernung « aus seiner urspriinglichen Lage verschoben wird. Ist «, < ¢,, 
so ist jede e,-Deformation auch eine ¢,-Deformation. 


Definition. Die kompakte Menge U eines R, heiBe (in bezug auf 
diesen R,) u-dimensional, wenn u das Minimum der Zahlen m von der 
folgenden Beschaffenheit ist: zu jedem «>0 gibt es eine e-Deformation 
von U auf einen Teil einer Vereinigungsmenge von endlich vielen m-gradigen 
Teilrdumen von f,,. 

Man sieht leicht ein, da8 man zur selben Dimensionszahl kommt, wenn 
man den Passus ,,Vereinigungsmenge von endlich vielen m-gradigen Teil- 
rdumen“ durch den Passus ,,Vereinigungsmenge von endlich vielen (nicht 
notwendig gleichgradigen) Teilradumen von der maximalen Gradzahl m“ 
ersetzt. Daher ist auf Grund der im Anhang durchgefiihrten Uberlegung 
(vgl. Anhang § 3, 5.) die obige Definition mit der folgenden fiir die An- 
wendung viel handlicheren Formulierung Aquivalent. 


Definition. Die kompakte Menge U eines Ri, heiBe (in bezug auf 
diesen fi,.) u-dimensional, wenn yu das Minimum der Zahlen m ist, fiir 
welche es zu jedem e>0 eine e-Deformation von U auf einen Teil”) 
eines m-gradigen Komplexes gibt. 


§ 3. 
Ihre wichtigsten Eigenschaften. 


Jetzt werden wir den allgemeinen Satz beweisen. 


Ad I und II. Diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus der 
Definition. 


5) Unter einem Teil eines Komplexes ‘verstehen wir einen echten Teil des 
Komplexes bzw. den ganzen Komplex. 
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Ad III. Wir werden ein SchluBverfahren von Brouwer*) mit einer 
geringen Modifikation wiederholen. Es ist leicht einzusehen, da es geniigt, 
wenn wir folgendes beweisen. Gegeben seien eine kompakte Menge Y eines Rt, 
und eine homéomorphe Menge ’ eines R,,. Wenn es zu jedem e’ >0 
eine «’-Deformation von %’ auf einen Teil &” eines Komplexes &’’ vom 
Grade < m gibt, so gibt es zu jedem «> 0 eine e-Deformation von UY 
auf einen Teil 8 eines Komplexes , vom Grade < m. 
Wir gehen von einem festen e’ > 0 und einem dazugehérigen ®” aus 
und nehmen an, da jeder Simplex von &” einen Durchmesser < e’ hat 
(vgl. Anhang § 3, Satz). Wir bezeichnen die Eckpunkte von &” mit 


(1) et AP 


und ordnen in folgender Weise jedem Punkte P,’ einen Punkt Q, aus R, zu. 
Zuerst nehmen wir aus irgendeinem der Simplexe, fiir welche P,’ Eckpunkt 
ist, irgendeinen Punkt von %{” und nennen ihn P,”. Es ist’) 


(2) B(P,, Pe’) <2’. 


wr 


Die Punkte P,” brauchen nicht untereinander verschieden zu sein. Jedem 
Punkte P;” ordnen wir in Y’ einen Punkt P; zu, fiir welchen 


(3) E(P2", Pi) <e’, 


in solcher Weise, da8 zusammenfallenden Punkten P;” und P,” zusammen- 
fallende Punkte Pj und P, entsprechen. Dem Punkt P/ aus Y’ entspricht 
vermége der Homéomorphie ein bestimmter Punkt aus &. Dies ist der 
Punkt Q,. Wir wollen jetzt die Zuordnung der Punkte Q, zu den Punkten P,” 
zu einer stetigen Abbildung des Komplexes ” auf einen Komplex 8, vom 
Grade <m erweitern. Wir greifen irgendeinen Simplex G” von &” mit 
den Ecken 


(4) Pi, Pigs» + +s Pas 

heraus, stellen seine Punkte durch die Formel 

(5) P” = 1, Pi +t, Pi +...+t, Pa 

dar (vgl. Anhang § 1,3.) und lassen dem Punkte P” den Punkt 

(6) Q = 1,21 +4.Q,+.---+4,Qi. 

entsprechen. Dadurch wird 6” auf den eventuell entarteten Simplex mit 


den Ecken Q;,, Qi,,.--, Qi, stetig abgebildet. Liegt der Punkt P in ver- 
schiedenen 6”, so sind seine aus den verschiedenen 6” herriihrenden Bild- 
*) Loe. cit. § 2. 
”) Mit #(P, Q) werden wir die Euklidische Entfernung der Punkte P und Q 
bezeichnen. 
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punkte zusammenfallend; dies ist eine Folge davon, da8 die Simplexe von 
®” regular sind (Anhang § 1,4.) und nur in vollen Seiten aneinanderstoBen. 
Die Abbildungen der verschiedenen 6” schlieBen sich daher zu einer stetigen 
Abbildung von &” auf eine Punktmenge zusammen, die man auf Grund 
des Satzes im § 3 des Anhangs als einen Komplex &, vom Grade < m auf- 
fassen kann. Hierbei geht &” in einen Teil 8 von &, iiber. Die auf dem 
Wege iiber %’ und &” zustande kommende Abbildung von % auf & ist 
eine (stetige) Deformation von &, von der wir nachweisen wollen, da sie 
durch passende Wahl von e’ kleiner gemacht werden kann als die vorge- 
schriebene Zahl « > 0. 

Es sei e >0 gegeben. Wegen der Kompaktheit von %’ kénnen wir 
e’ so bestimmen, daB zwei Punkten aus 2%’, deren Abstand < 4e’ ist, in 
@ Punkte entsprechen, deren Abstand < je ist. Dem Punkte P aus U 
mégen in &’ und &” die Punkte P’ und P” entsprechen. Wir nehmen 
einen 6”, mit den Ecken (4), in welchem P” gelegen ist. Es ist 


(7) E(P”, Pi) <e’ (e = 1,2,..., 0). 
Aus 
(8) E(P’, P”)<e’ 
und (2), (3) und (7) folgt 

E(P’, Pi,)<4e’ (e= 1, 2,...,¢). 
Daher ist 
(9) E(P,Qi,)< +e (on 1, 8;..., 4. 
Insbesondere hat man 

B (Qi, Q,)<¥e (r,s =1,2,...,0). 
Aus (6) folgt, da das Bild von G” einen Durchmesser < + é hat, daher ist 
(10) E(Q, Q,)< se ae 
Aus (9) und (10) erhalt man endlich 

E (P,Q) <e. 


Ad IV. Eine Menge des ®,, die einen inneren Punkt enthilt, ent- 
halt insbesondere einen n-gradigen Wiirfel Y%. Nach bisher Bewiesenem 
geniigt es nachzuweisen, daB man Y% nicht um weniger als ein beliebiges 
e>0 auf den Teil eines Komplexes vom Grade < n — 1 deformieren kann. 
Dies folgt aber sofort aus dem Satz von Brouwer*), daB bei jeder Defor- 
mation von Y% um weniger als die halbe Kantenlinge die deformierte 


®) Loc. cit. § 1. 


a 


aca 
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Punktmenge eine offene Teilmenge enthalten mu$. Aber ein Komplex im 
R, vom Grade < n—1 enthilt keine offene Teilmenge. 


Der Beweis des eben herangezogenen Hilfssatzes von Brouwer ist nicht 
ganz einfach. Wir wollen daher noch ein anderes SchluBverfahren angeben. 
Neuerdings hat E. Sperner*) einen sehr einfachen und eleganten Beweis fiir 
den folgenden Satz von Lebesgue angegeben. 


a) Einen m-gradigen Simplex kann man nicht zu jedem ¢>0 auf 
endlich viele abgeschlossene Teilmengen T vom Durchmesser < ¢ aufteilen, 
von denen je m-+1 einen leeren Durchschnitt haben. 


b) Einen m-gradigen Komplex ® kann man zu jedem e > 0 auf end- 
lich viele abgeschlossene Teilmengen T vom Durchmesser <« aufteilen, 
von denen je m-+ 2 einen leeren Durchschnitt haben. 


Zum Absatz b), dessen Formulierung etwas allgemeiner als bei Sperner®) 
ist, wollen wir die Konstruktion der T bei gegebenem ¢ >0 wiederholen. 


Wir nehmen an, daB8 die Durchmesser der Simplexe von & weniger als + 
betragen. Wir greifen einen Simplex 6 von & heraus. Sein Grad sei x. 
Wir teilen G6, wie bei Sperner, auf «-+ 1 abgeschlossene Teilmengen T“ 
auf, von denen jede einen der Eckpunkte, aber keinen Punkt der gegen- 
iiberliegenden Seite enthalt. Diese Konstruktion fiihren wir fiir alle Simplexe 
aus, und vereinigen alle solche &, welche einen Eckpunkt von & ge- 
meinsam haben zu einer Menge T. Jedes T hat einen Durchmesser < « 
und enthalt nur einen Eckpunkt von &, Ein Punkt P von &, der in 
einem yu-gradigen Simplex © enthalten ist, kann héchstens in denjenigen 
#-+1 Mengen T vorkommen, welche Eckpunkte von © enthalten. 

Jetzt beweisen wir unsere Behauptung nach Alexandroff*®) wie folgt. 
Die Menge & des R, enthalt einen n-gradigen Simplex 8. Ware dieser 
nicht n-dimensional, so kénnte man ihn bei vorgegebenem « auf einen 
Teil @’ eines héchstens (mn —1)-gradigen Komplexes « deformieren. Auf 
Grund von b) teilen wir 8’ auf abgeschlossene Teilmengen T’ auf, deren 
Durchmesser < ist, so daB der Durchschnitt von n-+1 Mengen &’ leer 
ist. Zu jedem &’ ordnen wir in B als Menge ET die Gesamtheit aller der- 
jenigen Punkte zu, deren Deformationsbilder in &’ liegen. Der Durch- 
messer jedes & ist kleiner als «, = 3¢, iiberdies haben je n +1 Mengen T 
einen leeren Durchschnitt. Da «, beliebig klein sein kann, ergibt sich ein 
Widerspruch gegen a). 


*) Loc. cit. § 4. 
%) Math. Annalen 98 (1928), S. 617—636, insbesondere § 1 (und die inzwischen 
erschienene Arbeit in Annals of Math. (2) 30, 8. 101—187, insbesondere Kap. I. [Zu- 
satz bei der Korrektur.}) 
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Ad V. Wir brauchen nur zu zeigen: Jede kompakte Menge W% ohne 
innere Punkte hat eine Dimension <»—1. Hierzu schlieBen wir Y in 
einen abgeschlossenen n-gradigen Wiirfel Y ein, und unterteilen BW in 
gleichkantige Wiirfel %®,, %,,...,%8, vom Durchmesser <e. Im Jnnern 
eines jeden Wiirfels Y%, greifen wir einen nicht zu YU gehdrigen Punkt P, 
heraus. Einen solchen gibt es, da 2% nach Voraussetzung keinen innern 
Punkt enthalt. Von P, als Projektionszentrum projizieren wir jeden in ¥, 
gelegenen Punkt von & auf die Begrenzung von %,. Hierbei bleiben die 
Punkte auf der Begrenzung von %&, unverindert. Diese Projektionen ergeben 
zusammengenommen eine e-Deformation von %& auf endlich viele (nm —1)- 
dimensionale Teilraume. Die Dimension von & ist also <n —1. 

Wir bemerken, da8 das, was wir bisher den Grad eines Simplexes bzw. 
Komplexes genannt haben, nichts anderes als seine Dimension ist. Fiir 
einen Simplex folgt dies daraus, daB er, wenn er u-gradig ist, als Punkt- 
menge eines geeigneten §t, aufgefaBt innere Punkte enthilt. Fiir einen 
p-gradigen Komplex folgt hieraus nach Behauptung II, daB er mindestens 
u-dimensional ist; auf Grund der Definition ist er héchstens «-dimensional, 
weil er eine 0-Deformation von sich selbst auf einen u-gradigen Komplex 
ist. Also stimmen fiir einen Komplex der ,Grad“ und die , Dimension“ 
iiberein. — Den oben zitierten Satz von Brouwer kann man folgendermaSen 
verallgemeinern. Eine m-dimensionale kompakte Menge Y% eines Rt, kann 
nicht fiir jedes « >0 in eine niedrigerdimensionale Menge %’ e-deformiert 
werden. Sonst brauchte man nur noch %’ seinerseits auf einen Teil eines 
Komplexes von einer Dimension < m um weniger als ¢ zu deformieren, um 
(fiir jedes 2e>0) eine 2¢-Deformation von % auf einen Teil eines 
Komplexes von einer Dimension < m zu erhalten. 


§ 4. 
Die Dimensionszahl fiir beliebige Punktmengen. 


Nunmehr wollen wir die Dimension auch fiir eine nicht-kompakte 
Menge % eines Rt, festsetzen. Wir gehen darauf aus, die Dimension von W 
als die kleinste Dimensionszahl einer 2% umhiillenden kompakten Menge zu 
definieren. Wollten wir es wértlich bei der eben formulierten Dimensions- 
festsetzung belassen, so wiirden sich sofort Unzutriglichkeiten einstellen. 
Erstens gibt es zu einer unbeschrinkten Punktmenge keine beschrinkte, 
also keine kompakte Hiille. Zweitens wiirden wir fiir jede iiberall dicht 
liegende Punktmenge des Intervalls 0 << 2<1 die Dimensionszahl u =1 
erhalten, was aber fiir eine abzahlbare lineare Punktmenge als eine ,,zu groBe“ 
Dimensionszahl erscheinen wiirde. Und drittens wire die Dimension keine 
topologische Invariante, weil man eine abzahlbare lineare Punktmenge suf 
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den Teil einer kompakten linearen Punktmenge ohne inneren Punkt (das 
sogenannte Cantorsche Diskontinuum) topologisch abbilden kann, und eine 
solche Punktmenge nach § 2 die Dimension Null hat. Diese Unzutriglich- 
keiten scheiden aus, wenn wir folgendes festsetzen. 


Definition. Gegeben sei eine Menge U in einem KR. Wir betrachten 
irgendeine zu YU homdomorphe beschrinkte Menge U' in irgendeinem R,, 
und irgendeine kompakte Menge 8’ aus diesem fi,,, welche U' enthalt. 
Unter der Dimension von U verstehen wir das Minimum der Dimensions- 
zahlen aller Mengen %’. 


Man sieht leicht, daS fiir eine kompakte Menge & die neue“ Di- 
mension mit der alten“ iibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung beruht auf 
der (bereits nachgewiesenen) Giiltigkeit der Behauptung III fiir kompakte 
Mengen. 

Jetzt haben wir den allgemeinen Satz fiir beliebige Punktmengen nach- 
zuweisen, Ad I ist nur daran zu erinnern, daB man den ganzen ffi, topo- 
logisch auf das Innere eines Wiirfels im i, abbilden kann, daB also jede 
Menge % des i, jedenfalls auf eine beschriankte Menge (im §,,) abgebildet 
werden kann, daB also jeder Menge unsere Definition tatsichlich eine 
eindeutige Dimensionszahl zuordnet. Die Behauptungen II, III und IV 
ergeben sich unmittelbar. Die Behauptung V hingegen bedarf einer naheren 
Erérterung. Wir fiihren den Beweis wieder indirekt, indem wir nachweisen, 
daB jede Punktmenge & des R,, welche keinen inneren Punkt enthiilt, 
eine Dimension < n— 1 hat. 

Zuerst nehmen wir an, daS YW nirgends dicht liegt, d. h. daB in der 
Umgebung eines jeden Punktes von & nicht nur ein Punkt, sondern sogar 
eine n-dimensionale Kugel zur Komplementairmenge von Y& gehért. Wir 
bilden den i, topologisch auf das Innere eines Wiirfels Y% in einem neuen 
R,, ab. Die Punktmenge Y% geht hierbei in eine beschrinkte nirgends dichte 
Punktmenge %’ des neuen SR, iiber. Die kleinste abgeschlossene Hiille Y 
von %’ ist kompakt und wiederum nirgends dicht. Es ist 


dim & = dim Y’ < dim Y’ <n —1. 


Es sei nunmehr Y beliebig. Durch eventuelle Hinzunahme von Punkten 
des Ri, kann man erreichen, dag %& die Komplementiirmenge einer im R,, 
iiberall dicht liegenden abzdhlbaren Punktmenge € = (P,, P,, P,,...) ist. 
Zum Beweis unserer Behauptung geniigt es offenbar, nachzuweisen, dab 
man eine solche Punktmenge % topologisch auf eine nirgends dichte Punkt- 
menge $8 des i, abbilden kann. Solche Abbildunger kann man nach ver- 


schiedenen Prinzipien konstruieren; wir wollen eine solche Abbildung naher 
schildern. 


* 
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Unsere Abbildung**) ist das Resultat von abzahlbar vielen sukzessiven 
Abbildungen «,, «,, @,,..., von denen jede den ganzen ft, in sich selbst 
transformiert. Die durch «, hervorgerufenen Bilder von P, UA, P,, © be- 
zeichnen wir mit P*, U*, P?, €*, und allgemein die durch a, ,, hervor- 
gerufenen Bilder von P”, A", P;", €™ mit P™**, U"**, P"**, C™**. Bei 
der Abbildung «, entspricht jedem Punkt des fi, genau ein Bildpunkt, nur 
dem Punkt P, entspricht eine ganze Punktmenge, die wir das ,Loch“ P; 
nennen werden. Bei der Abbildung a, entspricht jedem Punkt mit Aus- 
nahme von P} je ein Punkt, also insbesondere dem Loch P; ein Loch P}, 
nur dem Punkt P; entspricht ein ganzes Loch P;. Allgemein sind 
die ersten m von den Gebilden P.", P;", P,", ... Locher, die anderen 
Punkte. Die Abbildung «, besteht im folgenden. Das dem Punkt P,"~* zu- 
geordnete Loch P,." ist eine abgeschlossene n-dimensionale Kugel, deren Mittel- 
punkt in P”"~* gelegen ist, und deren Radius wir mit h, bezeichnen. Und die 
Zuordnung von R, — P;"~* zu KR, — P,™ ist eine topologische Abbildung, die 
so zustande kommt, da8 jeder Punkt P auf dem Strahl durch den Punkt P”"~* 
um die Entfernung A, nach auBen verschoben wird. Man rechnet leicht 
nach, daB hierbei die Entfernung fiir zwei Punkte, die nicht auf demselben 
Strahl liegen, vergréBert, also fiir irgend zwei: Punkte jedenfalls nicht ver- 
kleinert wird. Von den Zahlen h,, setzen wir voraus, da8 fiir m =1, 2, 3,... 


1 
(11) fomhissthast---<Gh,- 
Wir greifen einen Punkt P* aus A” heraus, der von P*,;, Pi',2, ... ver- 
schieden ist, also bei den sukzessiven Abbildungen a, ,,, «,,,,.-. nie in 
ein Loch verwandelt wird. Wegen 
(12) E(P™, P™*") Sha thnse te thee te (mp) 
ist die Folge P™ konvergent; den Grenzwert bezeichnen wir mit P®. Es ist 
(13) E(P™, P®) <r,. 
Aus 


E(P™*?, ect > E(P”, Q”) 
folgt, daB zwei verschiedene Punkte P und Q aus Y% zwei verschiedene 
Bildpunkte P° und Q° besitzen. Daher erhalten wir eine umkehrbar ein- 
deutige Abbildung von % auf eine Punktmenge %°. Wir wollen zeigen, 
da8 sie stetig ist. Es ist 
E(P*,Q°)< E(P*, P™) + £(Q°,Q™) + E(P”,Q”) 
S2r,, + E(P",Q"). 


1") Diese Abbildung ist mir von Herrn C. Carathéodory freundlichst vorgeschlagen 
worden. 
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Zu gegebenem ¢>0 bestimmen wir ein m, fiir welches 2r,< 5; und 
bei festgehaltenem Index m und Punkte P bestimmen wir ein 6 = 4(e), 


so daB aus E(P,Q) <8 
folgt E(P™,Q™) <> und daher 

E(P*,Q°)<e. 
Hiermit ist die Stetigkeit der Abbildung bewiesen. Da bei der Abbildung 
die Punkte ,,auseinanderriicken“, ist auch ihre Umkehrung stetig, also die 
Abbildung topologisch. 

Jetzt beachten wir fiir festes m das Loch P*”. Wenden wir auf die 
Randpunkte P™ der Kugel Py die Formel (12) an, so findet man, unter 
Beriicksichtigung von (11), daB die Kugel vom Radius $4, um den 
Punkt P™~* zu allen Léchern 


i. te ",.. 


und daher auch zur Komplementarmenge €° von Y%° gehért. Es sei jetzt 
ein fester Punkt P® aus U° und die positive Zahl « gegeben. Wir be- 
stimmen ein festes u, so dab 


<= fir mQun. 
Dann ist wegen (13) 


(14) E(P*, P*) <<. 

Nunmehr bestimmen wir ein m, so daB 

(15) E(P", mii) <% und m2up. 
Wegen (12) ist 

(16) E (Past, Pasi) <4: 


Die Relationen (14), (15) und (16) zusammengenommen ergeben 


E( Po, Pm+s) <5: 


Der Punkt Px,, ist aber der Mittelpunkt einer zu €° gehérigen Kugel, also 
ist 2° nirgends dicht im §,,. 


§ 5. 
Die Aquivalenzfrage. 
Es eriibrigt noch festzustellen, daS unsere Dimensionsdefinition mit 


der Urysohn-Mengerschen fquivalent ist. Das folgt fiir kompakte Mengen 
aus einem wichtigen Satz von Alexandroff**) und fiir allgemeinere Mengen 


42) Loc. cit. 
Mathematische Annalen. 102. 50 
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aus einem sehr schénen Satz von Menger**) in Verbindung mit einem Satz 
von Hurewicz**). 

Der Satz von Alexandroff gab den Ansto8 und die Grundlage zur vor- 
liegenden Betrachtung. Er lautet felgendermaBen: Ist eine kompakte Menge 
W eines R, ~-dimensional (im Urysohn-Mengerschen Sinne), so kann man 
& fiir jedes « > 0 in einen u«-dimensionalen Komplex, aber nicht fiir jedes 
e > 0 in einen (~ — 1)-dimensionalen Komplex e-deformieren. Diese Charak- 
terisierung der Urysohn-Mengerschen Dimension lautet fast ebenso wie 
unsere Definition. Der Unterschied besteht nur darin, da8 bei Alexandroff 
e-Deformationen auf volle Komplexe und bei uns auf Teile von Komplexen 
herangezogen werden. Aber dieser Unterschied ist nicht wesentlich. Denn 
im Grunde genommen beweist Alexandroff den Satz zuerst unter Zugrunde- 
legung von e-Deformationen auf Teile von Komplexen und verfeinert ihn 
hinterher in einer anschlieBenden Betrachtung zur endgiiltigen Formu- 
lierung. Genau genommen, d. h. dem Beweise nach, bezieht sich die 
Alexandrofische Charakterisierung der Dimension nicht auf die Definition 
von Urysohn und Menger, sondern auf die nachfolgende Definition von 
Lebesgue: Die kompakte Menge U& ist u-dimensional, wenn » das Minimum 
der Zahlen m von der folgenden Beschaffenheit ist. Zu jedem ¢ >0 kann 
man % auf endlich viele abgeschlossene Punktmengen vom Durchmesser 
<e aufteilen, von denen je m-+ 2 einen leeren Durchschnitt haben. — 
Dieser Formulierung der Dimension ist ohne weiteres anzusehen, daB die 
Dimension topologisch invariant ist. Wir hitten daher den Beweis der 
Behauptung III fiir kompakte Mengen auch unter Benutzung des Alexandroff- 
schen Satzes fiihren kénnen. 

Die Satze a) von Hurewicz und b) von Menger lauten: a) Jeder 
separable metrische Raum endlicher Dimension ist Teil eines kompakten 
metrischen Raumes gleicher Dimension, b) jeder kompakte metrische 
Raum endlicher Dimension ist einer Menge eines kartesischen Raumes 
homéomorph. 


Anhang iiber Simplexe und Komplexe. 
§ 1. 


Simplexe. 

1. Unter dem n-dimensionalen (kartesischen) Raum R,,, n = 1,2,..., 
verstehen wir die mit der Euklidischen Metrik behaftete Gesamtheit aller 
Zahlen-n-tupel 

E= (2, +-+) Zy)- 


*8) Menger, loc. cit., Kap. IX. 
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Zulassige Koordinatentransformationen sind Translationen und orthogonale 
Transformationen. Wir fiihren noch den i, ein: er besteht aus einem 
einzigen Punkt. 


2. Unter einer Linearform L(x) des R, verstehen wir einen Ausdruck 
+1,2%,+.-.+1,2, mit konstanten Koeffizienten J,. Ein Rt, ist Teil- 
raum eines R,, wenn er im *, durch ein System von Gleichungen 
(1) L,(r)=0 (a = 1,2,...) 
definiert ist. (Durch passende Koordinatenwahl kann man das-Gleichungs- 
system (1), sofern es nicht identisch erfiillt ist, auf die Gestalt bringen: 


Tyas = 249 = = 2, =9.) 


Zu jeder Punktmenge UM im WR, gibt es einen ,,kleinsten“ umfassenden 
Teilraum. Wir bezeichnen ihn mit R(Y). 


3. In einem &,, sefen Punkte 
(2) Eas Ear -- +> Ey ga (u2>0) 


gegeben; mit ¢, bezeichnen wir reelle (skalare) Zahlen. Die Gesamtheit 
der Punkte 


(3,) E=h Ethie te ttslea 
(3,) Bee tbs 1; by, bys er by 20 
nennen wir den Simplex 

(4) S=6(z,,..., En41) 


mit den Ecken (2). Jeder mit einem Teil der Ecken von © gebildete 
Simplex, insbesondere jeder Eckpunkt von ©, heiBe eine Sette von S. Die 
nachfolgenden Behauptungen iiber Simplexe sind alle leichte Folgerungen 
aus der analytischen Formel (3, ,). 


4. Die Dimension des Teilraumes fi (S (r,, ..., . a1)), Vgl. 2., ist Sp 
Ist sie =u, so heiBe der Simplex reguldr, sonst entartet. Fiir einen regu- 
laren Simplex sind die Seiten ihrerseits regulare Simplexe, und jeder Punkt 
des Simplexes wird durch die Werte der ¢, in umkehrbar eindeutiger Weise 
festgelegt. 

5. Einen Simplex kann man rekursiv aus Strecken (d. h. zweieckigen 
Simplexen) aufbauen. Der ©, =G(r,,...,4,) sei bereits konstruiert; 
hieraus entsteht der (4) als Vereinigungsmenge der Strecken, deren ein 
Eckpunkt in x, ,, liegt und deren anderer Eckpunkt ©, durchlauft. 

6. Fiir einen reguliren © folgt hieraus — unter Beriicksichtigung der 
Tatsache, daf r,,, nicht in R(G,) gelegen ist —, da jeder Punkt von 
©, fiir welchen ¢, > 0, y=1,2,..., uw +1, ein innerer Punkt von © in 
50* 
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bezug auf (CG) ist; hingegen ist jeder andere Punkt von © Grenzpunkt 
(d. h. nicht-innerer Punkt) von G. 

7. Wenn die Punkte rj, ..., 24, eines Rt, bei einer senkrechten Pro- 
jektion auf einen Teilraum des R, in die Punkte (2) iibergehen, so pro- 
jiziert sich der Simplex G(rj,...,24:) im den Simplex (4). Hieraus 
folgt leicht, daS man einen entarteten Simplex fiir 4 <n (also fiir genii- 
gend groBes n) in passender Weise als senkrechte Projektion eines regu- 
laren Simplexes auffassen kann. Da aber die (senkrechte) Projektion einer 
beschrinkten abgeschlossenen Punktmenge identisch ist mit der Projektion 
ihrer Begrenzung, ist ein entarteter Simplex identisch mit der Vereinigungs- 
menge seiner Seiten. Hieraus findet man durch Schlu8 von uw auf w+], 
wo 4+ 1 die Eckenzahl bezeichnet: 

Jeder entariete Simplex ist die Vereinigungsmenge von reguldren 
Simplexen, namlich die Vereinigungsmenge seiner reguldren Seiten. 


§ 2. 
Konvexe Polyeder. 


Wir betrachten nur abgeschlossene Punktmengen. 


1. Eine Punktmenge M& des R, hei®t konvex™*), wenn mit irgend zwei 
Punkten x, und zy, auch die Strecke mit den Eckpunkten r, und x, 2 W 
gehért. An der Darstellungsformel (3, ,) erkennt man, da8 jeder Simplex 
konvex ist. Aus §1,5. folgt, durch SchluB von uw auf w»+1, daB mit 
irgendwelchen Punkten (2) auch der Simplex (4) zu & gehért. 

2. Durch Beriicksichtigung von § 1, 6. erhalt man hieraus unschwer, 
daB die konvexe Punktmenge M, als Punktmenge des (2%) betrachtet, 
innere Punkte enthalt. Auf Grund dessen legen wir der Punktmenge Y 
eine Dimension bei, namlich die Dimension des ft (2). 

3. Wenn man in einer beschrdnkien konvexen Punktmenge irgend- 
einen Punkt x,, etwa einen inneren Punkt, festhalt und alle Strecken be- 
trachtet, die in x, anfangen und in einem Grenzpunkt von & endigen, so 
ist ihre Vereinigungsmenge mit % identisch. 

Ist x, ein innerer Punkt und ¢ ein Grenzpunkt von Y, so sind die von 
i verschiedenen Punkte der Strecke von x, nach ¢ innere Punkte von Y. 

4. Gegeben seien auf der Grenze einer konvexen Punktmenge zwei regulare 
Simplexe ©, und ©,, deren Durchschnitt ©, eine volle Seite sowohl von 6, 
als auch von ©, ausmacht (und daher insbesondere ein Simplex ist), und 
ein Punkt x, im Innern dieser Punktmenge. Mit rz, als weiterem Eckpunkt 
und mit der Basis“ ©, bzw. ©, bilde man gema&B § 1, 5. einen neuen 


4) Zu den elementaren Eigenschaften konvexer Punktmengen vgl. C.Carathéodory, 
Rend. Circolo Matem. Palermo $2 (1911), S. 1—25, insbesondere Abschnitt I. 
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Simplex 6, bzw. S,. Der Durchschnitt von S, und S, — wir bezeich- 
nen ihn mit S, — fiillt seinerseits je eine volle Seite von S, und von 6, 
aus; er entsteht namlich durch Hinzunahme des Eckpunktes x, zur 
»Basis* S,. 

5. In einem R,, bilden wir mit endlich vielen Linearformen L (rz) und 
A(x) das Relationssystem 
(5,) L,(r) = 0 (t=1,2,...), 
(5,) A,(z)>0 (4=1,2,...). 
Die hierdurch definierte Punktmenge ist konvex. Wir nennen sie ein (kon- 
vexes) Polyeder %. Wir bemerken, da8 das Relationssystem (5, ,) in ein 
ahnlich beschaffenes iibergeht, 1. wenn man im ®t, eine (zulassige ) Koordi- 
natentransformation vornimmt, 2. wenn man den i, in einen héherdimensio- 
nalen Ri, einbettet (es treten dann m—n Relationen der Gestalt (5,) 
hinzu), und 3. wenn man zu einem § enthaltenden Teilraum fi, von Wi, 
iibergeht (es sind dann in einem passenden Koordinatensystem in den 
L(x) und A(z) die Koeffizienten von n — u Koordinaten durch Nullen 
zu ersetzen ). 

6. Wenn man § im Ri ($B) betrachtet, so kommen die Gleichungen (5, ) 
in Wegfall**), weil solche Gleichungen unser Polyeder auf einen Teilraum 
von §t($) beschrinken wiirden. Ersetzt man im allgemeinen System (5,, 2) 
fiir irgendein 4 die Ungleichung A,(r) >0 durch A,(r) = 0, so entsteht 
eine Teilmenge von $$, welche (sofern sie nicht leer ist) aus lauter Grenz- 
punkten von § besteht und selber ein Polyeder, aber von niedrigerer 
Dimension als ist. Die Vereinigungsmenge dieser Polyeder umfaBt die 
gesamte Begrenzung von 8. Denn jeder Punkt von §, fiir welchen 

A,(r)>0 (4==1,2,...), 
ist ein innerer Punkt von §. 

7. Jeder regulare Simplex ist, wie man unschwer einsieht, ein Poly- 


eder; desgleichen jedes Intervall (also insbesondere jeder Wiirfel), d. h. jede 
Punktmenge 


a,<2,<b, (van, 8, ..:). 


8. Gegeben seien in einem §t, endlich viele «-dimensionale Polyeder 
BF (@=—1,2,...) und endlich viele (u — 1)-dimensionale Teilraume 
RY, (8 =1,2,...). Das BF werde durch das Relationssystem 


L.(r) 20 te <8, 2,23) 
definiert, vgl. 6.; der 9, durch die Relation 
L,(t)=0. 


+) Genauer genommen, wenn Formen L(r) auftreten, so sind sie identisch null. 
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Wir bezeichnen die Gesamtheit der Linearformen L;”’(r) und L,(r) fiir alle 
e, «, 8 mit ®, (xr), O, (xr), ..., ®,(x), und wir betrachten das Relationssystem 
+ %,(r) 20 (»=1,2,..., k) 


fiir alle 2“ Kombinationen der positiven und negativen Vorzeichen. Auf 
diese Weise entstehen endlich viele Polyeder $**, von denen wir zwei 
Eigenschaften feststellen wollen: 

1) Falls ein solches Polyeder 8** die Dimension , besitzt (vgl. 2.), 
so kann es in seinem Innern weder einen Grenzpunkt eines andern $** 
noch einen Punkt eines R”, enthalten, weil nimlich das Innere der %** 
die scharferen Relationen 

+@(r)>0 (» =1,2,..., B) 
erfiillt (vgl. 6.). 

2) Jedes 2 laBt sich als Vereinigungsmenge gewisser Polyeder % 

auffassen, nimlich der Polyeder 
L(x) 20 (g=1,2,...), 
+ ¥(r)>0 (x =1,2,...), 


wobei wir mit ¥,“’(r) die von L(x) (@ =1, 2,...) verschiedenen unter 
den Linearformen ®, (rz) bezeichnen. 


* 


§ 3. 
Komplexe. 
1. Gegeben seien in einem Rt, zwei Systeme von Polyedern, die Polyeder 
(6) B,, B,»--- 
und die Polyeder 
(7) Pr, Pr, ... - 


Wir sagen, daB die 8; durch Unterteilung aus den $, hervorgegangen 
sind, wenn jedes f; Teil eines f, ist, und wenn man jedes $B, als Ver- 
einigungsmenge von endlich vielen 8; darstellen kann. Eine Unterteilung 
einer Unterteilung ist wiederum eine Unterteilung. 

2. Satz Gegeben seien in einem Ri, endlich viele beschrankte (kon- 
vere) Polyeder (6). 

Man kann sie in regulaére Simplexe 
(8) S,, S,,... 


unterteilen, die folgenden zwei Bedingungen zugleich geniigen. 

A) Der Durchschnitt irgend zweier Simplexe ©, und GS, ist eine 
volle Seite sowohl von ©, ale auch von Sy. 

B) Der Durchmesser eines jeden’ Simplexes ist <1, wo y irgend- 
eine fest gegebene positive Zahl bedeutet. 
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Beweis. Die maximale Dimensionszahl der Polyeder (6) sei mit yu, 
bezeichnet. Diese Zahl ist, wie man leicht einsieht, eine Invariante des 
Polyedersystems (6) gegeniiber Unterteilungen. Fiir 4,=0 sind alle §, 
Punkte, also unser Satz richtig. Wir nehmen an, da8 er bereits fiir 
Mo S # — 1 bewiesen worden ist, und wollen ihn nunmebr fiir «4, = pu be- 
weisen. Den Ubergang von (6) zu (8) werden wir in drei sukzessiven 
Unterteilungen vollziehen. 

Erster Schritt. Wir betrachten im R,, einen Wiirfel, der alle %, um- 
schlieBt, unterteilen ihn in Wiirfel Y%,, deren jeder einen Durchmesser < y 
hat, und bilden den Durchschnitt eines jeden $, mit einem jeden ¥%,. 
Die Gesamtheit der resultierenden Polyeder, die nunmehr der Bedingung B) 
geniigen, bezeichnen wir wiederum mit 


(6) B, Ba» By, ---- 


Zweiter Schritt. Wir konstruieren im , endlich viele unter- 
einander verschiedene Teilraume 
(9) mn”, 
von der Art, daB jedes u-dimensionale unter den Polyedern (6) in einem 
WR” enthalten ist. Wir bezeichnen: 1) mit Ri, einen festen unter den Teil- 
riumen (9), 2) mit BF diejenigen «-dimensionalen Polyeder aus (6), welche 
im KR, enthalten sind, und 3) mit Re, endlich viele Teilraume des R,, 
in welchen die Durchschnitte der iibrigen Polyeder (6) mit dem Rt, ent- 
halten sind. Jetzt wenden wir die Konstruktion aus § 2, 8. an, welche 
jedes %* in neue Polyeder %** unterteilt. Wenn wir jetzt im Polyeder- 
system (6) jedes «-dimensionale Polyeder in der angegebenen Weise unter- 
teilen und in der neuen Polyedergesamtheit mehrmals vorkommende nur 


einmal zahlen, so erhalten wir ein Polyedersystem — wir’ bezeichnen es 
wiederum mit 
(6) %,, PB.» By, --- ae 


welches die folgende Eigenschaft besitzt: 


E. Jedes y-dimensionale Polyeder aus (6) enthalt in seinem Innern 
keinen Punkt eines andern Polyeders aus (6). 

Dritter Schritt. Diejenigen Polyeder aus (6), die eine Dimension 
<u —1 haben, bezeichnen wir mit %”, die anderen mit 8’. Die Ver- 
einigung der Begrenzungen aller 8’ besteht gemaB § 2, 6. aus Polyedern ¥’, 
deren Dimensionen <u —1 sind. Auf das aus den Polyedern 8” und §’ 
bestehende System kénnen wir nunmehr unsern Satz anwenden: Wir unter- 
teilen diese Polyeder in Simplexe 6, welche die Eigenschaft A) besitzen. 
Das angestrebte Simplexsystem (8) bauen wir aus zwei Sorten von Sim- 
plexen auf, den Simplexen G’ und den Simplexen SG”. Die Simplexe 6” 
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sind alle diejenigen Simplexe 6, welche Teil eines %” sind. Die Sim- 
plexe G’ hingegen sind folgendermaBen definiert: Die Begrenzung eines 
festen 8’ ist die Vereinigungsmenge von Simplexen G. Wir nehmen im 
Innern des $’ einen Punkt x, an und bilden geméB §1,5. mit rz, als 
Ecke und jedem der beteiligten © als ,,Basis“ einen Simplex 6’. Die 
Vereinigungsmenge dieser S’ ergibt den 9%’, vgl. § 2, 3. Diese Konstruktion 
fiihren wir fiir alle %’ aus. 

Zum Nachweis der Behauptung A) unterscheiden wir vier Fille: 
1) Die Simplexe S, und G, sind beide vom Typus 6”; 2) es ist S, ein 6’ 
und G, ein 6”; 3) S, und G, sind beide vom Typus S’ und gehéren 
zum gleichen Polyeder 8’ bzw. 4) zu verschiedenen Polyedern %’. Zum 
Fall 1) erinnern wir an die Definition der ©”. Zum Fall 2) bemerken 
wir, da8 (vgl. E. und § 2,3.) der Durchschnitt von ©, mit ©, gleich ist 
dem Durchschuitt der ,,Basis“ von ©, mit ©,, also gleich ist dem Durch- 
schnitt zweier ©, und zum Fall 4), daB er gleich ist dem Durchschnitt 
der Basis“ von ©, mit der Basis“ von ©,. Endlich zum Fall 3) er- 
innern wir an § 2, 4. 

8. Als sehr spezielle Folgerung aus unserm Satz stellen wir fest, da8 
man jedes (beschrinkte) Intervall (vgl. § 2, 7.) als Vereinigungsmenge von 
endlich vielen regularen Simplexen vom Durchmesser < « darstellen kann. 

4. Eine Vereinigungsmenge von endlich vielen reguliren Simplexen (8), 
welche der Bedingung A) geniigen, nennen wir einen Komplex 8. Unter den 
Ecken von & verstehen wir die Gesamtheit der untereinander verschiedenen 
Eckpunkte der Simplexe (8). Auf Grund unseres Satzes kann man eine 
Punktmenge, welche beschrinkt und auf endlich viele Teilriume von der 
maximalen Dimension m verteilt ist, in einen m-dimensionalen Komplex 
einschlieBen. 


(Eingegangen am 25. 5. 1929.) 














Ein Knotensatz mit Anwendung auf die Dimensionstheorie. 
Von 
F. Frankl und L. Pontrjagin in Moskau. 


Im folgenden wird bewiesen, daB jedes (und zwar auch jedes verknotete ) 
einfach geschlossene Polygon des R* Rand einer singularitatenfreien orientier- 
baren Mannigfaltigkeit ist. Z. B. ist die Kleeblattschlinge Rand einer Flache 
vom Geschlecht 1. 

Mit Hilfe dieses Satzes wird dann gezeigt, daB fiir kompakte Teile 
des R* der Alexandroffsche Dimensionsbegriff') mit dem Brouwer-Menger- 
Urysohnschen iibereinstimmt*). 

Wir beweisen zunichst den Satz iiber die Polygone. Sei also p ein 
einfach geschlossenes Polygon des R*, so projizieren wir es von einem 
auBerhalb gelegenen Punkt 2, wodurch ein Kegel ® entsteht. Den Punkt x 
wahlen wir in allgemeiner Lage zu den Kanten und Eckpunkten des 
Polygons. Dann treten héchstens Doppelerzeugende auf. Wir triangulieren 
den Kegel so, daB jede Doppelerzeugende (d.h. die Strecke zwischen der 
Spitze und dem ersten Durchschnittspunkt mit dem Knoten) als Kante 
der Triangulierung auftritt. Die Dreiecke seien kohirent mit einem be- 
stimmten Umlaufssinn des Knotens orientiert. Wir wollen nun die Flache 
an den Doppelerzeugenden und an der Spitze so abandern, da8 sie zu einer 
singularitatenfreien zweiseitigen Mannigfaltigkeit wird. Langs einer Doppel- 
erzeugenden a stoBen genau vier Dreiecke zusammen. Wir numerieren sie 
entsprechend ihrer zyklischen Aufeinanderfolge im Raum mit 4,, 4,, 4,, 4, 
und zwar so, da8 a in 4, und 4, entgegengesetzt orientiert erscheint (und 
natiirlich ebenso in 4, und 4,). 4, und 4, schlieBen den Winkelraum A, 
4, und 4, den Winkelraum B ein. Wir verbinden nun den Mittelpunkt a 


1) Alexandroff, ,,Zum allgemeinen Dimensionsproblem“, Géttinger Nachrichten 
6. Juli 1928, § 38, sowie ,,Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener 
Mengen“, Annals of Math. (2) 30, S. 101—187, insbes. S. 183 u. f. 

*) Der Satz tiber die Polygone und die beiden darauf folgenden Lemmata wurden 
von beiden Verfassern unabhiangig voneinander gefunden. Im folgenden wird die 
Frankische Form des Beweises wiedergegeben. Der dimensionstheoretische Satz stammt 
von Pontrjagin. 
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von a mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt von 4; (¢ = 1,2,3,4). Da- 
durch zerfallt 4, in zwei Dreiecke 4j und 4;’. Wir nehmen jetzt in A in 
der Nahe von @ einen Punkt a, und ebenso in B einen Punkt wg an und 
ersetzen die Dreiecke 4;, 43, 4;', 43’ durch Dreiecke 4,, 4,, 4,, 4,, welche 
statt « den Eckpunkt «, haben, und analog die Dreiecke 43, 4;, 43, 4’ 
durch Dreiecke A,, 4,, 4,,4,. Wenn a, und ag geniigend nahe an « ge- 
wahit sind und wir diesen Proze8 an allen Doppelerzeugenden ausfiihren, 
so entsteht aus ® eine orientierte Fliche ®’, in der jede Kante der 
Triangulierung héchstens zweimal vorkommt. Nur im Punkte 2 bleibt 
noch eine Singularitaét, welche folgendermaBen zu beheben ist: Wir legen 
um 2 eine kleine Kugel K. Diese schneidet ®’ in endlich vielen fremden 
einfach geschlossenen Linien, in welche man im Inneren von K fremde, 
einfach zusammenhangende Flachen einspannen kann. Ersetzen wir durch 
diese Flichen den im Inneren von K gelegenen Teil von ®’, so erhalten 
wir eine Flache ¥, welche alle Forderungen erfiillt. 

Die nebenstehende Figur stellt eine nach der 
obigen Methode fiir die Kleeblattschlinge kon- 
struierte Flache dar. 

Wir beweisen nun folgenden Hilfssatz: Sei M 
eine polyedrale orientierbare berandete zweidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit im R* und r ihr Rand, 
dann gibt es beliebig viele ebensolche Mannig- 
faltigkeiten M,,M,,...,M, mit dem Rand r, welche 
aber sonst weder untereinander noch mit M Punkte 
gemein haben. 

Wir zeigen zunachst, daB es in beliebiger Nahe zu M eine solche 
Mannigfaltigkeit M, mit dem Rand r gibt, welche sonst mit M keinen 
Punkt gemein hat. Wir zerlegen zu diesem Zwecke den R* simplizial so, 
daB M aus Dreiecken dieser Triangulation besteht und jedes Tetraeder 
héchstens ein (null-, ein- oder zweidimensionales) Randelement mit M 
gemein hat. Wir betrachten alle Tetraeder, welche mit M ein Randelement 
gemein haben, das nicht auf r liegt, und unter diesen alle, die auf einer 
vorgegebenen Seite von M liegen. Sei 7 ein solches Tetraeder und 2 das 
mit M gemeinsame Randelement; y sei das x gegeniiberliegende Rand- 
element von 7. Wir ziehen alle Verbindungsstrecken von Punkten von z 
mit Punkten von y und betrachten die Menge ihrer Mittelpunkte; sie ist ein 
zweidimensionales Element. Alle so erhaltenen Elemente bilden zusammen 
eine Mannigfaltigkeit M, die M nicht schneidet*). Ihr Rand sei 7; er 



































*) Diese Methode der Approximation durch Mannigfaltigkeiten stammt von 
Alexandroff, Math. Annalen 98 (1928), S. 623, und Lefschetz, Ann. of Math. (2) 29 
(1928), S. 241. 














Knotensatz. 787 


berandet zusammen mit r einen Komplex N, der aus einer Anzahl von 
zylindrischen Streifen besteht (jeder Randkurve von M entspricht einer). 
M,=M-++N hat dann die geforderte Eigenschaft. — Durch Wiederholung 
dieser Konstruktion gelangen wir zu beliebig vielen Flichen M,, M,, ..., M,. 

Daraus folgern wir einen weiteren Hilfssatz, naimlich: 

Sei Z ein Zylinder (d.h. die geschlossene Flache, die aus dem Mantel 
und den beiden Basisflichen besteht). a, und «, seien die Endpunkte seiner 
Achse. Diese Endpunkte seien auf Z durch mehrere Linien 1,,1,,..., 1, 
verbunden, wobei 1; =1,;,-+-¢;-+-1;4, ¢, eime Erzeugende des Zylinders 
und r,, und r,; Radien der beiden Basiskreise sind. Die Numerierung soll 
der zyklischen Aufeinanderfolge der Radien in den Basisflichen entsprechen. 
AuBerdem seien a, und «, im Inneren von Z durch ein regulires Polygon p 
verbunden. Dann gibt es im Inneren von Z zweiseitige Mannigfaltigkeiten M, 
mit dem Rand p-+-1,, welche bis auf Punkte von p zueinander fremd sind. 


Beweis. Wir konstruieren zunichst nach den bisherigen Sitzen 
Flachen N,,N,,...,N, mit dem Rand p-+J,, welche sich sonst nicht 
schneiden; sie seien um die Achse in demselben Drehungssinn angeordnet 
wie die J,; wie man leicht erkennt, kann man sie so wiahlen, daB sie im 
Inneren von Z liegen. Wir betrachten nun einen im Inneren von Z liegenden 
(etwa im bezug auf den Mittelpunkt homothetischen) etwas kleineren 
Zylinder Z’. Wir setzen lj = N,-Z’ und bezeichnen den im Inneren von Z’ 
liegenden Teil von N, mit Nj. Aus Z’ ragen zwei Strecken p, und p, von p 
heraus. In die geschlossenen Kurven p,+1,-+ p,+1; kann man nun 
paarweise fremde, zwischen Z und Z’ gelegene orientierbare Flichen 0, 
einspannen‘). Die Flichen M;= Nj + O, erfiillen dann unsere Forderungen. 

Wir gehen nun zum Beweis des dimensionstheoretischen Satzes iiber. 
Zu diesem Zwecke stiitzen wir uns auf Alexandrofis ,,Rechtfertigungssatz“*), 
dessen fiir uns in Frage kommender Spezialfall folgendermaBen lautet: 
Eine in sich kompakte Teilmenge F des R* ist dann und nur dann im 


*) Dies zeigt man etwa so: Man kann annehmen, daB p, und p, in der Achse liegen, 
daB die Linien /{ ebenfalls aus Radien und Erzeugenden bestehen und da8 das zwischen 
Z’ und Z gelegene Stiick von M,=N, in einer von der Achse begrenzten Halbebene 
liegt Sei E, die von der Achse begrenzte Halbebene, welche J, tragt, und E/ die von 
der Achse begrenzte Halbebene, welche J/ tragt. Wir konstruieren nun ein System 
von zu Z homothetischen Zylindern Z,= Z, Z;:,...,Z,=Z’, so daB Z, im Innern 
von Z,, Z, im Innern von Z, liegt usw. Sei nun O/ der Teil von E,, der zwischen 
Z, und Z liegt, O/’ der Teil von E/, der zwischen Z’ und Z, liegt, und O/” der Teil 
von Z,, der im Winkelraum liegt, den man beschreibt, wenn man E/ im angenommenen 
Drehungssinn um die Achse in die Lage von E, dreht (wobei wir von der leicht reali- 
sierbaren Annahme ausgehen, daB die Winkel E,€/ sehr klein sind). Dann kénnen 
wir 0,=0/+0/’+0/” setzen. 

5) Alexandroff, Gétt. Nachr., § 5; Annals, 8. 184. 
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Sinne von Alexandroff héchstens eindimensional, wenn sie kein Gebiet 
des R* zerlegt. Da die Alexandrofische Dimension niemals gré8er ist als 
die Brouwer-Menger-Urysohnsche*), miissen wir nur folgendes zeigen: Wenn 
F kein Gebiet des R* zerlegt, so ist F im Sinne von Brouwer, Menger und 
Urysohn héchstens eindimensional’). 

Zum Beweise zerlegen wir den R®* simplizial so, daB kein Eckpunkt 
dieser Triangulation in F enthalten ist. Da F in R* nirgendsdicht sein 
muB, gibt es beliebig feine Zerlegungen dieser Art. Sei k eine Kante dieser 
Zerlegung und S die Vereinigung aller Tetraeder mit der Kante k. Wir 
konstruieren nun einen Zylinder Z, dessen Achse Teil von & ist, der im 
Inneren von S liegt und den Durchschnitt k-F im Inneren enthilt; dies 
machen wir fiir jede Kante und zwar so, daB alle so entstandenen Zylinder 
zueinander fremd werden. Nach dem Rechtfertigungssatz ist es nun méglich, 
die Endpunkte der Achse von Z im Inneren von Z durch ein regulires 
Polygon p zu verbinden, welches zu F fremd ist. Seien nun 7,, 7,,..., T, 
die Tetraeder mit der Kante &, entsprechend ihrer zyklischen Anordnung 
im Raume numeriert, und 4; die Dreiecke mit der Seite k (wobei 
4, = T,-T, usw.). Setzen wir 1;—2Z-4;, so kénnen wir auf Z und die 
Linien p-+-1; das soeben bewiesene Lemma anwenden. Wir bekommen 
Flachen M,, welche das Innere von Z, J(Z) (in analoger Weise wie die 4;) 
in n Teile teilen, wobei an Stelle von J(Z)-7, etwa M, tritt. Wir andern 
nun 7, so ab, daB J(Z)-7; durch M, ersetzt wird, und fiihren diesen Prozeb 
fiir alle Kanten und Tetraeder durch. An Stelle des Tetraeders 7’ tritt dann 
eine dreidimensionale berandete Mannigfaltigkeit U. Stellen wir nun F als 
Summe aller F-U dar, so haben héchstens zwei dieser Teile Punkte gemein 
(namlich, wenn die entsprechenden U eine Flaiche gemein haben). Da 
diese Teile, indem man von einer geniigend feinen Zerlegung des Raumes 
ausgeht, beliebig klein gemacht werden kénnen, ist F nach dem Pflaster- 
satz der Dimensionstheorie héchstens eindimensional im Sinne von Brouwer, 
Menger und Urysohn. 


Zusatz bei der Korrektur (7. 10. 1929). DaB in dem obigen 
Beweis die Kurven p +1; im allgemeinen nicht unverknotet angenommen 
werden kénnen, zeigt folgendes Beispiel, welches Alexandroff und Gruzewski 
(Warschau) unabhangig voneinander gefunden haben. 

Man geht aus von dem Wiirfel OS r<1, OS y<l, OS2z<1 
und bezeichnet ihn mit M,. Diesen teilt man durch zu den Koordinaten- 
ebenen parallele Ebenen in (2n —1)* Teilwiirfel, wobei n geniigend gro8 

*) Annals, S. 183; Gétt. Nachr., § 4. 


*) Die Frage nach der Giiltigkeit dieses Satzes wurde bereits von Urysohn, 
Fund. Math. 7, aufgeworfen. 
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gewahit sein mu8. Nun la8t man aus M, einen verknoteten Kanal weg, 
der das mittlere Teilquadrat der oberen Basisfliche verbindet und aus 
Wiirfeln der Unterteilung besteht, so daB eine abgeschlossene Menge M, 
iibrigbleibt (welche im wesentlichen mit dem abgeschlossenen Komplement 
eines verknoteten Torus homéomorph ist). In jedem Teilwiirfel von M, 
wiederholen wir die Konstruktion, mit der Abanderung, daB jetzt der 
Kanal von links nach rechts gefiihrt wird. Es entsteht eine Menge M,. 
In jedem ihrer Teilwiirfel wiederholen wir abermals die Konstruktion, nur 
daB jetzt die Kanale von vorne nach hinten gefiihrt werden. Dadurch 
entsteht eine Menge M,, deren Teilwiirfel wir wieder von oben nach unten 


durchbohren usw. Die Menge M — DM, hat die geforderte Eigenschaft. 


Um zu beweisen, daB sie im klassischen Sinne eindimensional ist, muB man 
den oben bewiesenen Knotensatz wesentlich verwenden. 


(Eingegangen am 8. 4. 1929.) 











Uber korrespondierende Punkte der Steinerschen Fliche 
vierter Ordnung und die Hauptpankte derselben. 


Von 
Olafur Danielsson in Reykjavik (Island). 


Es sei F eine Steinersche Flache vierter Ordnung, 7 ihr Knotenpunkt, 
und d,, d,,d, ihre Doppelgeraden. Ein Punkt einer Doppelgeraden soll 
als zwei ,einander gegeniiberliegende Punkte“ bezeichnet werden, deren je 
einer als jedem der beiden durch die Doppelgeraden gehenden Mantel der 
Flache angehérend aufgefa8t wird. Die Flache hat vier singulire Beriihrungs- 
ebenen, von welchen sie in den Punkten je eines Kegelschnittes beriihrt 
wird’). Diese Ebenen sollen die ,Hauptebenen“ der Flache heiBen, und 
die Beriihrungskegelschnitte werden als ,Hauptkegelschnitte“ bezeichnet. 

Auf jeder Doppelgeraden gibt es zwei uniplanare Punkte, die mit ihren 
gegeniiberliegenden Punkten zusammenfallen. Die Beriihrungsebenen der 
Flache in diesen Punkten bilden ein vollstindiges Vierkant, dessen Diagonal- 
strahlen die Doppelgeraden sind. Die vier Kanten schneiden die Flache in 
Punkten, die ich die ,Hauptpunkte“ der Flache nennen will. Es sollen 
nun die folgenden Satze bewiesen werden: 

1. Wenn X’ ein Punkt der Flache ist und man die Ebenen é,, é, 
und &, durch X’ und je eine der Doppelgeraden d,, d, und d, legt, wird 
jede dieser Ebenen die Flache in einem Punkte der Doppelgeraden beriihren. 
Die Beriihrungsebenen in den gegeniiberliegenden Punkten gehen dann auch 
durch einen Punkt X” der Flache. X’ und X” werden ,,korrespondierende 
Punkte* genannt. 

2. Der Tangentenkegel vierter Ordnung eines Punktes der Flache hat 
mit ihr die Beriihrungskurve gemein, und auBerdem eine Kurve vierter 
Ordnung zweiter Art, die ,,Restkurve“ des Punktes. Die Restkurven zweier 
korrespondierenden Punkte liegen auf einer Flache zweiter Ordnung. Solche 
Kurven werden als ,einander erginzende Kurven“ bezeichnet. 
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3. Die Hauptpunkte der Flache fallen mit thren korrespondierenden 
Punkten zusammen. Jede Flache zweiter Ordnung, die durch eine Haupt- 
tangentenkurve der Flache geht, yeht auch durch die vier Hauptpunkte der 
Fliche. 

4. Die Restkurven der Hauptpunkte sind ebene Kurven vierter Ordnung 
mit drei Spitzen. Ihre Ebenen werden ,,Nebenebenen“ genannt. 


5. Die Beriihrungsebene in einem Hauptpunkte enthdlt die Schnitt- 
linte der Nebenebene und der ,,zugehdrigen“ Hawptebene. 

Diese Siatze lassen sich 
mittels der gew6hnlichen Ab- 
bildung') der Flache leicht be- 
weisen, indem man das Drei- 
eck ABC (Fig. 1), auf welches 
die Doppelgeraden abgebildet 
werden, als Koordinaten- 
dreieck, und das Bild eines 
Hauptkegelschnittes als Ein- 
heitslinie (xz, + z,-+2,=0) 
nimmt. Die vier Geraden 
z,t2,+2,=0 (die Ge- 
raden f,g,h und k, Fig. 1) 
stellen dann die vier Haupt- 
kegelschnitte dar’). K ist 
der Einheitspunkt (1:1:1) 
und die Hauptpunkte der 
Flache sind auf die Punkte 
1:+1:+1 (die Punkte 
F,G, H und K) abgebildet. 

Die Punkte einer Koordinatenlinie (z. B. der Geraden a, mit der 
Gleichung z,— 0) sind einander paarweise zugeordnet und bilden somit 
eine Involution. Jedes Paar einer solchen Involution stellt einander gegen- 
iiberliegende Punkte der entsprechenden Doppelgeraden dar. Die Doppel- 
punkte dieser Involution sind die Punkte 0:1:1 und 0:1:—1, denn sie 
stellen die uniplanaren Punkte der Doppelgeraden d, dar, weil die Haupt- 
kegelschnitte durch je drei der uniplanaren Punkte gehen. Ein solches 








Punktepaar hat somit die Koordinaten 0:1:¢ und 0:1: =. 


Jeder Kegelschnitt, der die Koordinatenlinien in solchen Paaren schneidet, 
mu8 eine ebene Kurve der Fliache darstellen. Ein solcher Kegelschnitt hat 


+) Siehe z.B. Reye: Die Geometrie der Lage (1892). Dritte Abteilung, 8. 146—152. 








792 6. Danfelsson. 
die Gleichung 
(I) @(a+ a2 +23) + 2a,2,2, + 20,2, 2, +20,2,2,=0%, 
indem die Wurzeln der Gleichung 
«(27+ 2})+ 2a,2,2,=—0 
einander reziprok sind: 


= 

Zs 
Dasselbe Verfahren kann auf die Schnittkurve der Fliche mit einer Flache 
zweiter Ordnung angewandt werden. Das Bild dieser Kurve soll eine Kurve 
vierter Ordnung sein, und diese Kurve soll durch neun Punkte vollstandig 
bestimmt sein, und weiter soll sie die Koordinatenlinien in Punktepaaren 
der oben erwahnten Involution schneiden. Eine solche Kurve hat die 
Gleichung 


(II) a(af+ 2+ 2g) + @, (apa, + 2f2,) + a, (2$ 2, + 2} 25) 
+ ty (afx, + zp 2,) + B,apay+ Byxga? + Byxp a} 


+ 7,2} LyX + 7g XP 2,2, + 7423 2,2, = 0, 


1 
=t,—. 


denn diese Gleichung enthilt neun Konstanter, und die Kurve schneidet 
die Gerade z,=—0 in Punkten, deren Koordinaten durch die Gleichung 


a (ay + 2f) +a, (2px, + 23 2,) +p, zpx3 = 0 
bestimmt sind, und die Wurzeln dieser Gleichung sind paarweise reziprok: 
Xq 1 1 


—=8,t, T° 
Der erste Satz leuchtet nun sofort ein. Es sei P’ ein Punkt der 
D w EB Flache und P, sein Bild 
: in der Ebene (Fig.2). Die 
Koordinaten von P, seien 
P1: Py: Py. Weiter sei P” 
der Punkt der Flache, dessen 
Bild P, die Koordinaten 
Ng ii hat. Legt man 
Fig. 2. nun eine Ebene durch P’ 
und die Doppelgerade d, 
(in a, mit der Gleichung z,=0, abgebildet), so stellt die Gerade AP, 
die Schnittkurve dieser Ebene mit der Fliche dar. Die Gerade AP, 





----4 






*) Salmon, A Treatise on the Analytic-Geometry of three dimensions 2 (1915), 
8. 213. 
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dagegen ist das Bild der Schnittkurve der Fliche mit der Ebene P”d,. 
Die Geraden AP, und AP, schneiden die Koordinatenlinie z,—0 in den 
Punkten 0: p,:p, und 0:— 2, und diese Punkte machen ein Paar der 
oben erwahnten Involution mit den Doppelpunkten 0:1:1 und 0:1:—1 
aus. Die Ebenen P’d, und Pd, beriihren daher die Flache in einander 
gegeniiberliegenden Punkten. P’ und P” sind dann korrespondierende Punkte. 

Der allgemeine Kegelschnitt 

(IIT) p, =a,, 2} + a,,25 + a, 23+ 24,,2, 2, +245, 2,2, + 24,,7,%,=0 


stellt eine Kurve vierter Ordnung zweiter Art dar, und der Kegelschnitt 





(IV) 9,= 2 —# += 2 + 2S tyity + 25%, +228 2,2 
ihre erginzende Kurve. Denn diese zwei Bildkurven schneiden die Ko- 
ordinatenlinien in der oben erwahnten Involution. Siehe z. B. die Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte mit der Geraden z,— 0. Diese ergeben sich aus 
den Gleichungen 

Gy, Xz + AygX%y + 2 a,, 22, = 0 
* und 
1 2 


=? 


Die letztere dieser Gleichungen kann aus der ersteren erhalten werden, 


1 
+=} + 25% 2,2, =0. 


indem man 2, mit = und z, mit = vertauscht, und die Behauptung ist 
v 


bewiesen. Auch kann das Produkt g,g, in der Form (II) geschrieben 
werden, was einen anderen Beweis der Behauptung liefert. 
Das Bild eines ebenen Schnittes 


a(x + xy + xy) + 2h, 2,2, + 28, 2,2,+ 2f,2,2,—0 
zerfallt in die zwei Geraden 
a(a,2%,+ a,x, + a,2,) (= a = + =) — 0, 
wenn die Ebene die Flache beriihrt. 
Die Gerade 
Si tp Dh sh : 
at ate 
berthrt im Punkte a} p,:a;p,:a3p, den dem Koordinatendreieck ein- 
geschriebenen Kegelschnitt 


VP, %, + V Pg% + VPs Xt, = 0, 


wenn 4, p, + a, Pp. + a, p, =, d.h. wenn die Gerade a, 2, -+a@,2, + 4,27, =0 
durch den Punkt p,:p,:p, geht. Es sei P’ der durch p,:p,:p, ab- 
Mathematische Annalen. 102. 51 
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gebildete Punkt. Jede Beriihrungsebene durch P’ beriihrt dann die in 


/p,x, + Vp,y2, + Vp,%,—= 9 abgebildete Kurve. Diese Kurve ist dem- 
nach die Restkurve des Punktes P’. Sie ist vierter Ordnung, zweiter Art 
und beriihrt die Doppelgezaden der Flaiche. Der im Punkte eines jee 


Pi Ps Ps 
abgebildete zu P’ korrespondierende Punkt P” hat die in dem Kegelschnitt 


Y=+ y= y2- 0 abgebildete Kurve zur Restkurve. Nun stellen aber die 
Kegelschnitte ¥p,2,+ )p,2,+ ¥P,%,=0 und a4) +V2=0 


zwei einander erganzende Kurven dar, wie man an einsieht, indem man 
die Gleichungen auf die rationalen Formen: 





PEt? + pEry + pp xy — 2p, Py XX, — 2p, P, x, x,— 2p, p, x, 7, = 0 
und 


1 1 1 1 
ti tse ta tort — 2-—_—2z,2, — 2-—— 


%.2%,—2 : @,%=0 
p? P2 Ps PP, °°? PP, ' * 


bringt, denn diese Gleichungen sind mit den Gleichungen (III) und (IV) 
identisch, wenn a,,=—p? und a,,=—p,;p, ist (t,h=1,2,3). Die 
Gleichungen stellen somit einander erganzende Kurven dar, und der zweite 
Satz ist bewiesen. 


Die Punkte p,:p,:p, und — oi — fallen nur in den vier Punkten 


1:+1:+1 zusammen. Diese Punkte fs My die Haupt punkte der Flache dar. 
Der Kegelschnitt 


Z48438.. 
et ae 

ist, wenn k,+ k,-+ k, = 0, dem Vierseit +, + x, + 2, = 0 eingeschrieben, 
und stellt somit eine Haupttangentenkurve der Flache dar. Die ergainzende 
Kurve der Haupttangentenkurve hat dann ihr Bild im Kegelschnitte 


k, 22 + kz} + ka zi = 0. 


Man hat nur in den Gleichungen (III) und (IV) a= > und a;,=0 


(i,k =1,2,3) zu setzen. Ein solcher Kegelschnitt geht aber durch die 
Punkte 1:+1:+1, weil k,+k,-+k,=—0. Die Flachen zweiter Ordnung 
durch die Haupttangentenkurven gehen demnach auch durch die Haupt- 
punkte. 

Wenn die Punkte p,:p,:p, und aes in den Punkten 


1: +1:+1 zusammenfallen, fallen ihre Restkurven in den ebenen Kurven 


ai+23+23 + 22,2, + 22,27, + 22,27,=—0 





Steinersche Flache. 795 


— wo die Vorzeichen so zu wahlen sind, daB das Produkt der drei letzten 
Glieder negativ ist — zusammen. Die die Restkurven enthaltenden Flachen 
zweiter Ordnung arten somit zu Doppelebenen aus. Diese , Nebenebenen“ 
schneiden die Flache in Kurven vierter Ordnung mit drei Spitzen. Nun 
enthalt eine Hauptebene drei uniplanare Punkte der Doppelgeraden, und 
eine Nebenebene die drei iibrigen. Sie sind ,einander zugehérig“. Eine 
Nebenebene wird von der zugehérigen Hauptebene in der Doppeltangente 
ihrer Schnittkurve geschnitten, weil jede Gerade einer Hauptebene eine 
Doppeltangente der Flache ist. Die Schnittkurve der Nebenebene ist aber 
der Umri8 der Flache, wenn man den Hauptpunkt, dessen Restkurve die 
Schnittkurve ist, als Augenpunkt nimmt. Die Ebene durch den Augen- 
punkt und die Doppeltangente des Umrisses mu8 aber eine Beriihrungs- 


ebene der Flache im Hauptpunkte sein, und damit ist der letzte Satz be- 
wiesen. 


Reykjavik, im Dezember 1928. 


(Eingegangen am 1. 2. 1929.) 
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Erster Mathematiker-Kongre8 


der Union der sozialistischen Raite-Republiken. 


Die Mathematiker-Vereinigung der UdSRR veranstaltet den ersten 
Mathematiker-Kongre8 der Sowjet-Union in Charkow (Ukraine) vom 
24. bis 29. Juni 1930. 

Alle Angehérigen der Sowjet-Union, die mathematische Wissen- 
schaften treiben, haben das Recht am Kongre8 teilzunehmen. Fiir 
die Mathematiker-Vereinigung der UdSRR wire auch die Teilnahme 
auslandischer Mathematiker sehr wiinschenswert. 

Der KongreB wird. aus allgemeinen Versammlungen und Sektions- 
sitzungen folgender 6 Sektionen bestehen: 

1. Algebra und Zahlentheorie, 

. Funktionentheorie, 

3. Differential- und Funktionalgleichungen, 

4. Geometrie, 

5..Mechanik und mathematische Physik, 

6. Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik. 


Co bo 


Die Personen, die am KongreB teilnehmen wollen, werden ge 
beten, sich wegen aller Auskiinfte an das Organisationskomitee des 
Kongresses zu wenden (Charkow, Hauptpostamt, Postfach Nr. 333). 


Das Organisationskomitee: 
S. Bernster, Vorsitzender, 
W. GontscHarow, Sekretar fiir den Verkehr mit auslandischen Gelehrten. 


721/7/57 — V/12/6 
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